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俄罗斯历来注重数学理论的研究，并且具有鲜明的特 
色，在计算数学领域的研究也有许多独特之处。本书是数值 
方法方面的经典教材，在俄罗斯影响很大。本书视角新颖， 
内容翔实，阐述系统，主要内容包括 •. 计算误差，插值与数 
值微分，数值积分，函数逼近，多维问题，数值代数方法， 
非线性方程组和最优化问题的解，常微分方程、偏微分方程 
和积分方程的数值求解方法。 

本书可供高等院校计算数学及相关专业的学生、教师和 
研究人员使用参考。 



■ 学科 类别： 数学 

academic.hep.com.cn 







































“+ —五” 国家重点图书 


• 数学天元基金资助项目 


数值方法 

(第5版） 

□ H. C. 巴赫瓦洛火 
h . n. 热依德科火著 
r. m . 柯別 M 科夫 
□ 陈 mm 
□ 蔡大用 上 小群校 


SHUZHI FANGFA 


f 散 i m 湫•北京 



图字： 01-2008-2627 号 


©2007, BHHOM JlaoopaTopH^ inamiH 

HHCjreiiHbie mcto / iw ， ariTopbi H . C . BaxBajiOB. II . H . >KiiiiKOB, T . M . 
Ko 6 cjii > kob , 5 -e 旧 /iaHMe，nepBOHaHajibfio 0iiy6jinK0BaH0 na pvccKOM 
H3biKe b 2007 r . ^aHHbiH riepeBo^a ny6jiHKyexcfl b cootbcctbhh c 
zioroBopoM c HijiaTCJibCTBOM BHHOM . .HaoopaTopw^ iuaiiHii. 

N . S . Bakhvalov , N . P . Zhidkov , G . M . Kobelkov 的《数值分析》(第 5 版) 
俄文版十2007年出版，本翻译版的出版由 BHHOM . Jla 6 opaTopHH 
3HaHHH 授权许可。 


图书在版编目 （ CIP ) 数据 

数值方法：第5版/ ( 俄罗斯）巴赫瓦洛夫， 

( 俄罗斯）热依德科夫， （ 俄罗斯）柯别里科夫著：陈阳 
舟译 .一 北京： 高等教育出版社， 2014.6 

ISBN 978-7-04-027249-9 

I . ①数… U . ①巴…②巴…③柯…④陈… IIL ①计算 
方法一高等学校一教材 IV . ①0241 

中国版本图书馆 CIP 数据核字 （ 2010) 第060679号 


策划编辑赵天夫 责任编辑蒋青 封面设计赵阳 责任印制田甜 


出版发行 

高等教育出版社 

社 址 

北京市西城区德外大街4号 

政编码 

100120 

印 刷 

北京四季青印刷厂 

开 本 

787 mm x 1092 mm 1/16 

印 张 

30.5 

字 数 

51() 千字 

购书热线 

010-58581118 


咨洵电话 

400- 810-0598 

网 

址 

htlp :// vvww . hep . cdu.cn 



http :// www . hep . com.cn 

网上汀购 

http :// www . landraco.com 



http :// www . Iandraco . com.cn 

版 

次 

2014年6月第1片反 

印 

次 

2014年6月第1次印刷 

定 

价 

79.00 元 


本书如有缺页、倒页、脱页等质量问题， i 青到所购图书销售部门联系调换 

版权所有（曼权必究 

物料号 27249-00 



《俄罗斯数学教材选译》序 


从上世纪50年代初起.在当时全面学习苏联的大背景下.国内的高等学校大量采 
用了翻译过来的苏联数学教材.这些教材体系严密，论证严谨，有效地帮助了青年学子打 
好扎实的数学基础，培养了一大批优秀的数学人才.到了 60年代，国内开始编纂岀版的 
大学数学教材逐步代替了原先采用的苏联教材，但还在很大程度上保留着苏联教材的影 
响.同时.一些苏联教材仍被广大教师和学生作为主要参考书或课外读物继续发挥着作 
用.客观地说.从解放初一直到文化大革命前夕，苏联数学教材在培养我国高级专门人 
才中发挥了重要的作用，起了不可忽略的影响，是功不可没的. 

改革开放以来，通过接触并引进在体系及风格 t 各有特色的欧美数学教材，大家眼 
界为之一新，并得到了很大的启发和教益.但在很 K 一段时间中，尽管苏联的数学教学也 
在进行积极的探索与改革，引进却基本中断,更没有及时地进行跟踪.能看懂俄文数学教 
材原著的人也越来越少，事实上已造成了很大的隔膜，不能不说是一个很大的缺憾. 

事情终于出现了一个转折的契机.今年初.在由中国数学会、 中同工 业与应用数学 
学会及闺家自然科学基金委员会数学天元基金联合组织的迎春茶话会上，有数学家提出, 
莫斯科大学为庆祝成立250周年计划推出一批优秀教材.建议将其中的一些数学教材组 
织翻译出版.这一建议在会上得到广泛支持.并得到高等教育出版社的高度重视.会后高 
等 教育出 版社和数学天元基金一起邀请熟悉俄罗斯数学教材情况的专家座谈讨论，大家 
一致 认为： 在当前着力引进俄罗斯的数学教材，有助于扩大视野，开拓思路，对提高数学 
教学质量、促进数学教材改革均十分必要.《俄罗斯数学教材选译》系列正是在这样的情 
况下，经数学天元基金资助，由高等教育出版社组织出版的. 

经过认真选题并精心翻译校订，本系列中所列入的教材，以莫斯科大学的教材为主， 
也包括俄罗斯其他一些著名大学的教材.有大学 基础课 程的教材，也有适合大学高年级 
学生及研究生使】11的教学用书.有些教材虽曾翻译出版.但经多次修订重版，面 t : l 已有较 
大变化.至今仍广泛采用、深受欢迎.反射出俄罗斯在出版经典教材方面所作的不懈努 
力.对我们也是一个有益的借鉴.这一教材系列的出版.将中俄数学教学之间中断多年的 
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链条重新连接起来，对推动我国数学课程设置和教学内容的改革，对提高数学素养、培 
养更多优秀的数学人才 5 可望发挥积极的作用，并起着深远的影响，无疑值得庆贺，特为 
之序. 

李大潜 
2005年10月 




第三版序言 


本书第一版问世于大约30年前.那时国家经济正处于上升阶段，数值方法领域的 
专家在社会上备受尊敬. 

老一代“计算人”对国家科技潜力和国防力量的发展做出了不可估量的贡献.其中 
许多人已经过世.包括尼古拉•彼得洛维奇.日德科夫在内.他们积极参与了我国核导弹 
防御系统的建立，为防止第三次世界大战发挥了作用. 

在已经过去的这段时间内，需要数学家特别是数值方法专家来关注的问题，对数学 
水平的要求发生了变化. 

原因在于， 一 方面，科学和生产水平有所下降另一方面，相当强大的 it 算机技术 
不断普及.在30年前需要创造性地应用数值方法理论才能解决的问题，现在常常仅凭 
先进的计算机就能解决，而不必运用复杂的计算方法. 

但是，鉴于以下考虑，我们仍然保留了本书的一般理论框架. 

1. 数值方法理论一旦产生，也会像数学的其他主要分支那样按照自身固有的规律 

发展. 

2. 为恢复同家经济而采取的初步举措已经表明，对数值方法理论及应用领域的专 
家是有需求的. 

3. 西方工业发达国家的经验表明.通信工具的发展、全球计算机化和大众文化的传 
播都伴随着数学素养水平的灾难性下降.在这些条件下.迫切需要开发出能够让数学水 
平不高的研究者使用的实用软件.假如没有数值方法专家的参与.没有数值方法理论的 
进一步发展，开发这样的软件是不可能的. 

与此同时，开发这样的软件并不能解决与社会的数学素养下降有关的所有问题.在 
把实际问题交给数值方法理论及应用领域的专家之前，首先应当建立所研究问题的数学 
模型.而为了建立数学模型.为了正确解读并进一步应用计算结果，需要具有足够高数学 
素养（以及最基本计算机知识）的来自其他数学分支和其他领域的更多专家的参与，包 
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第三版序言 


括经济学家、物理学家、化学家、力学家、生物学家、冶金学家、工艺学家，等等，其人数 
比前者多出何止百倍.因此，没有数学文化的广泛传播，经济和科学就不可能取得应有 
的发展. 




在直接阐述数值方法理论之前.我们首先尝试给出该理论相对于其他知识领域的定 
位，并讲述一些在其应用过程中出现的问题. 

数学作为一门科学之所以产生.是 w 为必须解决测地、航海之类的实际问题.因此, 
数学曾经就是数值数学，其目的在于获得数值形式的解. 

数学家一直对实际问题的数值解饶有兴趣.过去的大数学家们在自己的工作中会同 
时分析自然现象.给出其数学描述.即有时所说的建立数学模型，并对它进行研究.对复 
杂模型的研究要求建立专门的求解方法，通常是数值方法或渐近方法.某些方法的名称, 
如牛顿法、欧拉法、罗巴切夫斯基法、高斯法、切比雪夫法、埃尔米特法、克雷洛夫法， 
见证着当时的大学者们所从事的研究. 

当今时代以数学的应用范显著扩展为特点.这主要与计算机技术的发明与发展有 
关.由程序控制的电子计算机（即通常所说的计算机或电脑）的出现，使算术运算速度在 
不到50年之内就从手工计算的 0.1 次/秒提高到现代串行计算机上的10 12 次/秒，即提 
高到10 13 倍. 

计算机技术的出现带来质的进步,这有时可以与蒸汽机的发明所导致的工业革命相 
提并论.恰好可以回想一下，由于工业革命和随后持续两个世纪的科技发展.我们的移动 
速度从 (5 千米/小时的步行速度提高到30000千米/小时的宇航速度，即提高到5000倍. 

有一种广为流传的观点认为，现代计算机是无所不能的.这常常造成一种印象，似 
乎数学家们已经摆脱了与问题的数值解有关的所有麻烦，于是研究新的求解方法已经不 
再那么 S 要.事实并非如此，因为为了发展的需要而摆在科学面前的问题通常位于科学 
所能与所不能之间.数学应用范围的扩展使化学、经济学、生物学、地质学、地理学、心 
理学、生态学、气象学、医学和诸多具体的技术科学分支的数学化成为可能.数学化的本 
质在于建立过程和现象的数学模型并探索其研究方法. 

例如.在物理学或力学中.传统上要建立数学模塱来描述各种现象，要研究这些数学 
模型来解释旧效应或预测新效应. 



但是，总体而言，这方面工作的进展往往相对缓慢.因为通常无法解决所产生的数 
学问题，从而不得不局限于研究最简单的模型.计算机的应用和数学教育的拓展极大提 
高了建立并研究数学模型的可能性.计算结果经常能够发现和预测以前从未观察到的现 
象，这为谈论数学实验奠定了基础.在一些研究中，数值计算结果的可信度很高，以至于 
当计算和实验给岀不一致的结果时，首先要在实验结果中寻找误差. 

在解决小到原子大到宇宙的问题时所取得的最新进展.不利用计算机和数值方法是 
不可能实现的. 

对新问题数值解的需求导致大量新方法的出现.与此同时.在最近半个世纪中，对 
老方法也不断有理论上的重新认识，并对所有方法进行了系统整理.这些理论研究对具 
体问题的解决有巨大帮助，而在当前计算机和整个数学的应用范围大为扩展的局而下. 
这些研究具有本质性的作用. 

如上所述，在现代计算机的帮助下，一系列重要的科学技术问题得到成功解决 .一 
般人可能会有一个错误的印象，似乎只是运算速度的提高才使计算机应用大获成功.实 
际情况并非如此，而是更加复杂. 

更准确地说，计算机应用领域中的成就是一系列重要因素综合作用的结果. fly 如这 
些因素没有获得相应的发展，这些成就便会逊色许多.这些因 素是： 

(1) 计算机运算速度的提高.存储容量的增加.计算机结构的改进.算术运算和存储 
单元成本的持续 下降； 

(2) 人机交互工具的开发（包括操作系统、编程语言、标准程序库和软件包的建立)， 
对数学和编程技能要求的降低（针对个人计算 机)； 

(3) 对科学、技术、自然和社会中的过程和现象的理解的不断深人，相应数学模型的 

建立； 

(4) 传统数学问题和应用问题求解方法的完善.新问题求解方法的 建立； 

(5) 社会各界对计算机应用范围的理解的不断深入，计算机知识的普及，不同领域计 
算机专家的通力合作. 

在 （3) 和 （5) 中列举的成就能够回答哪些任务应当利用计算机求解的问题.并且能 
够用来组织求解过程.在 （2) 和 （4) 中列举的成就能够回答如何求解的问题，而 （1) 和 
(2) 给出求解所用的硬件和软件. 

如果查看一遍复杂实际问题的求解方法就会发现，改进数值方法所带来的效果在量 
级上通常与提高计算机运算速度所带来的效果相当.很难提出一种判据来估计新数值方 
法的使用效果，更难给出其可靠的定量佔计.尽管如此，在解决实际的自然科学问题时， 
如果说应用新的数值方法能够达到应用新的计算机技术和数值方法所产生的总效果的 
40%的话（在对数尺度下衡量)，这并不是一个过高的估计. 

我们来举例说明这个论点.求解偏微分方程组可以化为求解线性代数方程组，其矩 
阵中的每一行有5〜10个非零元素.在计算机出现之前，人们能够在未知数数目量级为 
10〜1() 2 的情况下求解这样的方 程组； 现在，求解未知数数目量级达到 U ) 5 〜1() 6 的方程 


组并不少见.假如使用30年前的方法在现代计算机上求解这些问题，就不得不限定方程 
组中未知数数目的量级在10 3 〜 10 4 以内（在同样的机时消耗下).信号传播速度的有限 
性 (300000 千米/秒）现在已经是单处理器计算机运算速度能够继续提高的一个本质性 
限制，所以进一步发展数值方法理论的意义是很难被过高估计的.特別地，为多处理器 
计算机开发数值方法和软件成为越来越紧迫的问题. 

数学模型及其研究方法可以立刻应用于在形式上具有类似结构的许多现象，这是数 
学向许多知识领域快速渗透的一种解释.描述某种现象的数学模型常常在具体研究该现 
象之前很久就出现了，相应数学模型可能原本用于研究其他一些现象或抽象数学结构. 
特別地，同“纯数学” 一样，在数值方法理论中研究一般结构也是有益的.但是，在解决 
某个问题时，“纯数学”观点和“应用数学”观点是有区別的.用“纯数学”语言来说，“求 
解问题”的概念意味着证明解的存在性并提出收敛 于解的 过程.这些结果本身对实际工 
作者是有益的，但除此之外，实际工作者还要求获得近似解的过程不能有太大的代价，例 
如不能消耗太多的机时或存储空间.重要的不仅是过程收敛，而且是其收敛速度有多快. 
在求数值解吋还会产生一些新问题,它们与计算结果相对于初值的扰动和计算时所用舍 
入误差的稳定性有关. 

由计算机直接催生的一系列其他数学分支也与计算方法理论一起经历了蓬勃发展 
阶段.在求解自然科学问题时对计算方法和计算机的应用也影响着传统的数学分支. 

数学作为自然知识的一部分产生并发展.长期以来，这种发展在本质上取决于物理 
学和力学的需求.新的科学分支对数学化的要求不可避免地导致这些科学分支反过来也 
影响数学的发展，从而必然在本质上改变数学本身的面貌. 

数学的各个分支，无论是理论分支还是应用分支，其发展归根结底取决于社会的需 
求和社会对科学发展（包括对教育）的物质投人.在几十年以前，对科学的投入与国民经 
济投入之比不足百分之一.现在，对于工业发达国家，这个比值已经高到不可能再有显著 
增加的程度.因此就要重新分配对各个科学方向的投入，而这决定了数学的应用方向影 
响其理论分支发展的另一条途径.应用研究具有直接的效益，这会加强社会对数学的信 
任，拓展对数学问题的理解，从而有助于提高投入来发展数学. 

在应用数学领域的实际工作中有各式各样的大量复杂情况,这些情况甚至经常与数 
学没有什么关系. 

虽然难以期待某些理论说教能够取代个人工作经验，但鉴于应用数学领域中的某些 
一般性质的问题对工作非常重要，我们还是想尝试关注这些问题.下面对这些问题的梳 
理是相当偶然的和有条件的，并且大概还可以提出十几种类似的问题，它们都有足够充 
分的存在理由. 

1. 研究方向的选择具有头等重要的意义.选择的自由度通常不太大，因为研究方向 
的基本轮廓通常是由“外部”给定的. 

在已有的可能范围内选择研究方向时，参考下述“三分法则”是有益的，虽然它看上 
去好像不够严肃.问题可分为三类： I . 容易问题， II . 困难问题 ， III . 极困难问题.问题 I 



不值得研究.因为即使没有您的千预，这类问题也会在其出现过程中得到解决.问题 III 
在当前大概无法成功解决.所以问题 II 值得关注. 

2. 应当善于用数学语言表述具体的物理学、力学、经济学、 T 程等各种问题，即应 
当善于建立所研究现象的数学模型. 

在理论科学中，能够正确表述（即人们所说的正确提出）新问题的研究者通常比仅 
能解决已被提出的问题的研究者更受推崇.这样的学者在应用科学中起更大的作用. 

刚开始一项工作的数学家常常抱怨很难同其他学科的人员进行交流，因为他们甚至 
连摆在面前的一些问题都无法表述出来.正确表述问题是不比解决问题本身简单的一个 
科学问题.不应当期待別人会为您完成这项工作.在提出问题时.首先要注意明确研究 H 
标.对一个现象采用一种数学模型，这并不表明它与该现象的关联是唯一的和一成不变 
的.数学模型与研究0标有关.在写出微分方程、选择求解方法并开始上机操作之前值 
得考虑的是.所有计算结果是否都会毫无用处？同时也要理所当然地认识到.大部分计 
算结果一经产生，立刻就会被扔掉.其实，这样的工作常常带有研究的性质，很难预测将 
会以何种方式得到何种结果，需要用何种方法寻求问题的数值解.研究目标和对问题的 
描述通常会在具体学科人员或机构领导（委托者）与数学家（研究者或实施者）的交流过 
程中变得清晰. 

3. 应用科学中的成功需要宽广的数学基础，因为只有这样的基础才能保证适应所提 
问题类型的不断变化.研究那些初步看来••不实用的”数学分支很有必要，原因之一是为 
了更有信心更不受限制地掌握“需要的”数学分支. 

严格的数学教育使数学家养成了刨根问底和怀疑一切的习惯，这种习惯在建立和分 
析数学模型时常常比直觉和合理的想法更加重要.受过数学教育的人一般善于抓住不同 
现象的共性，这经常有助于提炼出现象的最本质特征并忽略次要因素. 

4. 不应当认为，只要掌握数学、数值方法和计算机操作技巧，就能够立刻解决任何 
应 州数学 问题.在许多情况下需要仔细调整计算方法,使它们适用于求解具体问题.典型 
的情况是，所用方法没有得到理论上的证明，或者对数值方法误差的理论估计因为繁琐 
而没有实际用处.在选择解题方法和分析结果时不得不依靠以前的解题经验、直觉以及 
与实验的对比.同时必须保证结果的可靠性.所以.为了成功完成任务.必须拥有发达的 
非常规思维能力和类比推理能力，这种类比是保证结果可靠的基础，而从逻辑和数学的 
角度一般无法给出这种保证. 

这个问题还有另外一而.在用数值方法求解其他领域中的具体难题时，数学家起着 
自然科学家的作用，他们大多只能依靠经验和“近乎合理”的 推理. 如果对计算方法的理 
论研究、对方法质量的细致检验（利用具有已知解的检验题）或与实验的部分对比能够 
加强上述经验性工作，那就再好不过了.如果某个方向在其长期发展过程中一直得不到 
这样的加强.相应研究工作就会丧失前景.所得结果的正确性也就令人怀疑.好的理论 
家能够按所希望的方向解读任何计算结果和实验结果.这个著名说法大部分是正确的. 

5. 计算完成之后就进入计算结果的实际应用阶段.更准确地说，在提出和求解问 


题的过程中就已经在为计算结果的应用做准备了，并且从本质上讲，问题的全部求解过 
程都与结果的应用密不可分.在提出和求解问题的过程中，委托者与实施者互相完善问 
题的提法，从而为计算结果的应用创造环境.因为数学在与计算机相结合后会应用到各 
种各样的领域，所以常常必须与没有计算机应用经验的委托者打交道.在与这样的“菜 
鸟”委托者打交道的过程中.消除他们最初的不信任感特別重要.因为数学“侵占” 了他 
们的研究领域.委托者只有在从自己的立场理解了计算结果.证实了确实能够并且需要 
使用这些结果之后，才会幵始使用它们.只要相互沟通的方法正确，在解决问题的过程进 
入尾声时，“菜鸟”委托者就会理解，计算机和数学虽然不是万能的，但相当 有用； “入门 
级”数学家也会明白.他们能够对委托者有所帮助.但还远远不能满足使问题真正解决的 
全部需求. 

向委托者提交的阶段性和最终研究结果应直观易懂，可以采用表格、图像、在屏幕 
上输出信息等手段.这样做有重要意义，因为不能假设或要求委托者具备问题本质所需 
要的大量知识.与其让生物学家估计一种数值积分方法的误差，不如让他们运用自己所 
掌握的微分运算来建立和研究一个数学模型. 

数学家应当关注其方法和程序的使用者的受教育程度和心理状态.例如，供广大非 
数学家群体在应用计算机研究具体问题时使用的简单数值积分程序，应当预设其用户的 
数学知识上限仅仅处于把积分直观地理解为面积的水平.为了不让用户为难.在简单程 
序的说明中甚至完全不提结果的精度.假设用户对结果精度的要求不高，并且程序在大 
多数情况下能够让结果的相对误差不超过一个精度.例如1% (称之为图形精度). 

6 . 实际工作中的一个重要因素是必须在一定期限内得到结果.研究和计算的委托 
者经常要求在一定期限内完成任务并在此基础上做出决定.即使研究者没有按期完成研 
究.委托者仍然也要做出决定.但只能基于更粗略的、凭经验的或“拍脑袋”的方法.委 
托者对研究者的信任这时就会消失，并且经常无法恢复. 

在这样的情况下，按期给出一个尽可能满意的解，就好于追求一个虽然完美.但因 
为失去时效性而不再有用的解.因此，最好从最简单的模型幵始研究新的问题，并且在 
数值求解过程中采用经过实践检验的方法. 

7. 实际工作中的另一个重要因素是，工作通常是集体完 成的. 原因之一在于.建立 
数学模型、选择求解方法、操作计算机和分析结果需要各种各样的知识和技能.另一个 
原 W 在于，如上所述，任务必须按期完成.在这个要求下.即使是同一种类型的任务也必 
须分配给大量研究者同吋完成，例如巾他们各自独立编写一个程序的各个模块.同时口 f 
以在模型问题上研究不同的求解方法.在简化模型上进行计算.为编写最终的求解程序 
做准备. 

4以举出大量实例来说明，导致大型计算任务和软件开发工作失败的一个原因是没 
有足够清晰地表述研究者之间的责任分配，即没有明确地描述每一个研究者的最终工作 
结果.这样一来.或者大部分时间消耗于持续不断地协调各部分工作.或者关键时间过后 
I 发现各部分工作无法衔接.所以，在解决问题的过程中进行统筹管理的学者，其组织 


能力常常并不比数学能力次要. 

上述讨论在一定程度上解释了应用数学领域的工作特点，同时也说明，这个领域的 
专家不仅应当拥有广博的数学知识，而且应当具备反映一个人的智商和性格的另外一些 
重要特征. 



相关图书清单 


注： 书号前缀为 978-7-04- Oxxxxx - x 。 


书号 

书名 

著译者 

18303-0 

微积分学教程（第一卷 )( 第8版） 

[俄] r . m . 菲赫金哥尔茨 

18304-7 

微积分学教程（第二卷 )( 第8版） 

[俄]「• M . 菲赫金哥尔茨 

18305-4 

微积分学教程（第三卷 ）( 第8版） 

[俄] r . M . 菲赫金哥尔茨 

34526-1 

数学分析原理（第一卷 ）( 第9版） 

[俄] r . M . 菲赫金哥尔茨 

35185-9 

数学分析原理（第二卷 ）( 第9版） 

[俄] r . M . 菲赫金哥尔茨 

18302-3 

数学分析（第一卷 )( 第 4 版） 

[俄] B . A . 卓里奇 

20257-1 

数学分析（第二卷 ）( 第4版） 

[俄] B . A . 卓里奇 

34524-7 

自然科学问题的数学分析 

[俄] B . A . 卓里奇 

18306-1 

数学分析讲义（第3版） 

[俄] r . M . 阿黑波夫、 B . A . 萨多夫尼齐、 
B . H . 丘巴里阔夫 

25439-6 

数学分析习题集 
(根据2010年俄文版翻译) 

[俄] B . n . 吉米多维奇 

31004-7 

工科数学分析习题集 
(根据2006年俄文版翻译） 

[俄] B . n . 吉米多维奇 

29531-3 

吉米多维奇数学分析习题集学习指引 
(第一册) 

沐定夷、谢惠民编著， 

卫瑞霞、吴茂庆审校 

32356-6 

吉米多维奇数学分析习题集学习指引 
(第二册） 

谢惠民、沐定夷编著， 

卫瑞霞、吴茂庆审校 

32293-4 

吉米多维奇数学分析习题集学习指引 

谢惠民、沐定夷编著， 

(第三册） 

卫瑞霞、吴茂庆审校 

30578-4 

复分析导论（第一卷 )( 第 4 版） 

[俄] B . B . 沙巴特 

22360-6 

复分析导论（第二卷 )( 第 4 版） 

[俄] B . B . 沙巴特 

18407-5 

函数论与泛函分析初步（第7版） 

[俄] A . H . 柯尔莫戈洛夫、 C . B . 佛明 

29221-3 

实变函数论（第5版） 

[俄] h . n . 那汤松 

18398-6 

复变函数论方法（第6版） 

[俄] M . A . 拉夫连季耶夫、 B . B . 沙巴特 

18399-3 

常微分方程（第6版） 

[俄]几 C . 庞特里亚金 

22521-1 

偏微分方程讲义（第 2 版） 

[俄] O . A . 奥列尼克 

25766-3 

偏微分方程习题集（第2版） 

[俄] A . C . 沙玛耶夫 

23063-5 

奇异摄动方程解的渐近展开 

[俄] A . E . 瓦西里亚娃、 B . O . 布图索夫 

27249-9 

数值方法（第5版） 

[俄] H . C . 巴赫瓦洛夫， h . n . 热依德科 
夫， r . M . 柯别里科夫 

37341-7 

线性空间引论(第2版) 

[俄 ] r E . 希洛夫 

20525-1 

代数学引论（第一卷）基础代数（第2版） 

[俄] A . M . 柯斯特利金 

21491-8 

代数学引论（第二卷）线性代数（第3版）1 

[俄] A . H . 柯斯特利金 

22506-8 

代数学引论（第三卷）基本结构（第2版） 

[俄] A . R 柯斯特利金 

















































































书号 

书名 

著译者 

1 8946-9 

现代几 何学： 方法与应用（第一卷）曲面 
几何、变换群与场（第 5 版） 

[俄] E . A . 杜布洛文、 c . n . 诺维可夫、 
A . T . 福明柯 

21492-5 

现代几 何学： 方法与应用（第二卷）流形 
上的几何与拓扑（第 5 版） 

[俄] E . A . 杜布洛文、 cn . 诺维可夫、 
A.T. 福明柯 

21434-5 

现代儿 何学： 方法与应用（第三卷）同调 
论引论（第 2 版） 

[俄] B . A . 杜布洛文、 c . n . 诺维可夫、 
A . T . 福明柯 

18405-1 

微分儿何与拓扑学简明教程 

[俄] A . C . 米先柯、 A . T . 福明柯 

28888-9 

微分儿何与拓扑学习题集（第 2 版） 

[俄] A . C . 米先柯、 io . n . 索洛维约夫、 
A . T . 福明柯 

22059-9 

概率（第一卷 ）( 第 3 版） 

[俄] A. H. 施利亚耶夫 

22555-6 

概率（第二卷 )( 第 3 版） 

[俄] A. H. 施利亚耶夫 

22554-9 

概率论习题集 

[俄] A. H. 施利亚耶夫 

22359-0 

随机过程论 

[俄] A. B. 布林斯基、 A. H. 施利亚耶夫 

37098-0 

随机金融数学基础（第一卷）事实•模型 

[俄] A. H. 施利亚耶夫 

37097-3 

随机金融数学基础（第二卷）理论 

[俄] A. H. 施利亚耶夫 

18403-7 

经典力学的数学方法（第 4 版） 

[俄] B. H. 阿诺尔德 

18530-0 

理论力学（第 3 版） 

[俄] A . n . 马尔契夫 

34820-0 

理论力学习题集（第 50 版） 

[俄] M. B. 密歇尔斯基 

22155-8 

连续介质力学（第一卷 ）( 第 6 版） 

[俄] Jl. M. 谢多夫 

22633-1 

连续介质力学（第二卷 )( 第 6 版） 

[俄]几 H . 谢多夫 

29223-7 

非线性动力学定性理论方法（第一卷） 

[俄] L. P. Shilnikov 等 

29464-4 

非线性动力学定性理论方法（第二卷） 

[俄] L. P. Shilnikov 等 

35533-8 

苏联中学生数学奥林匹克试题汇编 
(1961 — 1992) 

苏淳编著 


网上购书： academic.hcp.com.cn, www.china-pub.com,www.joyo.com, 

www.dangdang.com,wwvv.landraco.com 


其他订购 办法： 通过邮局 汇款： 

各使用单位可向高等教育出版社读者服务部汇单位 名称： 高等教育出版社读者服务部 
款订购。书款通过邮局汇款或银行转账均可。地 址： 北京市西城区德外大街 4 号 
购书免邮费 ， 发票随后寄出。 ftiP 编： 100120 

通过银行 转账： 

单位 地址： 北京西城区德外大街 4 号 户 名： 高等教育出版社有限公司 

电 话： 010-58581118 开户行：交通银行北京马甸支行 

传 真： 010-58581113 银行 账号： 110060437018010037603 


























































郑重声明 

高等教育出版社依法对本 B 享有专有出版权。任何米经许可的复制、销售 
行为均违反《中华人民共和著作权法》，其行为人将承担相应的民事责任和 
行政 责任； 构成犯罪的，将被依法追究刑事责任。为/维护市场秩序.保护 
读者的合法权益，避免读者误用盗版书造成不良后果，我社将配合行政执法 
部门和司法机关对违法犯罪的笮位和个人进行严厉打击社会各界人土如发现 
上述侵权行为，希望及时举报，本社将奖励举报有功人员。 


反盗版举报电话 （010) 58581897 58582371 58581879 
反盗版举报传真 （010) 82086060 
反盗版举报邮箱 dd @ hep . com.cn 

通信地址北京市西城区德外大街 4 号高等教育出版社法务部 

邮政编码100120 



目录 


《俄罗斯数学教材选译》序 
第三版序言 
引言 

第一章问题数值解的误差 . 1 

§1.误差的来源与分类 . 1 

§2. 数在计算机中的记录格式 . 4 

§3. 绝对误差与相对误差.数据的记录格式 . 4 

§4. 关于计算误差 . 6 

§5. 函数的误差 . 8 

§6.反问题 . 12 

第二章插值法与数值微分 . 15 

§1. 函数逼近问题的提法 . 15 

§2.拉格朗日插值多项式 . 18 

§3.拉格朗日插值多项式的余项估计 . 20 

§4. 差商及其性质 . 21 

§5. 带有差商的牛顿插值公式 . 22 

§6. 差商与具有多重节点的插值法 . 25 

§7. 有限差分方程 . 27 

§8.切比雪夫多项式 . 33 






















目 


录 


§9. 插值公式余项估计的最小化 . 36 

§10. 有限差分 . 38 

§11. 带有常步长的函数表的插值公式 . 41 

§12. 函数表的建立 . 43 

§13. 关于插值的舍入误差 . 44 

§14. 插值工具的 应用. 反向插值 . 45 

§15. 数值微分 . 46 

§16. 关于数值微分公式的计算误差 . 51 

§17. 有理插值 . 52 


第三章数值积分 


54 


§1. 最简单的一维求积公式.待定系数法 . 54 

§2. 求积公式的误差估计 . 56 

§3. 牛顿-科茨求积公式 . 6() 

§4. 正交多项式 . 64 


§5,高斯求积公式 . 70 

§6. 基本求积公式的实际误差估计 . 75 


§7. 快速振荡函数的积分 . 

§8. 通过将区间划分为等距子区间来提高积分精度 

§9. 关于最优化问题的描述 . 

§1(). 求积公式的最优化问题的描述 . 

§11. 求积公式节点分布的最优化 . 

§1‘2.节点分布最优化的例子 . 

§13. 误差的主项 . 

§14. 实际误差估计的龙格法则 . 

§15. 更高精度插值结果的修正 . 

§16. 奇异情况的积分计算 . 

§17.建立有自动选择步长的标准程序的原则 • • • 


I ( 

79 

83 

86 

87 

91 

94 

96 

99 

101 

106 


第四章函数逼近与相关问题 . HI 

§ 1 . 线性赋范空间中的最佳逼近 . HI 

§2. 希尔伯特空间中的最佳逼近及其建立中出现的问题 . H 2 

§3. 三角插值.离散傅里叶变换 . 

§4.快速傅里叶变换 . 

§5•最佳一致逼近 . 122 

§6. 最佳一致逼近的例子 . 124 





































目 


录 


§7. 关于多项式的表达形式 . 129 

§8. 插值和样条逼近 .*. 132 

第五章多维问题 . 140 

§1. 待定系数法 . 140 

§2. 最小二乘法与正规化 . 142 

§3. 正规化的例子 . 144 

§4. 多维问题转化为一维问题 . 148 

§5. 二角形中的函数插值 . 154 

§6.均匀网格上数值积分的误差估计 . 156 

§7. 数值积分误差的下界佔汁 . 158 

§8.蒙特卡罗方法 . 163 

§9. 问题求解的不确定性方法应用的合理性讨论 . 166 

§10. 提高蒙特卡罗方法的收敛速度 . 168 

§11. 关于问题求解方法的选择 . 171 

第六章数值代数方法 . 176 

§1. 未知数依次消元法 . 178 

§2. 反射方法 . 185 

§3.简单迭代方法 . 187 

§4. 简单迭代方法在计算机上实现的特点 . 190 

§5. 实际误差估计的 J 2 - 过程提高收敛速度 . 192 

§6.迭代过程收敛速度的最优化 . 195 

§7. 赛德尔方法 . 203 

§8.最速梯度下降法 . 207 

§9. 共轭梯度法 . 209 

§1(). 应用等效谱算子的迭代方法 . 214 

§11.方程组近似解的误差和矩阵的条件数.正规化 . 217 

§12.特征值问题 . 225 

§13. 借助 QR - 算法的完全特征值问题的解 . 229 

第七章非线性方程组和最优化问题的解 . 233 

§1.简单迭代方法和相关问题 . 234 

§2. 非线性方程组求解的牛顿方法 . 238 

§3. 下降法 . 242 

§4. 将高维问题转化为低维问题的 X :他方法 . 246 






































§5 .用稳定化方法求解定常问题 . 249 

§6. 什么是最优化以及怎样最优化？ . 254 

第八章常微分方程柯西问题的数值方法 . 262 

§1.借助于泰勒公式求解柯西问题 . 262 

§2. 龙格—库塔法 . 264 

§3.带有单步误差控制的方法 . 268 

§4. 单步法的误差估计 . 269 

§5. 有限差分方法 . 273 

§6. 待定系数法 . 276 

§7.依据模型问题研究有限差分方法的性质 . 279 

§8. 有限差分方法的误差估计 . 283 

§9. 方程组积分的特性 . 289 

§10.二阶方程的数值积分方法 . 298 

§11.积分节点分布的最优化 . 301 

第九章常微分方程边值问题的数值方法 . 305 

§1. 二阶方程边值问题求解的简单方法 . 305 

§2. 网格边值问题的格林函数 . 310 

§3. 简单网格边值问题的解 . 314 

§4.数值算法的闭合 . 320 

§5. 对一阶线性方程组边值问题情况的讨论 . 326 

§6.—阶方程组边值问题的算法 . 330 

§7.非线性边值问题 . 334 

§8. 特殊类型的近似 . 339 

§9.寻找特征值的有限差分方法 . 347 

§10. 借助于变分原理建立数值方法 . 350 

§11.在奇异情况下提高变分方法的收敛性 . 357 

§12. 与有限差分方程的书写形式相关的计算误差的影响 . 359 

第十章偏微分方程的求解方法 . 365 

§1. 网格方法理论的基本概念 . 366 

§2. 最简单双曲型问题的逼近 . 372 

§3. 冻结系数原理 . 384 

§4. 带有不连续解的非线性问题的数值解 . 387 

§5.—维抛物型方程的差分格式 . 389 






































目 


录 


§6. 椭圆型方程的差分逼近 . 400 

§7. 带有多个空间参数的抛物型方程求解 . 416 

§8. 网格椭圆方程的求解方法 . 426 

第十一章求解积分方程的数值方法 . 441 

§1. 替换为求积和式的积分方程求解方法 . 441 

§2. 借助于核退化变换求解积分方程 . 444 

§3.第一类弗雷德霍姆积分方程 . 448 

结束语 . 454 

参考文献 . 457 

名词索引 . 461 













第一章问题数值解的误差 


本章解释求解问题时误差的来源.给出确定近似值的一些基本规则.并估计一些简 
单函数和更复杂的函数在自变量取近似值时的误差. 

' 本章的具体误差估计在后续章节中其实没有用到.但相关讨论本身对于理解如何架 
用本书所阐述的方法求解实际问题是必要的. 

§1. 误差的来源与分类 

问题解的误差与下列因素 有关： 

1) 问题的数学描述是不精确的，特别是描述问题的原始数据是不精 确的； 

2) 所采用的求解方法常常也是不精 确的： 要获得数学问题的精确解需要进行无限次 
或者无法接受的大量算术运算.因此，需要寻找问题的近似解来替代其精 确解； 

3) 把数据输入计算机、完成算术运算和输出数据时要进行舍入操作. 
rti 这些因素导致的误差相应地称为 

1) 不可消除 误差； 

2) 方法 误差； 

3) 计算误差. 

不可消除误差常分为两 部分： 

a ) 仅仅由于在问题的数学描述中无法给出精确数据而产生的误差，称为不 可消除 
误差； 

b ) 由于问题的数学描述与实际情况有所偏离而产生的误差，相应地称为数 学模型 
误差. 

我们来解释这些定义.设我们有一个单摆（图 1.1.1) ①，它在时刻^ k 开始运动, 


①若 m 和公式的编号含有三个数，则它们表示章、节和公式或图的序号：含有两个数的编号仅用于公式，表 
示节和公式的序号（在本章 内)； 含有一个数的编号也仅用于公式，表示其序号（在本节内). 
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要求预测单摆在时刻 h 偏离竖直方向的角度 p 
描述该单摆振动的微分方程 9 具有形式 

• dxp 

其中/为摆长，^为重力加速度，//为摩擦因子. 


0 




只要这样描述问题，解就已经具有不可消除误差.一个原因是，实 
际摩擦力对速度的依赖关系不完全是线 性的： 另一原因是， 

^( to ) 有测量误差.这种误差之所以被称为不可消除的.正是基于其本 
性： 它在问题的数值求解过程中是无法避免的，只有更精确地描述物理 
问题，更精确地测量参数.才能减小这种误差.微分方程 （1) 没有显式 
解， 其求解必须采用某种数值方法.这也导致了方法误差的产生. 

再如，在运算过程中，数字位数的有限性也可能导致计算误差. 

我们来引入形式上的定义. 


设/是待求参数的精确值（本例中为时刻 h 的实际偏离角^)./为这个参数在所 
用数学描述中的值（木例中为方程 （1) 的解 p ⑷))，4为在没有进行数值舍人运 算时用 
数值方法求出的解，为实际计算中获得的近似解.那么， 

pi = 1-1 为不可消除误差. 


P 2 = h — i 为方法误差. 


⑵ 


P ：, = /,： - Ik 为计算误差. 

总误差外=/；： - /为实际所得到的解与精确解之差.它满足等式 

Po = f)l +P2 +P3. (⑴ 

许多情况下，这种或那种“误差”这个术语并未被理解为上述近似值之差，而是它 
们之间接近程度的某种度量.例如，在标量情况下，取 

P0 = 1^-11 Pi = \I-T\. P2 = |4 - /|, p, = \a- 41 ； 

在此记号下，我们得到取代⑶的以下不 等式： 

A ) 彡 /)1 十 /,2 + ,)3， （4) 


在另一些情况下.解/及其近似 7.4./,； 为某些常常互不相同的函数空间中的元素. 
例如，/可以是 [0.1] 上连续函数空间尸中的元素，而 A 可以是定义在点= n "(其 
中 n = ( U ，... h ~ ] 为整数）上的网格函数 / h 的空间^中的元素.那么，引入 

表示接近程度的某种度量 p(z 1 .z 2 ) 作为误差的度量.这里 々和 22 可以是同一个或者不 
同空间中的元素.对这个度量的要求是：可以把它取为误差的一种自然的度量，并旦对任意 
Z \. Z 2 , 23 ^ F , Fh 成立三角不等式 


p(zi a z 3 ) < p{z\,z 2 ) + p{Z 2 ..Z ； i). (5) 

这时不要求满足如下条件：如果 ，幻 ） = 0, 则 A 三 于是，函数 p{zi,z 2 ) 不必是某个 
度量空间中的距离.例如，可以取 


灿， h) = d^ Mnh 卜 h(nh ) 1 
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它与 /. , h 属于怎样的空间无关. 

在研究不可消除误差问题时，可能会产生这样的 疑问： 既然该误差是“不可消除的”， 
为什么还要研究它？如果数学家可以得到现成的方程来计算问题的数值解，但不参加对 
问题的物理提法的讨论，那么这种观点至少看似合理. 

不能认为这种议论是合理的.数学家本身也经常研究问题的提法，要对所研究的方 
程进 rr 分析和简化.既然自然界一切现象都是相互关联的，那么原则上不可能在数学上 
精确描述自然界中的任何实际过程.但是，如果分析产生误差的各种影响因素，就可以在 
误差的容许范围内得到过程的最简单描述.数学家通常对结果的最终精度要求有一定认 
识，由此可以对原始问题进行必要的简化. 

如果数学家没有参加关于问题的物理提法的讨论，他仍然必须估计不可消除误差的 
值，原冈如下.在求解大部分问题时，所用求解方法的误差不必远小于不可消除误差，否 
则是没有特别意义的.因此，有了关于不可消除误差的估计，就 nj •以合理地提出关于问 
题数值解的精度的要求. 

客户过分要求结果精确常常是因为他过高估计了电子计算机的能力从而没有认真 
考虑其真正需求. 

Fll 于下列原因，对精度的过分要求常常在讨论问题的过程中就会 取消： 

1) 在对问题做更细致的全面研究时发现，并不需要这样高的 精度； 

2 a ) 现象的数学模型很粗糙，以至于要求如此高的精度毫无 意义； 

2 b ) 无法高精度地确定模型 参数； 

3) 客户根本不需要定量的结果，只需要定性的结果，例如：给定的装置能否按照指 
定方式运转. 

我们来讨论我们曾经遇到的某些实际问题.我们曾经面临一项任务，需要求解一组带强 
振荡核的积分方程，其中核振荡次数的量级为 A — 1 二 iV = 10 6 ,要求得到相对误差（见后面 
的定义）量级为 1( 广 6 的解.这组方程描述了某种光学仪器的工作状态.这组积分方程的求解 
甚至对现代电子 n •算机来说也相当复杂，因此我们对它进行了详细分析.结果表明，仪器的制 
造工艺决定了该系统的特征量只有量级为10~ 4 的相对误差，因此，最初要求如此高的精度 
是没有意义的.于是，对待求的解的精度要求可以降低到 I 0- 4 的相对误差.但是，即使这样 
的精度对机时消耗的要求也是过高的. 

对问题的进一步分析表明，客户只关心一个问题的 答案： 该仪器是否能稳定地工作？ 

自然会出现下列两种可 能性： 

1) 在参数 A = 1 / N 的值较小时，解平稳地依赖于这个参数.因此，对于某个充分小的 
A 0 , 当 A 小于 A 0 时，系统将以一种状态工作.即：或者总是稳定的，或者总是不稳定的； 

2) 在参数 A 的值较小时，解会随着该参数的变化发生本质性改变，从而使系统稳定工作 
的参数区间和使系统不稳定工作的参数区间交替出现. 

因此，我们从一个充分大的值 A = 1/10幵始计算，并逐渐减小 A 的值，以便研究清楚， 
究竟出现上述两种可能性中的哪一种. 

汁算表明，当参数 A 在 10- 1 到 10— 2 范围内变化时，仪器处于稳定工作状态,并得出广 
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当参数为 A 二 IQ ' 6 时也处于稳定工作状态的结论（在仪器被真正制造出来之后，该结论获得 
了实验证实).对于第二种可能，由于仪器制造的粘 ia _ ^够高，不太可能研究参数为 a 二 io- G 
时仪器工作的稳定性问题. 

另一个例子初看可笑，其实却非常典型.数学家曾经面临如何建立特殊形式积分的快速 
算法（计时小于 1^0 和汁算程序的问题.要求其相对误差达到 10 - 4 . 这个问题已得到成功解 
决 ，即： 已经研究出了这类积分的数值方法，并在此基础上建立了标准程序.在提出问题时如 
果不考虑机时，仅为检验数学家提出的方法的质量和程序的可靠性，研究人员自己也同样计 
算出一个近似积分，他们认为其相对误差达到了 1 G - 6 . 但实际上，借助于数学家建立的程序 
来解决这个 测试题 并让误差小于 1( 厂 2 的所有尝试最终都没有获得成功.在测试题本身中也 
出现 了导致 误差的假设.原来，数值 7 T 取为 3.14, 从而在测试题中引人了 不可消 除误差.自 
然，无论数学家多么努力地去建立算法和程序，这一误差都是不可能消除的. 


§2. 数在计算机中的记录格式 

现代电子计算机所处理的数是按如下格式之一 E 录的. 

第一个记录格式带有固定小 数点： 计算机中所有数的绝对值都小于1,小数点后的 
符号个数是固定的.于是，计算机所处理的数为 

t 

^ = 土 ^ k = d-(ai, • - - , ai), (1) 

1 

这里 g 为整数，是计数系统的基数，內，…，叫为整数，满足0 彡叫 < (?. 

在对满足 | x | < 1的数 X 进行运算时可能出现满足 M > 1的数 y ， 这时计算机停止 
工作（“停机”或者“溢岀”).为了避免这种情况，可以改变问题的尺度（比例因子）—— 
引入新的尺度.有时事先无法给出需要的 尺度; 在另外一些情况下，一开始就引人非常大 
的尺度会导致在原始数据中大量前面的％变成零，从而导致信息严重丢失.因此，在求 
解问题的过程中经常规定改变尺度. 

第二个记录格式带有浮点小数.它普遍用于以科学计算为目的的计算机：计算机所 
处理的数为 

I 

工=土 f / [ otkq— k = 土 g p ( ai ,... ， a t ), (2) 


阶 p 满足不等式 | p | < p 0 . 

最普遍的情况是 q = 2 时的二进制格式. 

采用浮点小数对使用者来说更为方便，因为不必关心尺度问题.但这时计算机的运 
算速度有所下降. 

§3. 绝对误差与相对误差.数据的记录格式 

如果 a 是某个量的精确值，而 a * 为其已知的近似值.那么通常把某个满足下列式 




§3. 绝对误差与相对误差.数据的记录格式 


• 5 • 


子的量△沁 *) 称为近似值 a * 的绝对 误差： 

| a - a *| ^ △( 〆 ). 

把某个满足下列式子的量 ^( a *) 称为近似值/的相对 误差： 

“(a*). 

a * 

相对误差通常表示为百分数. 

如果^为已知数，例如 7 T ， 我们有时分别以△⑷和 <5( …表示给出这个数时的绝对误差 
和相对误差，即:如果对于数 a 有 K - 以△⑷和 - J ⑷，则数△⑷和 6 ( a ) 

CL 

相应地称为数 a 的绝对误差和相对误差. ^ 

在文献中有时把值 a *- a 称为绝对误差，而称为相对误差.我们将遵循最初的 
定义，于是总有 ZMa *) 彡0, S ( a ^) ^ 0. 

在以后的叙述中我们将采用以下术语：大数，非常大数，强增长函数. 

如果 x 满足 | x | 》1，并且容许问题求解结果的相对误差量级为 | x |2- £ ? 则数 x 常 
称为 大数； 而如果不容许量级为 | x |2~ i 的相对误差，则数0：称为非常大数. 

强增长函数这个术语通常表示，这个函数增加的倍数是非常大数. 

从左边第一个非零数字开始的所有数字称为有效数字. 

例在数 a * = 0.03045 和 a * = Q . Q 3 Q 45 Q 0 Q 中，带下画线的数字为有效数字.前者 
有4个有效数字，后者有7个有效数字. 

有效数字称为可靠的，如果相应于这个数字的绝对误差不超过这个数字所在位的1 
个单位. 

例 a * = 0.03045, A ( a *) - 0.000003; a * = 0.0 30450 00, A ( a ^) = 0.0000007; 画线 
的数字为可靠的. 

有时 约定： 有效数字称为可靠的，如果相应于这个数字的绝对误差不超过这个数字所在 
位的半个单位. 

如果所有的有效数字都是可靠的，则说这个数被表示为完全可靠数字. 

例当 a * = 0,03045. A ( a *) = 0.000003 时，数 a * 被表示为完全可靠数字. 

有时也采用小数点后可靠数字的个数这样的术语，即计算小数点后第一位到最后一 
位可靠数字的个数.在上面最后的例子中，该个数为 5. 

关于某个量的信息经常由其测量范围给出： 

a ： ^ a ^ a 2 . ⑴ 

例如 

1.119 1.127. 

在给出测量范围时，习惯上在小数点后写出同样多个数字.因为关于误差的信息通常相 
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当粗略，所以在数 a 1? a 2 中经常按需要取若干个十进制数字.使得差 q - 包含一到 
两位有效数字. 

我们在下文中之所以专门使用词语“经常”、“通常”、“习惯上”，是为了避免造成在给出 
误差值时一定要采用某种标准形式的印象.我们讨论这些标准形式的原因.仅仅在于它们最 
常用，从而也最便于交流. 

绝对误差或相对误差通常被写成带有一个或两个有效数字的数值形式. 

如果 V 是数 a 的近似值，绝对误差为 △( a *), 则有时将这样的信息写成 

a = a*±A(a") ? (2) 

其中数/和△( 〆 ）习惯上被表示为小数点后带有同样多个数字的形式.例如， 

a = 1.123 土 0.004, a = 1.123 士 4 • 10 -3 

是通用的写法，意思是 

1.123 — 0.004 彡 a < 1.123 + 0.004. 

相应地，如果 V 是数 a 的近似值，相对误差为 S ( a *), 则将这样的信息写成如下 
形式： 

a = a*(l±^(a*)). (3) 

例如，表达式 

a = 1.123(1 士（ ).003 )， a = 1.123(1 士 3 . 10~ 3 ), a = 1.123(1 土 0.3%) 

意指 

(1 - 0.003)1.123 彡 a 彡 （1 + 0.003)1.123. 

在从一种写法转化为另一种时需要注意，新写法中的测量范围应大于旧写法中的测量范 
围，否则这样的转化不 成立. 例如，从 （1) 到 （2) 的转化必须满足不等式 

a* — A(a*) ^ a \ , a 2 彡 a* 十 A(a *)， 

从⑵到⑶的转化必须满足不等式 

a{l - 6(a)) - A(a*), a 寧 + A{a) ^ a*(l + 6(a)), 

而从 （3) 到⑵的转化必须满足相反的不等式（即测量范围总是被放大!) . 

在讨论误差值的时候，应当把我们在上面所采用的纯数字语言同日常用语区別开来. 
如果在问题的提法中要求找到误差为 10- 2 的解，那么经常不是指必须达到这一要求，而 
只是假定误差具有这样的量级.例如，如果求得的解带有误差 2. 10- 2 ,那么结果也多半 
满足客户的要求. 

§4. 关于计算误差 

在电子计算机中对数值量级的限制 bl 有时导致计算 终止； 另外，电子计算机 

中相对不多的有效数字也会使结果因为计算误差而出现不可容许的偏差.（如果在一个 


§4. 关于计算误差 


算法中因为表达式 (2.2) 中的 p 有界或 f 较小而出现类似效应，这样的算法就称为“不 
稳定的 

建立“稳定”的算法是数值方法理论的重要组成部分，在应用这样的算法时，计算 
误差只会使最终结果在容许的范围内发生偏离. 

我们来研究一个例子,这个例子 表明: 有时可借助于并不复杂的代数变换提高精度. 
假设要寻找方程沪 - 140^/+1 =0的最小根.为确定起见，我们提岀下列四舍五人 
法则.计算以十进制进行，并且四舍五入后的尾数保留4位.我们有 

y = 70- V 4899, \/4899二 69.992 …， 

四舍五人后得到 

\/4899 ^ 69.99, y ^ 70 - 69.99 = 0.01. 

同样的， y 值也可以表示 为？/ = 1/(70+ v / W ), 这样就可以避免在分子中出现无理数. 
通过计算先后得到 \/4899 ^ 69.99. 70 + 69.99 = 139.99, 四舍五人后得到 

70 4- G 9.99 ^ 140.0. 

结果为 

1/140 = 0.00714285 ••- , 

四舍五入后有 


y ^ 0.007143. 


通过高精度计算可以验证，在两种情况下，计算结果中的下画线数字都是可靠的.但是, 
第二种情况下的结果有高得多的精度，其实，在第一种情况中必须计算两个大数的近似 
值之差，而大数在四舍五人之后具有大的绝对误差，这就导致结果也出现大的绝对误差. 
这里在计算近似值时我们首先遇 到有效数字损失现象 （或称为有 效数字“消失”现象). 
例如，在求解线性代数方程组时，这种现象经常会导致结果出现本质上的偏差. 

我们来研究另一个典型的例子，其中运算的顺序会影响结果的误差.在带有浮点小 


数的计算机上计算下列和式 的值: 


1000000 


^1000000 = 2 ^ 


;2 • 


可以按照如下递推公式 计算： 

Sn = S n — 1 

也可以按照下列递推公式计算 

n = 


n 2 


1，…，1000000， 5 0 = 0 


n— 1 


1000000. …，1 ， E =0， E =*^1 oooooo 

1000000 0 


结果表明，后者的计算误差要小得多. 

这可解释 如下： 在大多数情况下，计算机上的加法运算是按照下述流程实现的.两个 
数 a 和6首先绝对精确地相加，然后对结果进行截断或四舍五入，保留 〖或 〖 - 1个有 
效数字.结果得到和 a + 6的近似值，其误差不超过 2 -^|a + /;|, 但在不利情况下误差可 
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能大于2- 1 ->. + 6|.第一种情况下，在每次求和时和式的值大于1,原则上可能达到的 
误差约为10 6 • 2- \第二种情况下 



所以误差的积累要慢得多.可以证明.最终结果的误差不超过 100.2-^. 

在实际计算机上按照两种算法计算 5 100 ooou , 第一种算法的误差约为 2-10- 4 , 而第 
二种算法的误差约为6 • 10- 8 . 

我们指出，目前这类简单问题是通过双精度计算解决的. 


§5. 函数的误差 


下列问题特别常见.设待求量？/是参数 a !,--- , a n 的 函数 ： y = y ( a u … ， a n ) ，这 
些参数属于变量 a ：,--. , a n 的空间中的已知区域 需要获取 y 的近似值并估计误差. 

如果 〆 是 y 的近似值，那么在给定信息下对值 y * 的误差的最好估计称为极限绝 
对误差 A { y *). 依据这样的定义，在上述情况中 

Mvl = sup , a n ) - y *\. (1) 

(ai ， … ,a T i. )€G 

值 4^ 称为极限相对误差. 

\v"\ 

习题1 证明极限绝对误差 A ( ij *) if = ( Y \ - f - Y 2 )/2 时最小，其中 K = 
inf y ( ai ，• • • , a n ) 7 V 2 = supy ( ai ， … ， a n ). 

G G 


研究当 G 是矩形时的最普遍的 情况: 


近似值取为 


Wj - a )\ ^ A ( a}) T j = 1, 


• • • 


， n. 


y * =咖！ ，… ，<)• 


如果函数 ^ 是其自变量的连续可微函数，则由多元函数的拉格朗日公式有 


■ 

y(a u a n ) - 沪 = Yl b A 0 )^ a 3 - a ]) 


这里 




dy 




(a| -\-0(a\ +0(a n —)) 


由此得出误差估计 


\ y ( air - , a rl ) - y * | ^ A 0 ( y *) = 


J 


这里 


Bj = sup 

G 


dy{air ■ - ， a n ) 

daj 


( 2 ) 


⑶ 



设 


E( A K)) 2 . 


如果导数 dy[(ll ' da ' - an) 连续，则 bj(0) = 6,(0) + 0(1)，且 

； Bp ^•••• <) +o(l). 

daj 

这里表达式= y + o(l) 理解为:当 p -> 0时， x-y — > 0. 于是， A 0 (y*) = A°(y*)^o(p), 
这里 


a 【 v) = E 


dyjalr - .<) 

9 o,i 




在实际工作中，通常使用更简单的但一般说来并不成立的“估计” 

|y(ai 7 - - - ,a n ) - y*\ ^ A 0 (〆） 

代替误差估计 （3), 这个估计称为误差的线性估计. 

习题2 证明 Ao(^) - A(y^) = o(p), A°(y*)- A{，r) = o{p). 


⑷ 


我们来研究 Aiy*), 烏('〆)， A°(y*) 的某些具体例子，并进行比较. 

1. = a 10 , a* = 1, A(a*) — 0.001. 那么， 

y* = 1, y' a = 10 - a 9 , 6(0) = 10, B = sup |10-a 9 | = 10.09 ••- , 

^ |a-l|^0.001 

A(y*) = |a 10 - 1| - l.OOl 10 - 1 - 0.010045 …， ] 

|cx— 1丨彡 0-001 \ 

A 0 (y*) = BA(a*) = 0.01009 … ， A°{y*) = |6(0)|A(a*) = 0.01. j 
这里用值 A 0 (yn 估计误差、极限绝对误差 （1) 和线性估计 (4) 三者之间没有本质的差别 


2. 7 J = a 10 , a* 


),a* = 1， A (a*) = 0.1- 那么， 

?/二1 ， B = sup lO.a 9 = 10. l.l 9 = 23 .… 

| a - lK 0.1 

A{if) = k 0 - 1| = l.l 10 - 1 = ， 

|a-l|^0.1 

A 0 (yn = BA(a*) = 2.3 …， A 0 (y” = |6(0)|A(a*)= 


这里各种估计间的差别更明显. 

3. 现在考虑最简单函数值计算中误差的具体估计.设 


其中 71 


V — " 71^1 + • • • + In&n ， 

• ,7n 的值取+1或 —1. 假设估计|~ _ 彡△(>〗）已知 


在这个具体情况 


中 bj(0) =-fj, \bj(0)\ = 1•于是 


^) = A 0 ( V n = A°(y^ = A(at) + • • • + △(<)• 
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按照定义， 对 y - V * 的任何估计均可称为误差.所以这个关系也可以写成 

△ (土< 土. .•土 a 二）= △«) + .. * + △«). (5) 

这个等式冇时被表述成下列法则： 

和或差的极限绝对误差等于极限误差的和. 


如果值％的误差是相关的，则估计 （5) 经常可以被改善.我们来看一个简单 例子: 


ai = a , a 2 = l - a , 显然，在两种情况下 a 是同样的,则和式以+ a 2 与 a 的误差无关， 
其和等于1,和的误差等于 0. 

现在设 V = a 〗 1 .. - a p n n . 那么对所有的 j 有 bj (0) = pj (( fl 】) _1 . 〆 ）且 

ri 


两边除以 | y 1 得 


H 鳥 *) 

in ^ in 



对于特例"二 ⑷ .《 2 或 y = • 心 1 , 式 （6) 有时表述成 法则: 

积或商的极限相对误差近似等于极限相对误差的和. 


⑹ 


4. [11 如下方程表示的隐函数的误差佔计问题特別常见 : 

F ( y , a u … , a n ) = 0. 


将⑺式对 ay 进行微分，我们有 

OF dy OF 
dy daj daj 


rh 此可得 





在给定时可以求出方程⑺的根广然后得到值 


6 7 (0)二 






⑼ 


借助这些值可以得到误差的线性估计 （4). 

由于导数#与?/值本身的相关性.得到精确佔计 (1), (3) 的工作相当繁重. 

(Mj 

问题的解与参数近似值的关系常常极其复杂，以至于得到显式公式或者用显式公式 
给川解 对这些参数的导数,其繁琐和困难的程度无法接受.在这样的情况下，为了估计这 
些导数，可适当地采用某个近似微分公式，例如 

f(a)^ /(a + g j~ /(a - } . 

这样，原则上可以根据初始条件来计算微分方4的解的导数.只要对相应变分方程进行 
积分即可，所得的解就是上述导数.然而，使用上述公式常常更为合理 • 


5. 我们来研究4中的一个最典型的情况.设方程 



的根的近似值为要求估计其误差. 
计算值 


/(?/) 


!广一 V 较小时.从等式 


•f (y) - f(ul = d - a 


推 /I 


/’("木）（" 一 ，0 « - " 


于是 


y - 


fW 


g-nin 

/’("*) 


对 f •经常碰到的情况 a =()， 我们得到 


6. 下而来考虑二次方程 


f(vn 

fW 


F(y ， a u a. 2 ) = y 2 + ci\y -f a 2 = 0 

根的误差估计.设系数的近似值及其误差△(<)，△(%)都是给定的. 
设 〆 是方程 


( 10 ) 


+ alf / + 


的解 • 


由式⑼我们有 


从而有 


M ()) 二 

」〕y 

da\ 


y* 

•2"* + a\ 

/ ， 2 ⑼： 

9y 


1 

da 2 

( a l ? a *2 ) 

2"* + < 

A°(yn = 

〆!△(<)+ △(%) 

1 O > ^ t 、本 1 


( 11 ) 


v x I 

研究系数 ai . a 2 的某个变化区间 Iml < M 釗 0 2. 从根的显式表示 

_ ai / a ? 

y = ' T ± VT ' a2 

推出根是系数的连续函数，因此当 ( ai . a 2 ). K ， a 5) 属于这个区间时有 

\y{a u a 2 ) -y{cL\,a* 2 )\ 心 (|ai - a\\,\a 2 -a^l), 

并且当 A !， A 2 - > 0 时 — 0.式 （11) 的右边部分当2 〆 + < —() 时趋于 oo . 
因此.误差的线性估计 （4) 在某些情况下可能远大于精确估计 （3). 其实，先前已经假 
设 咖，…， a . n ) 对自变量 ( ai ,--* . a n ) 是连续可微的.所以^的误差与自变量的误差 
A ( ap 是同阶量.当值 :(/* 不能显式地确定时.它对某些参数值可能是自 变量％ 的不可 
微函数，所以估计的性质发生改变. 
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让 〆 是方程⑺在 ai = <，勿= M 时的二重根.在点 ( y % aj , a 5) 的邻域内将 
(7) 的左边展开为泰勒级数.因为当 f 是方程 （7) 的二重根时， 

那么 （7) 有形式 

( hoo(v — V*) 2 + ^oio( a i — a i) + dooi (a2 — a;) + •.. = 0 ， 


这里 



i \ j \ k \ 


而省略的项具有量级 o ( p ). 在方 程 （10) 的情况下，可以证明 

y — y* 二 土 \/ ^oio( Q i — a T) + ^ooi( a 2 _ a 3) + °(p)- 
这样，根的近似值的误差具有量级 O 、 抓 


习题 3 证明，当方程具有重根时，根的误差具有量级 0( Yp ). 


§6. 反问题 


经常需要求解如下反 问题： 应该以何种精度给出函数 y ( a !， ••- , a n ) 的自变量的值 
a *. ••- . a *, 才能使 y { a \, - - - , a *) 的误差不超过给定值 e ? 

设点（&，•.. ， a n ) 和 ( a ：, ••- ,<) 分别为 参数巧 的真实值和近似值，且这些值属 


于某个凸集 G \ c 7 = sup 

G 


^ • 那么.我们有误差估计 



|y(«.u … 為 ）,<)| 彡 ^c^A(a*). 

j=i 


满足不等式 


n 

y ^ CjA(ci*) ^ c 



的任意一组绝对误差 （△«),.•• ,△(<)) 将保证要求的精度. 

如果函数 y 仅仅与一个自变量有关 （n = 1), 则我们有不等式 C ! A ( aJ ) ^6,所以只 
需取 △«) = e/ Cl 即可达到要求的精度. 

对于 n > 1的情况，有时建议同等对待每个变量的误差，即从条件 cjA ( a *) = e/n 
来选择△(%)，亦即 △(¥) = e /、 c 3 n 、. 在另一些情况下，则建议尽可能将所有误差佔计 
取为相等，即取 

△«) = •.. = A ( a *) = S , 其中 S = e / ( c \ + . •. + Cn ). 

在简单情况下可以仿效这样的解决方案，但是在更复杂的情况下应该适当地考虑这 
样的 问题： 如何更精确地选取自变量的可能误差△(%)的上界.问题 在于： 在给出自变量 
a , 时,达到一定的精度可能与下标 j 有重要关系.于是，需要引入代价函数 F ( A ( at ),.- - , 
△«.)), 即当以坐标的给定绝对误差△«)，•.. .△(<) 给出点 ( at ， ••- ,<) 时所应付出 




的代价，并在区域 C \ X \ 十 ... + c n x n ^ 6, 0 ^ J ： 1 , ••- , x n 中找到函数 F (. r !, • - -，: r „) 的 
最小值.设最小值在点 x ?,... : x ° n 处达到.下面应当取△(%) = x^j = 1，…， n . 

在许多典型情况下函数 F ( x 1? ... , x n ) 有形式 ' 


VI 

F(xi, ■•- ,x n ) = ^ DjX~ dj , D :j ， dj>Q，j 


n. 


显然，要寻找的函数 F ( xi ^ - - T X n ) 的最小值在平 面 cm + ... + C n X n = £ 上某个点 
(:…，0达到. 

下面来看 n 二2的情况.构造拉格朗日函数 

中 ( 工 1 ，丄 '2) = F(X 】， J ： 2) + X(ciX\ + C 2 .V2 - e) 


并让导数 d ^/ dx . j 为零，则得到方程组 

—AAzrn + Aq : 


— (I2D2X9 心 1 + AC 2 


由此得到 




D\<U 

Xc\ 


i/( 山 +1) 


^2 


-^2^2 

Ac -2 


W { d 2 + l ) 


⑴ 


把: r 7 代入等式 + c 2 x 2 = e , 得到关于 A 的方程 

\ 1/(dl+1) f D 2 d 2 Y nd2+1) 

C] v^rJ + r2 \~x^r) =£ . 

显然，当 e — 0 时 A 4 oo . 设山 > d 2 , 那么当 A 很大时，上式左边第一项为主项. 
有近似关系 

C1 M - % 


因此 


由此可得 


A ~ 




d\ + l 


把 A 代入 （1) 得到 


△ ㈤ ) 




△ «) = J ：2 ~ 


D 2 d 2Cl \ l/{d2 + l) 


(d 1 -h\)/(d 2 +i) 


⑵ 


因为山〉屯所以在所研究的例子中，给出第一个自变量所应付出的代价在 e 很小时比 
给出第二个自变量所应付出的代价增长得更快.相应地.我们得到，第二个自变量应当以 
e 的更高阶精度给出，与此同时.给岀第一个自变量时的精度实际上由等式=6 
确定. 

代价函数对自变量误差的依赖关系具有各种特性，这取决于多种因素.例如，如果参 
数％由某些辅助问题的数值解给出.那么项 D , A « 心 表征求解这些问题的不同难 
度.在另一些情况下，这种特性可能取决于获得实验数据的复杂性，也可能取决于实际情 
况下某些参量达到所需精度的难度. 
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第二章插值法与数值微分 


本章将阐述在函数及其导数的近似值计算中最广泛使用的一些方法,其中假定函数 
在某些固定点的值是已知的，这些点的集合有时由外部条件给岀，有时则可以由我们按 
照自己的意愿来选择. 

函数近似值和近似微分的这类计算问题经常独立出现.下面将讨论其中的一些问题. 
此外.在建立积分计算方法以及微分方程和积分方程求解方法时.这些问题的求解算法 
也被乍辅助算法.在解决实际问题的过程中产生了大量求解方法，这是由相应理论和 
实践的历史发展所导致的.许多方法是作为已有方法的一种版本而出现的，其中的记录 
格式和计算顺序有所变化，以便降低计算中的舍入误差. 

同时，随着计算技术和数值方法理论的发展，采用的方法不断被重新审视，其整体数 
量有所减少. 

某些方法不再使川的原因如下.计算机数字的字长有了提高，于是与算术运算次序 
有关的计算误差不再有本质差別.其结果是，形式上简单的方法在实际计算中逐步得以 
巩固. 另一 方面，问题模型的复杂化和减小方法误差的需求通常也要求算术运算量有本 
质上的增加.对于许多方法，尽管计算机数字字长提高了，但算术运算量的提高会导致 
不能容忍的臣大计算误差（称之为 不稳定 性).因此，当对结果的精度要求提高时，许多方 
法也在计算实践中被淘汰或停止使用.尽管如此，在求解每一个具体问题时.仍然保留 
着可以使用相当多方法的情况. 


§ i . 函数逼近问题的提法 

有时会出现下面的问题.大量不同逼近方法的存在也许可以简单解释为缺乏提出和 
解决问题的科学途径.假如存在这样的途径，是否可以提出一个适用于任何情况的最佳 
逼近方法？在研究数值分析的其他分支时，也存在这样的问题.尽管提出统一方法来解 
决所有问题具有吸引力，但我们仍然应该承认，方法的多样性是由事物的本质所引起的, 
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即同一问题可以有各种不同的提法.特別地，逼近理论的各种理论 分支， 例如插值法，可 
以作为某些类型实际问题的抽象模型来研究. 

1. 可转化为函数逼近的简单问题如下.在离散时刻〜，•••，；观测函数值 
要求确定它在另一些时刻 . r 的函数值.特別地.类似问题也在如下情形中出现.在计算 
机进行计算的过程中，必须在不同的点多次计算同一个复杂函数.有时不必直接计算这 
些值.而代之以适当计算另一些点的函数值.这些点是由我们按需要选择的，而其他点的 
函数值则使用这些已知函数值通过计算某个简单公式来得到. 

有时从某些附加关系可以得知，最好按照如下形式寻求逼近 函数： 

/㈤ ••- ,a n ). 

如果参数 ai,*-- ,a n 可以从 f ( x ) 与逼近函数在点 a：!,-- - ,.r n 处的值相等的条件来确 
定，则这个逼近方法称为插值法或内插法，这些点称为插值节点. 

2. 设的为插值节点 X ,中的最小者， y 2 为其中的最大者.如果要计算函数值 f ( x ) 
的点: r 位于区间 [ y u y 2 ] 的外部，则使用术语外推法代替插值法. 

例如，已知某个变量直到当前时刻的行为，要描述其未来的行为.这个变量可能代表 
温度、某产品的生产与需求、人口的增长、农作物产量的增长等.给定某些时刻，建立插 
值函数，并认为它在未来某个时刻的值就是所需的预测（外推）值. 

如果选择的插值节点远离需要进行函数逼近的时刻.则很难在后续时刻应用变量状 
况的当前信息.如果选择的插值节点很接近需要进行函数近似的时刻，则在使用信息时 
误差的作用会增大.于是，关于内推和外推节点的选择问题并不简单.特别是当研究的函 
数值与许多偶然或者难以预估的因素有关时，情况更复杂.这样的问题包括天气预报、农 
作物产量预测、医学预测等，通常要求采用更加复杂（特别是统计上）的预报方法. 

3. 下面的多项式插值法是最常用的，但它不是插值法的唯一可能形式.有时用三 
角函数多项式来逼近函数更方便.在另一些问题中更好的做法不是用多项式来逼近函数 
f (X) , 而是来逼近函数 In/(.x), 或者不是用 x 的多项式来逼近 /(x), 而是用 ln:r 的多项 
式来逼近 /( x ). 

经常使用有理分式 

/㈤ ％ g ( x ) = ^ - 

Yb k x k 


进行插值. 

4. 在生物、物理、化学、地理、医学等科学领域的实验设计问题中产生了如下问题. 
已知函数的好的逼近形式，例如函数能很好地由二阶多项式来逼近.同时，函数的测量值 
有很大的误差.要求用函数的最少的测量值得到一定范数意义下最好的逼近. 


. 函数逼近问题的提法 


5. 在编写初等函数和特殊函数的标准计算程序时会出现逼近问题.通常.这些用于 
逼近的函数能大量减少 i 卜算量. 

这里出现的问题可以表述如下.研究所有这样的函数 g ( x )， 其计算程序要求某个固 
定的计算机内存容量，并且使得某个误差范数 \\ f - g \\ 不超过&在所有这样的函数中 
需要选出一个函数，其机时消耗最少. 

在不同情况下可以按照不同方式选取范数.大部分情况下取||/|| = su P[(3 m |/|，这 
里 Ml 是函数逼近的区间. 

经常要求在个别点提高精度.例如. sinx 的一个标准计算程序保证在范数 

ll/ll = sup \ p ( x ) f { x )\, p ( x ) = 

[0.7 T /2 j 

下误差最小. 

引入乘子 p ( x ) 是为了满足当: r 很小时 sin . t 的相对误差很小的要求. 

同样也可以用不同方式解释机时消耗最小化的要求.一般说来.机时消耗可以与需要计 
算函数值的点有关,将此点记为 t ( x ). 如果不知道在各个子区间上以怎样的频率计算函数值， 
则可以取 

T = sup t(x) 

x 

作为机时消耗的一般度量的一个例子.如果知道这样的信息，则可以取 

T = 

这里表示随机值的数学期望. 

6. 在用图像或者用复杂的解析表达式定义函数时.会岀现另外一种变型的问题.例 
如，将区间 [a, /;] 划分成/个子区间： 

[ai_i, a*], ?: = 1,… ， /， «o — (1 ^ «/ = I). 

并且在每个子区间 [ a ,., , a ,] 上 Uj %次多项式来逼近函数.在所有这样的逼近方法中寻 
找某种意义上最优的方法.常常事先要求 〜三 rz .， 并同定区间数 /. 然后对 
进行方法的最优化. 

1 = 1 的特殊情况就是最优多项式逼近问题.这一问题将在第四章讨论. 

7. 逼近函数的形式与实现逼近的目的有密切关系.假定针对一定精度要求可以用 
10次多项式或者表达式 ai sin ( u.'ix + pi ) + o ,2 sin (^'2 .r + ^ 2 ) 来逼近函数.如果所得逼 
近用于理论研究，用于在模拟装置上或工艺过程中求解问题.则第二种表示法可能更方 
便.但是如果函数值是在汁算机上计算的，则第二种表示法可能要求大量的算术运算. 

后面将具体研究多项式插值法.我们之所以专门研究这种方法，是因为它有大量直 
接应用，此外还 因为： 多项式插值法是数值分析的重要方法.在其基础上可以建立大量其 
他问题的求解方法.而且它在数值分析中的作用类似于泰勒公式在经典分析中的作用. 

顺便还将研究另一些具有一般特性的问题，这些问题对于数值分析的其他分支是有 
意义的. 
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§2. 拉格朗日插值多项式 


在插值法中最常见的是线性插值情形：逼近表达式取为 




W W 

) = > : 


其中 ^( x ) 是固定函数，系数值叫由插值节点 Xj 处的函数值与逼近函数值相等这一条 
件来确定，即： 


f ( x j ) = / ^ j — 1? 


• • • 




n . 


⑴ 


直接通过方程组 （1) 确定系数的求解方法称为 待定系数法. 

在待定系数法中，给定条件的数量通常等于需要确定的自由（未知）参数的数量. 


研究最多的是插值多项式 


y^a t x l ~ l . 


那么 




J 一 1 


1， 


方程组 （1) 形为 


Y, aixi f l = 八 


1，…， n 


( 2 ) 


⑶ 


进而假定所有％互不相同.方程组的行列式（范德蒙德行列式） detl . r }- 1 ] 不等于零.于 
是，方程组 （3) 总存在解，并且解是唯一的.这样.证明了形如 （2) 的插值多项式的存在 
性和唯一性. 

即使 n 相对不是很大，例如 n = 20,基于这个方程组直接求出的系数叫就已经因 
为计算误差而有显著偏差.此外，在第四章将看到.多项式的传统表示形式 （2) 本身就已 
经常常会使计算结果的误差较大.在进行理论研究时.例如在构造其他一些问题的求解 
算法时，这些情况将不起作用.但是.在实际计算中.计算误差的影响可能大到不能接受. 
因此，需要应用其他形式的插值多项式以及它们的其他表示方法. 

不必直接求解方程组 （3) 就可以得到插值多项式 （2) 的显式表达式.我们立刻指出， 
在另一些情况下，譬如对多变量函数进行插值时，很难得到插值多项式的显式表达，并且 
常常应该避免直接求解形如 （1) 的方程组. 

设 g 是克罗内克 ( Kronecker ) 符号，其定义 如下： 

{ 0, i ^ j . 

如果能够建立次数不超过 n - 1的多项式％ ㈤ 使得 = ，7 i ， 就可 




以解决插值问题.多项式 


§2. 拉格朗日插值多项式 
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就是待求的插值多项式.实际上， 

n n 

fJn{Xj) = ^2f( x i) S i = f (工 j). 

2 ~ 1 ^ — 1 

此外， g n { x ) 是 n - 1 次多项 

因为当 j # 时 ^ t ( x 3 ) = 0, 所以当 j # i 时 ^ i ( x ) 能被 X - A 整除.这样，我们 
知道了 n - 1 次多项式的 77. - 1个因式，所以 


从条件 4>,( x f ) = 1得到 


少 I•㈤ 


const ( a : — Xj ). 

j 卢 


%⑷ =n 

•?’卢 


3： - x i 

Xi — Xj 


当插值多项式 （2) 写成形式 

n 

如⑻三 L n { x ) = /( 而 ） n 」二' ( 4 ) 

i=i Xl 兌 J 

时， 称 之为拉 格朗日插值多项式. 

同样的插值多项式 （2) 还有其他一些表达形式，例如后文中研究的夂 顿插值公式及 
其不同表达形式.精3计算时（没有舍入)，按各种插值公式进行计算得到：值是相同的. 
有舍入操作时.按照这些公式所得的插值多项式的值存在差异.写成拉格朗日形式的插 
值多项式通常导致较小的计算误差.而写成牛顿形式的插值多项式则更直观，且更便于 
与数学分析中的基本公式进行类比研究. 此外， 借助插值多项式值进行计算时，不同形式 
的公式相应于不同的 算术运算量. 

我们使用了术语“算术运算量”.解释如下.研究多项式 

P n ( x ) = a n x n -f a n - ix n ~ l +- h ( i\x + a，o 

在点； r 处的值的计算问题.可以采用不同的方法进行计算.例如，可以提出下列方法.首 
先计算值 并与勿 相加，然后计算值 a 2 x 2 并与已有结果相加，如此类推.这样，在第 
j 步时，计算值 ( ijX j 并与已计算的和 ao + ai：r + .. - + Gj - ix * 7-1 相加.值 ajX J 的计算要 
求 j 次乘法运算.因此，上述算法对于多项式值的计算需要 (l + 2- f -.. + n )- n(n + l )/2 
次乘法运算和 n 次加法运算.此种情况下的算术运算（操作）量为％ = n(n + l )/ 2 + n . 

显然，为计算 P n ( x ) 的值所需要的算术运算量是可以减少的.例如，可以逐步计算 
并存储 : r 2 , x 3 ,--. , 0 ：-. 为此需要 n - 1次乘法运算，进而计算值 ajx^j = 1, •…， n . 这 
需要 n 次乘法运算.把得到的值相加（这要求 n 次加法运算)，得到 P n ( x ) 的值.在这种 

情况下 4)2 = (277, — 1 ) + 7?,，当 n 〉2时已有不等式$2 〈少 1. 

口 J 以进一步寻找算法.将 P n ( x ) 写成形式 

P n = ( … ((a n x 4- a n - i)x 4- a n - 2 )x H - )x + a 0 . 
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计算最里边的括号内的值 a n x +«. 7 ，- i 需要一次乘法和一次加法.计算下一对括号内的 
值 + 也需要一次乘法和一次加法，因为 a n x + a n _ i 已计算过了，如 

此类推.这样，借助于这个算法计算 Pn ^) 需要71 次乘法和 n 次加法，即％ = 7 Z + n . 

显然，在 n > 2时有4> 3 < 巾 2 < % .于是，按照最后一个算法计算 P n ( x ) 需要较少 
的算术运算，从而占用较少的机时.为取得结果所需要的算术运算量是一个方法的重要 
指标之一，按照这个 指标可 以比较各种方法. 

有时在计算前还不能精确估计所需要的算术运算量，而仅仅能相对于某个参数来佔 
计算术运算量的量级.在上面的例子中 

^1 — 0( n 2 ), $ 2 .少 3 = O ( n ), 

其中 n 是多项式的次数. 

在后一种情况中 (^ 2^3 = O ( n )). 我们说方法具有同样的算术运算量级. 

在寻找算术运算量级时，找到主项中的常数通常也是很重要的.例如， 

[ % 

< J>i = -7 i 2 H - o ( n 2 ). 伞 2 = 3 n + o ( n ), ( I > 3 二 2 n . 

通常.需要较少算术运算 1 的方法是更快的，因此是更好的.在选择复杂问题的求解方 
法时.经常只比较各种方法的算术运算量级. 

我们指出，多项式 Pn ( x ) 的值由参数 a 0 ,«!，••• 和值工确定，所以在一般情况 
下计算 P n ( x ) 的算术运算量不会少于 n , 即我们对其算术运算量有下界估计.这样，计 
算 P Tl ( x ) 的第二和第三种方法按照算术计算量级是最优的，因为= O ( n ), 且对 
于任意方 法中彡 n . 

由于多处理器计算机的出现，需要较大算术运算量的方法可能快于需要较小算术运算量 
的另一种方法.因此，对于多处理器计算机不能仅根据算术运算量来评估方法的质量. 


§3. 拉格朗日插值多项式的余项估计 


flM 定 f { n ) ( x ) 连续，我们来估计/( ㈨ 与上面构造出的插值多项式 g n { x ) 之差.让 

W ⑴ =/⑴- 9n{t) - K^n{t), 

这里 uj n ( t ) = ( t - Xl )(f — 〜)，而 A ' 根据条件 ^ p { x ) = 0来选择，其中 x 为需要估计 
误差的点.从方程= 0得到 

K = /㈤- 

按照这种方式选择的尺使得函数^在 （ n + 1) 个点以，... ,. T n , X 处的值等于零.根 
据罗尔定理.函数的导数至少在 n 个点处的值等于零.对再次应用罗尔定 
理，则有导数，⑴至少在77, - 1个点处的值等于零.如此下去，可得 W ( n ) ⑴在区间 
[ in . M 内的至少1个点 C 处的值等于零.这里 

yi = niinjxi, - - - , x n ,.x}, y 2 = inax{x*i, • - - , x- n ,o:}. 


根据 


^ n \t) = f M (t) - Kill. 




从条件 ^ ( n ) ( C ) =0将有 


K 


产 )(0 

n ! 


于是，关系式 = 0可以改写成 

/( 工 ）~ 9n(x) 

这个公式给出了余项的表达式. 


/ (n) (CK(x) 


77! 


C € [1/1. 2/2], 


⑴ 


4. 差商及其性质 


随后将会要看到，插值多项式可以看作泰勒级数截断的推广. 

差商的概念是导数概念的推广.零阶差商 /(X,) 就是函数值 /(A), —阶差商定义为 


等式 




/( 工 j) - f ( 工 i) 

Xj — Xi 


⑴ 


二阶差商定义由等式 

Xk - Xi 

定义.一般々阶差商由如下公式通过 A ： - 1阶差商来 定义： 

" 、 /( 工 2;… ]X k+i ) - /(XI；- 

/(^1 ； ;Xfc+i) =- 

^ k +\ — ^1 

有时用 (/)( 工 1; • •. ;以）或 [XI; …； Xfc] 来代替 /(Xi; … ； X k ). 


•，工 k ) 


⑵ 


引理 成立等式 


k 




f (工 j) 


二 Sn (二) 


⑶ 




证明采用数学归纳法.当 A : 


时这个等式变为 f ( x { ) = fix ,), 当 A ; = 2时这 


个等式同 （1). 假定当 A : < /时 （3) 已被证明是正确的.则 

/(x.1; … ； X7+1)= -:-:- 

T/+1 — 工 1 


m 


/ Uj ) 


/(^•) 


工 m-A 会 H {Xj-Xi) ^ n (xj-Xi) 


如果 j / 1，/+ 1，则右边 f{Xj) 的系数为 






Z /+1 一 $1 


n (h - 11 ( x r 而) 
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_ (工 j -工 1) 一 (^,7 - 叼 +1) _ _1_ 

-Xi) Yl ]^[ (Xj-Xi) 

i 弇 j 

即具有要求的 形式； 对于 j = 1 或者 j =丨+ 1,值 f ( Xj ) 只出现在右边的一项中，其系 
数也具有要求的形式.证毕. 

从 （3) 直接可得下列推论. 


1. 对固定的:^，: Tfc , 差商是函数/的线性 泛函： 

(«l/l + «2/2)(^1 ； * - - ;Tfc) = + a-2/ 2 (xi； ••- ]Xk). 

2. 差商是其自变量 x u ... 的对称函数（当自变量的排列次序发生任意变化时 

差商值不变). 



§5. 带有差商的牛顿插值公式 

借助于差商可以得到插值多项式 (2.4) 的另一表示形式. 

默 „ 

/ ㈤ - L n ( x ) = f ( x i ) n 1 Z~ L 

2=1 j^i J 

( \ 

- A / ㈤ ,^ / ㈤ 

— ll ( X X i) n ^ Z_^ , ] T 

i=l ff ( x-xO H (A - T ) il (A - A ) 

\ fj ^ 消 / 

成立.同 （4.3) 比较，我们确信括号中表达式即是 /( X ; x 1; … ; x n ). 这样 

f { x ) - L n ( x ) = /( rn ; … ; x n ) u ; n ( x ), (1) 

其中多项式 LJn ( x ) 已在§3中定义. 

让 L m ( x ) 为以 Xh ... , 0 ^为节点的拉格朗日插值多项式.拉格朗日插值多项式 
L n ( x ) 可以表示为 

L n ( x ) 二 Li ( x ) -f ( L2 ( x ) — L \ (j ：)) + … + ( L n ( x ) — L n -\{ x )). (2) 

差 L m { x ) - ‘_ 〆 ：!：） 是 rn — 1 次多项式，它在点 xi , ••- ，: r m _! 处的值为零，因为当 



§5. 带有差商的牛顿插值公式 


• 23 • 


1 彡 j 彡 m — 1 时 Lm-iiXj) = Lm(Xj) = f{Xj ). 于是 

Lm (: r ) — L m ^\(^ x ) = A. rn — ] (jJrri — 1 (^- ) ^ ^rri — 1 (^) = (^ .’’1 ) • • • (2: — J ' m-l )， 

)1: 中 A m ^i = const . 取 $ = : z : m ， 得到 


f i ^? n ) — L m — i ( x m ) — — 1 -1( 

另一方面，在 （1) 中让 tv = rn — 1且 x = a : m .有 

fi^rn) ^7n — = •, (J’m;; • • • ? 1 )^rn — 1 (-^m) - 

这样. A m ^i = f ( x \； - - - ; x m ), 因此 

Lrri{-^) ~ L rn —i (x) = /(- 『 l; ••- \ )^m— 1 (-^) • 

将这些值代入 （2), 得到 

L n ( x ) = f ( xi ) -f /( xi ； x 2 )(. r - xi ) + ••• + /( xi ; … ] X n )(x - xi ) ••- (x - x n ). (3) 

写成这种形式的插值多项式称为带 有差商的牛顿插值多项式. 比较⑴和 (3.1), 得到重 


要的等式 


… ； x n 卜 


/ (n) (0 

n ! 


Vi ( dm . 


⑷ 


特別地，如果 f ( x ) 为 I < n 次的多项式 




Pi ( x ) = ^ bjX j ， 

j=o 

则基于这个公式，对任意 xo , •…， x n 有 

{ bn ， 1 — 71^ 

0， I < n . 

假定点 Xi , ••- : X n 按照下标序号是递增的： Xi < X2 < 

m \ f [ x k •，… ; x fc+m ) = /㈣ (Or )， 
这里以 < < Xk -^ m . 因此.值 


• « V 


< x n .由⑷有 


可以用作值 


M m = sup rn \\ f ( x k : …； x k+m )\ 

l ^ k ^ n—k 

M ㈣ =sup \ f ( m ) { x )\ 

[x\.x 7L ] 


的近似估计. 


习题 1 证明不等式 
其中= rnaoc ( x / e +m - Xk ). 

1 ^/c^n —m 


为简化插值多项式的计算，有时应用 埃特金方法. 

设 L (A . <fc+1 .... i /)( x ) 是插值节点为 Xfc , …，工 I 的插值多项式，特别地， L w ( x ) = 


f ( x k ). 那么，成立等式 

厶 ( fc , A :+ l ， …， /+1)(. T ) = 


L (/ c + l ，…，/十1)(工） （•’* 一 ) 一 ，/) (^) (^ — •’ ’+ 1 ) 

+ 1 - X k 


( 5 ) 
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事实上，右端为 !.- k+l 次多项式,且在点以,…，:处与 f ( x ) 有相同的值. 

的埃特金方法就是利用公式 （5) 依次计算表中的元素 

L (” ㈤ , ,•、 

L ⑵ (x) {ia) \ - L ( 1 , 2 . 3 ) Or) 

L( 3 )( X ) . : . 1(1 ， 2,… ， n) ㈤. 


计算值 


-^( n ) (*^ ) 


乙 ( n -1， n )(』.） 


这个方法是求解下列问题的标准程序的基础. 

给定某个由函数 f ( x ) 的取值表，要求对每一个值 Z 计算 f ( x ) 的值，并且其精度取 
给定值5或在已有信息下取可能的最佳值. 


很难明确定义 标准程 序这个术语.按照已有的传统，为求解某一类问题而专门编写的包 
含相应算法描述的程序称为求解这类问题的标准程序.具体问题的求解是通过把这个问题的 
信息与标准程序相结合来实现的. M 时还要求标准程序可以用作求解更复杂问题的程序模块. 

为了构造求解问题的算法，下而要讨论一种对于实际情况相当典型的方法.对于所 
提出的问题， 不可 能提出一种有充分根据的普适算法，即适用于所有函数的算法，因为除 
了知道函数在给定点的值以外不知道任何其他信息.但是，若假定函数是光滑的.我们将 
导出误差估计的实用判据.且基于该判据建立求解问题的算法. 

设 X 固定.按照 | x ,- x | 递增的顺序重新排列插值节点.仍像通常那样将插值多项 
式 1 ( 1 ，…， m ) ㈤ 表示为 L m ( x ). 

上面已得到误差表达式 （1) 

/㈤ - L m { x ) = /(.T ； Xi ； • - - 

以及等式 

•^m+L( ， r) — ~ f i ' ' ' ; I’m +1) 丄 ’m (T). (6) 


因为对于小的 | j :- Al 有 




于是 rti 此可得 


m ! 


;) 


•/"(.’•） — ~ 乙 m 十 1(*’.) 一 (.7'). 


⑺ 


因此. = | L m +1 ( x ) - L rn ( x )\ 可以作为插值公式 f ( x ) ^ L m ( x ) 误差的近似估计.依 
次计算值 Lo ( x ), Lj ( x),£i , L 2 ( x ),£- 2 , • • • • 如果对某个 m 有则停止计算并取 

/(^) ~ L m { x ). 

如果这个不等式对任意 m 都不满足，则寻找 e m(> = min m £ m 并取 f ( x ) ^ L m ( ,(； r ). 如 
果这个最小值对多个 m 达到，则取其中最小者.如果从某个 m 开始，值具有稳定 
上升的趋势，则在这里停止计算值 L m ( x ), s m . 
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§6. 差商与具有多重节点的插值法 


假设要求建立满足下列条件的^ - 1次多项式 g s ( x ): 


= / Oi )， 


(mi — 1) 


U . l ) 


r (m i _ 




⑴ 


fjs ( 上 ’n ) = / (.’.n ) ， 

其中所有的互不相同， 6 •二 77^ 




M ； 中所有的 A 互不相同 ， s + .. •十 m n . 这样的多项式称为 具有多重节点的插值 

多项式 .数 mi ，…， m n 分别称为节点: z : i ,…，的 重数. 


插值多项式 g s ( x ) 可唯一确定.事实上，假定存在两个满足条件 （1) 的 
项式.则它们的差 Qs ( x ) 满足关系 


1次多 




^ Q ^ Xn) 


• = 


Q ( r rt ~ l) M 


点 …，〜 分别是多项式 Q . s (. r ) 的 7/7 !••••. m n 重零点.我们得到， S - 1次多项式 
Qs ( x ) # 0有 6. 个零点.于是， Q . s ( x ) = 0. 

接下来假定函数 /(.〃） 是 . s 次连续吋微的.并通过寻找显式表达式来证明满足条件 
(1) 的插值多项式 g s ( x ) 的存在性. 

给定满足下列条件的点列 X^ ：j . 0 < e < 5(), i = 1, ••- : n，j = 1, … ,7Ui ： 当 0 < e < 


给定满足下列条件的点列 x^ ：j . 0 < e < 5 o , i = 1, ••- ' n，j = 1, …当0 < e < 
e 0 时所有点％互不相同，当 e — () 时 — 而.例如，可以假定:％• = Xi-\- (j - \ ) e . 

我们来建立 s - 1次插值多项式它与 f ( x ) 在点 2 $的值相同.这组节点所 
对应的差分表有形式 


f ( x h ) 
} ( x 12) 
/(^ la ) 


/( 屹 ; xf 2 ) /(:rfi；x!2；xf3 ) 

/(的2;<3) : • • • • 


■ 

f{x e n \x\ 2 : r - ;x 


ri f f2>7i 


( 2 ) 


/(•4l) 




/(•^ nm n ) 

写出带有差商的牛顿插值公式^ 


g £ s { x ) = ,4^ - f - ,4 c ;(.r - 4) + %(工- ^ fi)(x - x \ 2 ) 4- 

^A^ x (x — 的 i) … （•’• 一 工 ^ 鳥 ― 1 )， 


^0 = /«1 )， A \ = /(.ill; 上 I2), 
#2 = /( 的 1;<2; 工 1 3 ), …， A - 1 


/(• l 1 l ;<2; … ；•< 


其中 
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通过导数来表示差商. 



/㈡ /;…； x lrn ) 


取6 — 0时的极限，得到 




严 — n m T j 

(rn — /)! • 

严 -，)㈤ 


(771—1)1 

这样，从我们的讨论中得出，表 （2) 中所有形如 /«,；••• ； x ^ m ) 的差分当5 
有极限，其极限自然表示为 /(☆;••• 由 （3) 得到 


(3) 
0时 


rn — /+1 


/( 々 ；_•• : Xi) 


/⑼㈤ 


⑷ 


p+i 


习题1 对差商的阶应用数学归纳法.证明表 （2) 中的所有差商具有有限的极限. 

如果表 （2) 中所有元素均有极限，则在任意区间上多项式 gl ( x ) 当 e — 〔)时收敛于 
某个多项式 

9 s { x ) — ^0 + 一 工1) + 乂2($ — ^1 ) 2 + … 


+ As - i (^ — ：^)叫 ... (x - ;- o .- 1 (x - ;广《-】 (5) 

= f{xi) + f{x 1 ;xi)(x - Xi) + f{xi ； Xi]Xi)(x - Xi ) 2 + …， 


其中次 =lim Al 多项式 g s ( x ) 可写成如下 形式： 

E—^O 

g s ( x ) = Y , {x - Xl) 卜 1 + 0((x - Xl)mi ). 

由此推出，它满足在 a 给出的条件.由于插值多项式的唯一性，多项式在 
按 a = ~二: n 改变记号后不变.因此.极限多项式也满足在任意点％给出的条 
件.于是.这个多项式正是所要求的. 


习题2 证明等式 

/ ㈤ - fu (工)= 


/ (s) (0 


n 


. s ! 


U ； s (x )， uj s (x) = JT (x - Xi) nii ,yi ^ c ^ 2/2, 


⑹ 


其中 ？ /i = … ,2： n } ? V2 = maxfm ， •… ,x n }. 


由 (5.1) 知下列等式 成立： 

)\x) - g ； {x) = /(x;xn ； - - - ； x 6 nrnri )uj e s {x), 
这里 CJ £ s (x) = u；s {x £ ) . 取 £ — 0 时的极限，得到 

f(x) - g s {x) = /(x ； Xi ； • - - : Xn)^s{x). 

将这个等式与 （6) 比较.我们有 


f(x\xr r - 


= 产 (0 
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为任何值时取极限，这个关系式仍然成立.从这些关系式推出，公式 （5.4) 


/(^i ； 


；工 iV+l 


_ / w (c) 

N\ 


(改写为另外形式）在 a ：,,-.- , x N +1 并非全部互不相同时也是成立的. 

我们证明了满足条件 （1) 的插值多项式的存在性.插值问题也可以按照以下方式 
提出. 

给定数表 o rj? i = 1 ,… J = 1，…， m /. 要求构造 - 1次多项式使其满 
足条件 

g 1 - 1 = aij , i = 1 , … j = 1, ••- , m *. 


这个问题等价于原问题，因为总是可以给出一个光滑函数 /( x ), 使得 


§7. 有限差分方程 

关于离散变量函数的方程称为有 限差分方程. 特別地.在对常微分方程和偏微分方 
程进行近似时就会产生这样的方程. 

连续与离散情况之间存在深刻的类比.特别，成立格林公式的差分形式类比.如果在某个 
问题中 nf 以应用傅里叶方法，在相应的差分问题就可以应用傅里叶方法的离散形式 . 实际上， 
对微分方程理论中的每个积分恒等式都可以建立相应的离散形式.在有经验的数学家手中， 
有限差分方程的求解方法是研究算法对计算误差的灵敏性（“稳定性”）的最强大的工具.如 
果需要研究某个问题的算法，就选取结构相近并且相应有限差分问题具有显式解的问题（例 
如.遵循 冻结系数原理 （看第十章 )). 基于这个有限差分问题分析原问题求解算法，得出关于 
其性质的初步结论.通常，在问题的实际求解过程中，大部分情况下用这种方法得到的初步结 
论给出了算法性质的正确表述. 

下一节在描述切比雪夫多项式时直接需要有限差分方程.下面将给出常微分方程与 
单变量有限差分方程之间的类比. 

考虑一元线性方程这种最简单的情况，其中未知函数的自变量为 整数： 

k 

ly = 5 Za . i ( n ) y(ri + 0 = f ( n ). (1) 

这个方程称为 A : 阶 线性差分方程 是 A * 阶线性微分方程 

k 

h = Y ] bi ( x ) y { l ) ( x ) = f { x ) (2) 

的差分类比. 

方程⑴和⑵都具有形式 Ly = 心这里 L 为线性算子.方程 Ly = 0称为 齐次方 
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程.如果代入参数的值后可以得到所研究方程的任何解，则公式 

y = y ( Ci r - - ， CV ",) 或 y = y ( C \，，.. ， C /, x ) 

给出方 程⑴或 （2) 的通解.如果 I ;是非齐次方程仏= " 的一个特解，那么差 y - v ^ 
齐次 方程/ >(:( / - v ) = h -h = i ) 的解.于是，非齐次方程的通解可以表示成非齐次方程 
的特解与齐次方程的通解之和的形式.设// I ，… . ym 是齐次方程 L : (/二 (） 的解.如果存 
在不全为零的数 Ci , ••- 5 C m 使得 C lV ' +…+ C mVin = 0,则解 m ,...， y m 称为独立 
自 变量的所研究变化区域中的 线性相 关解，否则称为 线性无 关解.如果函数是齐次方 
^ Ly = 0的解.则任何函数也是这个方程的解，因为 

i 

= Y , C r L yi = Q . 

下而平行地研究方程 （1) 和（2)，&便强调这 W 个方程的共同特征，这有助于通过与方程 
(2) 的类比探索方程 （1) 的研究方法. 

为确定起见，在区域 x ^ 0中研究方程（2)，在区域 n > 0中研究方程 （1). 

定理 

设在 x 彡0时 b k ( x ) 弄( I 且在 x 彡0 设在 n 彡 （） 时 a k { n ) ^ 0. 

时所有的 b t ( x ) 连续. 

则齐次方程 Ly 二0的通解可表示为如下形式： 

k 

y = 〉: CiUi ， 

i =\ 

其中 Vu ，..，‘ Uk 为 Ly = 0的线性无关的解. 

证明 


由存在性定理.对于任何初始条件 
!/(()), … , y ( A ' _1) (0), ly = o 的解存在. 


由唯一性定理.这个解是唯一的. 

以 Vi ( x ) i 己方程心= 0在初始条件 
y ?—” = = 1，…， A : 下的解 • 


齐次方程 /y = 0 可以表示成 


⑶ 


如果我们给定 y (0),... H 则从 （3) 
可以依次计算 y ( k )， y(k + 1), ….因此，对 
任何 y (0), • • • . y(k - 1), 方程 /y 二0有解. 

这个解是唯一的，因为任何解的值满 
足方程 （3), 而由此方程吋以唯一确定值 


2/⑻， y (夂 + 1)，… . 

以 yi ( n ) 记方程 ly = 0在初始条件 
ViU - 1) = = i ，... A 下的解. 
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这些解构成线性无关的解系.事实上，如果 


k 


^Ciyi{ ： x) = 0 


则当 j = l , …， A : 时有 

k k 

(.7-1) 


⑹ 7 — ”⑼二乙制# 


k 


^Ciyi{n) = 0 


则当 j = 1， •…， A : 时有 

k k 

() = 1 ] C,y t {j - 1 ) = Y^ C i S： !, = c ；i 


于是，在 


k 


y^Ciy' 


0 


的情况下，所有的 C , 一定等于零.因此，函数 y u …条 线性无关 


设 y (: r ) 为方程匕= 0的某个解.函数 

k 

z ( x ) = J2y u 々、 WyA x ) 


设 y ( n ) 为方程~ = 0的某 个解. 函数 

k 

咖)=•- 1)% ⑻ 

.7 = 1 


是这个方程在如下初始条件下的解: 


"⑼，…/" ㈣ ⑼ 


"⑼，… ，咖 一 1). 


由方程 


h = 0 


Z" = () 


的解的唯一性，我们有 


k 


"㈤ = ^^/卜”⑼妁 ㈤ . 

J=1 


k 

y(^) = [ - i) 妁 ㈤ • 

i=i 


定理证毕. 


进一步，在微分方程教程中建立了下列事实.如果已知齐次方程& = 0的 A : 个线性无 
关的解，则求解非齐次方程 （2) 化为求解方程 


dCj 

dx 


仍 ㈤ ， 


⑷ 
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这1 ( Jj ( x ) 为已知函数，亦即化为求积分.完全类似地，当已知齐次方程~ = 0的 A ; 个线性 
尤关的解时，求解非齐次方程化为求解类似于 （4) 的差分方程 

Cj(n- {- 1 ) - Cj(n) = gj(7i), 

这里& ( n ) 为已知函数. 

现在研究常系数方程 


h = ^2 一 ⑴ (x) = f(x), 


7 ^ 0 


⑸ 


l v = ^ % 咖 + 0 = f ( n ) ， ⑹ 


ci k ^ o 


和相应的齐次方程 


h = 二 〜"⑴㈤ = o 
?：=0 


⑺ 


ly = Cli y( n + ?; ) = ° 


⑻ 


我们将寻找齐次方程的特解. 


fl - y 设特解的形式为 exp ( A ^：), 代入 （7) 后得 
到方程 


biX 1 ) exp ( A : r ) = ()• 



在方程⑻的情况下，方便的做法是将函数 


exp ( An ) 写成 // 
得到方程 


exp A . 将其代入 （8) 



dill 1 ) fi 7i = 0 . 


这样.对于特征方程 


k 




0 . 


⑼ 


〉: = 0 . 


( 10 ) 


的每一个根（称为特征根).相应的特解为 


exp ( A . r ). 




如果方程的所有特征根都是单根.我们就得到 A : 个互不相同 的解. 我们来证明，特 
征方程的每个 s 重特征根都对应着齐次方程的 . s 个不同的解 




xp ( Xx ), x exp ( Ax ), 


•s— 


exp ( A . r ). 


"W— 1 ， … ， Q — 1 


5+1 


为确定起见，设 A : = = A 5 ,//! 


Its . 对特征多项式做因式分解 


Y. l ^ xt = b kl\( x - x j) 


0 


我们引人实参数£ > 0, £ — 0. 
取‘满足条件 

a ) 当 j = 1，…， f 付互不相同 


k 


k 


= ak Yi ~ 




取满足条件 


a ) 当 j 


， S 时 " je 互不相同 


b ) 对任意 < A ?， 当 e —> 0 时趋于 A " b ) 对任意 j < A :， 当 e — 0 时/仏趋于 /// 


组成与这些特征根相应的特征方程: 


〜 n ( A - 、) 二 


j 


i=0 


显然，当 e — 0时有 


a k (// - l-l je) — / : (He V • 


i=0 


l)ie ~> bi. 

与这些特征方程相应的方程为 




( 11 ) 




( 12 ) 


^a i£ i/ E (n + 0 


(13) 


设当 O () 时我们可以指出 

方程 （12) 的解 y s ( x ), 使得对任意0存方程 （13) 的解 y £ { n ), 使得对任意 n 彡0 
在极限 存在极限 


H^ x) = y(x) - 

并且在任意有限区间[:上 y £ ( x ) 及其 
直到阶导数一致收敛于 Y ( x ) 及其相应 
的导数.对 （12) 求极限，并考虑 （11)， 得到 
极限函数 Y ( x ) 满足方程 （7). 


lim y 6 ( n ) = Y ( n ). 

e—^0 

对 （13) 求极限，并考虑（11)，得到极限函 
数 V ( n ) 满足方程 （8). 


我们来构造序列 &( x ) 和 y £ ( n ), 使它们收敛于 （7)， （8) 的相应于重根的 特解. 在构 
造这些序列时，方便的做法是应用差分.首先研究二重根的情况.取 



• 32 • 


第二章插值法与数值微分 


V 2 s ( x ) = exp(A ； r)(A l£ ; A 2£ ) 

exp(A2£.r) — exp(Xi e x) 

^2 s — 


/,(", le ;"2 e ) 

= / 4 - , 

//2 e 一 Pie 


这些函数分別是方程 （12), (13) 的解.将其写成如下 形式: 


y 2e ( x ) = xexp(X iE x) 

^exp((A 2£ - 


i ^2 e — 


入 - 1 

A le )x 


"2“ 7 0 = 1 + " 心 2 "u + … 

+/C (14) 


取 e — 0 时的极限，得到 


y. 2 S ( x ) 一 xexp(Xix). 


"2 s ( n ) — 1 + …+ "『 1 = r H l \ 1 • 


于是，我们构造出了相应于二重根的第二个线性无关的解. 

对于更多重根的情况.我们仅仅研究方程 （1) .由 （4.3). 我们有 


y 


y<i 


nie ••… ; AV ) = 


th 


n - ^ ie ) 


作为函数 //$ 的线性组合，函数是方程（〗3)的解.类似于 （14) 直接构造 


Vqs = OL 2 … A 

n\ H - Hnfn + l -g 


相加的项数等于 cr 1 ， 所以 


y q £ ^ y q ( x ) = c q n - l / i n+l ' q - 

因为在 . S 重根的情况下可以取 I .--- ,5,所以得到 s 个特解 

Yi ( n )= f i n , Y 2 ( n ) = C ^ i 71 - 1 . . Y s ( n ) = C s n -\ i n+l - s . (15) 

习题 1 证明，相应于特征方程 U ()) 的特征根的一组特解 （15) 构成基础解系（即， 
它们线性无关，且方程 （8) 的解可以表示为它们的线性组合). 

习题2 设 P s - i { n ) 为任意 s - 1 次多项式.证明，函数 P s - i ( n)^ n 可以写成函数 
(15) 的线性组合 

S 

P s -i{n)^L n = y^CjYjjn). 
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这样，可以取解系 

Yi (n) = fi \ l , V 2 (n) = n//.\ f , … ， V ； (n) = n s ~ ] fi\ l 


来代替解系 (15). 

习题 3 证明，方程 （16) 有如下形式的 特解： 

•s+m — 1 

djTiP I a 


j 


其中 4 可以由待定系数法得到. 


现在研究差分方程 


k 


3 


设 


(iiy{n + i) = j Cjn^ i a 
i=0 y j=o 

是特征方程 （10) 的 s 重根.特別地.如果^不是这个方程的根.则 ， s 


(16) 


0 


§8. 切比雪夫多项式 


下面将要研究的切比雪夫多项式在数值方法的理论与实际应用中起着基本作用.借助于 
它，数值方法中大量的性能优化问题可以得到解决.将多项式写成传统形式常常对计算误差 
产生很大影响，在这些情况下更适宜将其写成切比雪夫多项式的线性组合的形式. 


切比雪夫多项式 T n ( x ), n >() 定义为 

T 0 { x ) = 1, Ti ( x ) = x , 


T n 4 - i ( x ) = 2 xT n ( x ) - T n _ i ( x ), n > 0. 
例如，由递推公式 （1) 可以得到 

72( x ) — 2 x 2 — 1, Ts ( x ) = 4 x 3 — 3, r , 


(1) 


T 4 ( x ) = Sx A — Sx 2 H - 1, 7*5( x ) = 16 x ° — 20 j ;' 3 ox , ••- 

将 T n { x ) 的首项乘 2 x 即得到多项式 T n + l ( x ) 的首项.于是，当 n > 0时， T n ( x ) 的首项 
等于 2 n ~ 1 x n . 

所有的多项式 T 2 n (. x ) 是偶函数，而 T 2 n + l ( x ) 是奇函数. 


当 n = 0时这个结论成立.假定结论对某个 n 成立，我们得到， 2 xT 2 n + l ( x ) 是偶函数， 
并且由（1)， T 2 n +2 ( x ) 也是偶 函数. 于是由 （1), 2 xr 2 „+ 2 (: r ) 和 T 2 ^3( x ) 是奇函数. 


对于任意^有 

cos((n + 1) 沒）= 2 cos (9 cos ( n ^) — cos((n — 1)60. 

取沒= arccosx , 得到 

cos((n + 1) arccosx ) = 2 x cos(n arccosx ) — cos((n — 1) arccosrr ). 
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函数 cos(narccosx ) 如 T n (x) 一样满足变量 71 的同样的差分方程 （ 1). 当 n = () 和 n = 1 
时的初始条件也是同样的： 

cos(0 • arccosa：) = 1 = Tq(x), cos(l • arccosx) = x = T\ (: r); 

因此 . 对于所有的 n 有 

T n (x) = cos(n arccos x). (2) 

于是， 

当 M 彡 1 时， |T n (x)| ^ 1. (3) 


不要认为对于所有实数 z 有 | T n ( x )| ^ 1. 如果 |. t | > 1，则 arccos : r 不是实数，它的余 
弦值大于 1. 

递推关系式 （1) 是差分方程.相应的特征方程为 


2 


// — 2 fix + 1=0, 


其根为 


// i .2 = X ± VX 2 - 


当; r # 士1时为两个单根.因此 

T n ( x ) = ci ( x )^ 4- c 2 ( x )^ 2 . 

从初始条件 T 0 ( x ) = l , Ti ( x ) = x 得到 q = C2 = 1/2,这样 


T n (x) 


(x -f vx 2 — l) n -f (x — \/x 2 — 1) 

2 


n 


习题 1 当 X = 1 和 X = - l 时验证这个公式的正确性. 


(4) 


从方程 


(^) = c ： os (n arccos 



0 


得到 


Xm = COS 


n(2m — 1) 
2 71 


711 = 1, ,71 


是 T n ( x ) 的零点.由 （2), (3) 知:^ ㈤ 在卜 l , lj 上的极值点是那些满足 |： T n ( x )| = 1的 
点.解这个方程，得到 


T ( m ) 


COS 


并且 


/7 rm \ 

V n / 


;n = ()• … * n 


T n{x {m) ) = cos nm = (-l) m . 


多项式 


T n { x ) 



n Tn(x) 


•r n + 


称 为偏离零点最小的多项式. 这个定义可以解释如下. 
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引理 如果 P n ( x ) 是首项系数为1的 n 次多项式，则 


max \ P n ( x )\ ^ max | T n ( x )| 


2 1 


⑸ 


证明假定相反.多项式 T n ( x ) - P n ( x ) 的次数为 n - 1. 同时 

sign ( T n ( x (m) ) - P n ( x {m) ) = sign ((- l ) m 2 1_n - P n { oo {m) )) = (- l ) m , 


因为由假定，对所有的 m 有 | P n (^ (m) )| < 2 1 - 71 .这样，在每两个点 x ( m ) , x (m+1) 之间多 
项式 T n ( x )~ P n { x ) 改变符号.非零的 n -1 次多项式 T n ( x ) - P n { x ) (因为它在点 . r (m) 
不为零）有 n 个不同的零点.得出矛盾. 


习题2 证明更强的 结论： 如果 


P n (x)=X n ^-^T n (x) 


则 


max | P n ( x )| > 2 1 - n . 
卜1，1】 


通过线性变换 :〆 


6 + 
~2 


- X 可将区间[-1， 1] 变为给定区间 [ a .6]. 在多项式 



哺项雜等于 (2/ H )' 相应于引理可以断言，首项系数为 


的多项式 


it，％) = [b-aT2^T n f 2X ~ (6 + a) 

V o — a 


是 K 间 h /彳 上偏离零点最小的多项式.这意味着，对于任意首项系数为1的 n 次多项 
式 PJx ), 不等式 


max \ P n ( x )\ ^ max \ T ^' b \ x )\ = (b — a ) n 2 

[a ， 6] [a, 6] 


1 一 2n 


⑹ 


成立.不难验证，多项式的零点是 

b + a b — a ( n 


b - a ( 7 r (2 m — 1) 

—-— cos --- 

2 \ 2 n 


771 = 1， 




多项式 f 0 ( x ) - 1/>/2, Tn { x ) = T n ( x ), n ^ 1 构成 [-1,1] 上权重为 2 /(tt 
的正交闲数系.我们来验证这组函数的正交性.做代换 x = cos 6 后有 


X 2 ) 


2丁 n ( x ’) T m (x 


dx 


—X 



cos nO cos rriOdO 


= —/ ( cos((n — m )/9) + cos((n + m )0)) d 0 = 
h J -TZ 

如果 ri 2 + m 2 / 0,则第二项当 n，m 彡 0 时变为零.由此推出要求的等式 





2 f n ( x ) f rn ( x ) 


— x 




设切比雪夫多项式由递推公式 （1) 计算. 在实际计算过程中.得到代替值 T n ( x ) 的近似 
T ：. 它满足关系式 


T 0 * = 1 ， Ti = x + 占 1 ， T^ +l = 2xT* - 十心 + 1 ， 
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其中4为舍入误差. 


习题3 得到误差表达式 


N 


r N (x)-T N (x) = Y,^ 

k = 1 


sin ((7 V + 1 — / c ) arccos x ) 


Vi 


X 


2 


习题 4 应用习题 2 的解验证误差估计 


1 


剛 - 關 |< max v |4|-iV-min|^ 


⑺ 


习题5 直接验证，在切比雪夫多项式的零点 : r 


m 


COS 


丌 (2 m — 1) 

~~ 2 N """ 


处下列等 


式成立: 




N 


— x m 


，此断言，如果在这些零点的邻域中以误差 J 给岀点 X ， 则值 r n ( x ) 的计算误差约为 
rid 


\/1 - 


. 这意味着不可能获得在本质上优于 （7) 的估计. 


习题6 设 N 为某个固定的数.证明，多项式 T n ( x)./n < N 在 T N ( x ) 的零点处 


的值所构成的向量组成某个正交系，即 


N 


当 m ， 


N 


2N 


2N 


C - ⑻ 


J 


§9. 插值公式余项估计的最小化 


设函数 /(X) 在 M ] 上由一个 n - l 次插值多项式来逼近,插值节点为&，•••，；€ 


[ a ，6] •由 (3.1), 若 x G [ a , 6], 则有 

/( x ) - L n ( x ) 

其中 C € [ a , 6]. 由此得出插值误差估计 

\\ f - Ln \\^ 


/ (n) (cw 工 ) 


n ! 


Il/ (n) || ll^nll 


n ! 


⑴ 


这里 || . || 表示一致范数 \\ g { x )\\ = sup | y ( x )|. 

[a.fcj 

适当选取节点 X !,... , x n 使估计⑴的右边最小.多项式 ^ n { x ) = 

x n ) 的首项系数为1，因此由 （8.6) 有 || a ; n || ^ ( b - a ) n 2 l ~ 2n . 如果取插值节点 

b + a b — a ( n (2 m — 1) 


:r 


m 


2 


cos 


2 71 


m = 1, • • • . n 


( 2 ) 


则 


u ； n(x) = (6-a)"2 1 - 2n T n 


2 x — (6 -f a ) 


— a 




|| u ； n | 卜 （6 — a 广 2 1 — 2 ' 




. 插值公式余项估计的最小化 
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于是，在这样的许点分布下得到最好的误差估计： 

2 ' (3) 

它可以从 （1) 推出. I 

在得到估汁 （1) 时，乘积的最大值被替换为因式最大值的乘积.因此.似乎 nf 以期待 
获得比⑶更好的误差估计.但是，事实上并非如此.如果 f ( x ) = a n x n +…+ au 为 
次多项式.则 

/ ㈤ (0 = a ^ n ! = const , 

因此不等式 （1) 变为等式.那么，由 (8. G ). 对任何插值节点有 


11 / - L n \\ ^ 


||/( n )||(6- a )% 1 — 2 ” 


|(/; 


2n 


如上所述，某类问题求解方法的最优化问题是计算数学的重要问题.其一般提法 


如下. 


上 L e(p ， m) 


给定需要求解的问题的某个集合 P , 也给定求解方法的某个集合 A /. 设 e ( p : m ) 
是方法 rn 在求解问题 p 时的误差.值 

e ( P , m ) = sup e ( p , rn ) 

pEP 

称 为问题集合尸上的方法误差， 而值 

e ( P , M ) = inf e ( P , m ) 

称 为问题类集合 P 上的方法误差在集合 M 上的最优估计. 如果存在能够达到这个估计 
的 m e M ， 即 e ( P ， M ) = e ( P . m ), 则这个方法称为最 优的. 

可以用这些术语来表述插值公式节点最优化分布问题的解，我们在前面已经得到了 
这个解. 

设函数 f ( x ) 定义于且满足条件 i /( n )(20 i < a u , 尸为 f { x ) 的逼近问题 
的集合， A / 是用具有节点 XI，-- . x n 的插值多项式 L n ( x ) 来逼近函数 f ( x ) 的逼近 
方法的集合.于是.求解方法 m 取决于给出插值节点 X !,-.. , x n . 最后，设误差度量为 
e ( p , m ) = \\f - L „||. 由 （1), 我们有 


e ( P , m ) ^ 


■^n \^n I 


另一方面，对于多项式 




在所研究的集合上的逼近问题.我们有 


( p ， m ) 


^nlMnll 


于是， 


e ( P , rn ) 


I 


如前所述 


e ( P , M ) = infe ( P , m ) 


inf 


^nlkVill 


An(b-a) n 2 


1 一 2n 


7i! 
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这样.按照切比雪夫多项式 （2) 的节点进行插值的方法在所考虑的意义下是最优的. 
最后，我们对估计⑶与表示为泰勒级数的误差估计进行比较.由§6中的结果，泰 


勒级数的部分和 


■(… )/ 2 ) 

j=0 


j! 





与具有单一 n 重插值节点 ( a + 6)/2 的拉格朗日插值多项式相同.因此，在最优分布的插 
值节点 （2) 的情况下，我们自然应该有更好的估计.实际上，泰勒级数部分和的误差估计 


||/ — ^ n || ^ 


11/^11(6-ar2 - 

n ! 


是估计⑶的2 71 - 1 倍. 

作为备注，我们给出以切比雪夫多项式的零点作为插值节点的插值误差估计.为简 
单起见，我们取 [ a ,6]-[- l , l ]. 


估计1 如果 f ( x ) 满足不等式 sup |/( m ) (: r )| < oo , 则当 — oo 时成立关系式 

||/( x ) - L n ( x )|| = 0( n _m In ??,). 


估计 2 如果函数 f ( x ) 在区间丨一1， 1] 中的每一个点解析，则 ||/(； r ) - L 7 i ( x )|| = 
0( q n )， 其中 q<h 


后一个估计可以再具体化.设/(^),2 = 2： +切是 ( x , y ) 平面上以点 -1,1 为焦点 
的椭圆内的解析函数.则 ||/( x ) - L n ( x )\\ = O ( c -), 其中 c > 1为该椭圆半轴之和. 

这样，如果将算法应用到更光滑的函数，则按照切比雪夫多项式节点进行插值时，误 
差自然减小.这些算法称 为非饱 和的. 

如果插值节点的分布方式与此大不相同，例如是等间距的，那么甚至对于解析函数, 
插值误差也可能随着节点数的增加而趋向无穷大.例如.对于函数 f ( x ) = (1+25 X 2 )- 1 
有关系式 


习题1 


写成 


||/( x ) — L n ( x )\\ ^ Aa n , A > 0, a > 1. 

应用公式 (8.8) 证明.以切比雪夫多项式的零点为节点的插值多项式可以 


n— 1 

L n { x ) — 〉： a jTj ( x )， 

J=o 


a J 


n 


E / 瞒 


k 



插值多项式的这个写法允许快速地计算其值，且使计算误差具有较小敏感性（见 §4.8). 


§10. 有限差分 

设函数表中的节点 X ,等间距分布： A 二 X 0 + f t 为相应的函数值.值 / l 称为函 
数表的步长. 
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差 ffi 称为一阶 差分. 根据相应点的位置，这个量的记 号为： △/, 表示 前向差 
分， ▽/hi 表 示后向差分，^/ 7 ：+1/2 = fr + l /2 表 示中心差分. 这样， 

/i + 1 ~ fi — — V/i + l = ^/ i +1/2 — //+1/2. ⑴ 

高阶差 分借助于递推关系来 表示： 


△ m / 2 = A(A m ~ 1 /z) = A—Vz-fi - 

〒 n f. t = 二 v 7 "- 1 /- 


n = S(S^-\f r ) = S^- l f i+1/2 - 


1/2 


rm _ rm — 1 _ rm 

_ J t+1 /2 Ji — 


+ 1/2 


1/2 


差分表通常表示为如下形式: 




bhqhh 





fl/2 

■ 



■ 

’3、2 





fin 





^7/2 









除了上 而提到 的值，在某些插值公式中还使用同一列中两个相邻的值的算术平 均值： 

",/r = + 眾 1/2 )/ 2 ，当 m 为奇数时， 

"/二 /2 = (/ 二 + / D /2, 当 m 为偶数时. 

引理 1 771 阶差分可以按照下列公式通过函数值来 表示： 

m 

j=o 

这里是牛顿二项式的系数. 

证明采用数学归纳法.由（1)，当 m = 1时关系式 （2) 成立.假设结论在 m 二/ 
时成立，我们有 

I I 

(-iyCjfi^i-j-^2 (-响 fM-r 

j=0 j=0 

合并同一八的系数且应用等式 

c/+cm 

对于 A /+1 /, 得到所要求的表达式.引理得证. 
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从 （2) 得知，有限 差分算 子是线性的.特别地•由 （2) 有 

△ 2 /i = 乂 + 2 — 2/i 十 1 + /i ， 

△ 3 fi = fi+3- 3/j+2 + 3/<+i — /“ 

△ 二 .fi 十 4 — W+3 + 6/,+ 2 - 4/j + i + fi ， 


引理 2 当 叫三 .r 0 + i /7 时.下列等式成立 


fll 


/2 


h 


m ! 


证明 采 W 数学归纳法.当 m = 


吋有 


+ 1 - fi fl 


•» 

假定 （3) 对于所有 m < /均成立.我们有 

/( 而 +1;_ 


J: |+l — 


i +1/2 

7T~ 


• ■ 


f ( 工 i ; • • ’ ； 而 +Z+l ) 




:/r /+ / +1 - Xi 


ti+i+l/2 ~ ^i+L/2 1)/2 


一 h l l\h(l 

于是， （3) 对于 m = / + 1 也成立.引理得证 • 


1) 


" /+L (/ + 1 ) 


⑶ 


rll (5.4), 我们有 f[Xi •，… ; x i+rn ) = —~~这里而 ^ C ^ .^7,+m . 将此等式与 （3) 

fJl' 

式比较，得到 ' 

△ m/i = V ' fi + m = S^f^ m/2 = f^ m/2 = / ， / ( 爪 )(0. (4) 

推论 n 次多项式的 r ?, 次有限差分等于常数，而更高价差分等于零. 


我们来研究某个值/,的误差对不同阶差分的影响.以 .A + e 代替/,,则有差分表 


fi-2 

fi 

fi+l 

fi+2 


fi-3/2 


ft-1/2 
fi+l/2 ~ 6 

fi + 3/2 


ft 1 + ^ 

/f - 2. 

./?+l + 已 


我们看到，按照 （2). 对于 m 阶差分，误差以系数 （-1 VCA 放大.如果函数足够光 
滑，那么其不很高阶的差分可能很小.同时，值 C ^ e 将显得相当大.通过觇察差分表可 


以指岀包含误差的函数值，并对其进行修正. 
建立差分表时同样可以发现误差.例如.设 


f l/2 = 1 . 10 5 ， / ； 5/2 = 2-10 5 , /!/ 2 = 12 . 10 5 ， 

疗 /2 = -23. 10_ 5 ，/ 心 =11 . 10- 5 ，/? 1/2 二 1 • 10- 5 . 

如果某 个值乃 包含相对较大的误差 t 则在三阶差分中它一定以6,-3£,3£,-£的形式 
出现.在所研究的情况下，除 f “ A /2 外三阶差分实际上等于零,而这些非零值近 
似具有形式6 - 2^其中 e 二11 .10- 5 .这使我们想到，在计算值时有误差，从而 
导致在计算三阶差分时也有误差.这种方法被广泛用于手工计算时消_汁算器的随机误 



§11. 带有常步长的函数表的插值公式 
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差，也用于计算机应用的初期，那时计算机的可靠性很低.在计算机应用的初期.消除不 
可靠性采用一般建议是两次求解问题，在结果不同时应该重复计算，直到两次计算的结 
果一致. 

函数表的上述修正方法可以在这种情况下使计算量减半. 

假设需要建立某个光滑函数表，其每次计算的代价非常高.为了避免两次计算每一 
个值，我们首先一次计算出整个表格，然后（手工或借助于计算机）建立差分表并找岀需 
要修正的值（或者再次计算，或者采用上述修正方法).当前，所描述的方法可用于揭示测 
量结果的误差. 


§11. 带有常步长的函数表的插值公式 


带有常步长的函数表最常用，我们给出具体的计算公式.如果插值节点位于要计算 
其函数值的点 x 附近，那么在 （3.1) 的余项估计中的中间点(：也与 x 接近.这样，在点 
. X 的邻域内选择节点时值/ (n) (C) 不会发生很大改变. 


于是，对误差值的影响起决定作用的是值 


71 


Un ㈤I 


n 


X — Xj 


即点: c 到插值节点距离的乘积.如果我们取 n 个接近于的点作为插值节点计算 /( x ), 
则值 \ co n ( x )\ 将很小.为此，当 n = 2/为偶数时，应当在 X 的左边和右边各取/个节点. 
当 n = 2 Z + 1为奇数时，应当在: c 的左边和右边各取/个节点，再在: r 附近取一个节 
(. 如果点 z 位于表的端点附近，就要略微修改上述做法. 

在表的起点或终点做插值时，应该把插值多项式写成向前或向后插值牛 顿公式 I 设 
L n (. x ) 为以 x - o ,*-- , x n _ x 为节点的拉格朗日插值多项式.由 (5.3), 我们有 

L n {x) = /(x 0 ) + f(x 0 - xi)(x - Xo) + - h /Oo; • • • -^o) ..•($ — X n - 2 ) - 

做变量代换 X = xo -f hi 并按 (10.3) 化为有限差商，我们得到 

n-1 


L n (.x*o -f ht ) 二 /o + / 1/2 f + … + ./ (n _ 1 )/2 


余项 (3.1) 表示为 


(77-1)! 


⑴ 


f(x) - L n (x)= 产 )(0 


t(t — 1) - - (t — (n — 1) )h n 


n\ 


公式 （1) 称为 向前插值牛顿公式. 如果我们在以 x () ^_i 
项式中做同样的变量 代换： 




(n — 1) 


为节点的插值多 


Ln ( 工） = f ) + / ( 工 0 ; : r 一 1 ) (X — Xq ) + ••• + / (3,o ; • • • ; T —( n — 1 ) ) (X — Xq )••’(；/: 一 X — ( n — 2 )) ， 

则得到向后插值牛顿公式 

n -1 中 + 1) … （t + (n - 2)) 


L n {xo 4- ht) = /o + /Ii/2^ + •••+/] 


(n—1)/2 


它的余项为 


(n-l)! 


⑵ 


/㈦ -L n (.) = /(， 哗 + 1) 卜電 . 
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特别地，可以用这些公式来建立微分方程的求解方法.与差分表一样，有限差分表也用于 


导数的估计.如果/⑻ ㈤ 连续， 则成立等式 lim d 

h—♦O 


Mn , 这里 4 


max 

a ^ x 7n ^ nh 


AVm 

h n 


max 

[a,fa] 


f { n ) ( x ). 因此，对于较 小的" 可以取 M n a a !:. 


降低逼近函数多项式的次数具有特别重要的意义.取插值多项式的线性组合，有时 
可以达到降低多项式的次数而又保持精度的目的.我们来研究这种函数逼近方法的最简 
单情况. 

要求在区间上用一个二次多项式来逼近一个函数.取节点序列 x „： r 7+1 , 
和 Xg + i , X (? , a ： 9 _ h 2 1 ^- l , 写出在节点为 X q - i ， X q , X q + i , X q ^2 处的三次牛顿插 
值公式.我们有 

f ( x ) = Pi ( x )^ r l ( x ), (3) 

= /( 工 t/) + f{^q^q+l){x - X q ) 4- f(x q \X q+ i ： X (l -i)(x - X q )(x - X q+ i) 


r l (: c ) 


+/(x r/ ; x q+ i\x q -i\x q+2 )(x - x q )(x - x g+1 )(x-x g 

/ ⑷ ( Cl ) 

' -{x - x (l -i)(x - x q )(x - x q+ i)(x - x 9+2 )； 


⑷ 


4! 


f(^')= 巧 0 ) +r 2 ㈤ ， 

P ： s ( x ) = /( Xg + i ) + f ( x q ^. l ； x q ){x - Xg + 1 ) + - X q+l )(x - X q ) 


,2 


㈤ 


f 7 ^ i 2 i ^q— 1) (*^ _ 上 g 十 1 )(上 — *^q) _ ^ q+2 ) 

/ ⑷ ( C .2) 


⑸ 


4! 


(x - x q -i)(x - x q )(x - x q+i )(x - Xg+2). 


因为在四个节点处与函数相同的三次插值多项式唯一，所以 

巧 ㈤ = P 3 2 ㈤ ， r \ x ) = 7 , 2 ( x )， / (4) ( Ci ) = / ⑷ ( C2 ). 

取等式 （4), (5) 的平均值.因为 Pi ( x ) = Pi ( x ), 所以左边将是多项式 Pi ( x ). 在计算右 
边时取相应项的平均值.引人记号： x q+l/2 = 

得到 


W 2, = (/f + /仏)/2,我们 


^3 (*^) ~ "/q+1/2 + /J+1/2’ 7 1 (. r _ . 2 〜 +1/2) 

+ ^ 《 +1/2 "-〜 -^+l)(^-^) 

^\fl+l/2 hr '\ X - X q)( X - X q^l)( X ~ %+i/2). 

以 B 2 (x) 记右边的前三项，则关系式 （3) 写成 
f(x) = B 2 {x) + R ( x ), 

万 2( 工 ） 二 "/< /十 1/2 + /J+l/2" 1 ( 工 — J :g+l/2) + "/f+1/2" ( r - x q)( x ~ J: (/+l )，（ 6) 


i?(X _) 二 /J+l/2,’ ， ( 工 — 工 — .4+1)(..’: _ ^'q+l/2 ) 


4 * 1/2 

/ ( 4 ) ( 0 ) 

24 


(rr - x q -i)(x - x q )(x - x q+ i)(x - x q+2 ) - 


⑺ 


多项式 B 2 (x) 称为 贝塞尔插值多项式 . 从常规角度来看，这个二次多项式不是插值 
多项式，因为它与 /(： r ) 仅仅在点 x q , x q ^ j 相同. 




§12. 函数表的建立 
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下一节将看到，同直接使用二阶插值多项式相比.使用贝塞尔多项式具有一定的优 

越性. 


§12. 函数表的建立 


我们来研究下列问题.要求建立某个函数表，使得在用给定的 m 次多项式对函数值 
进行插值时的误差不超过&在这种情况下，我们说函数表达到 m 阶插值(带有误差幻. 
对于广泛使用的函数表，通常只需要1阶插值即可，即 线性插值. 从中学课程就知道的布 


拉季斯 ( Bradis ) 表是这样的一个例子.今后我们将研究常值步长函数表的情况. 


为借助于这样的函数表来汁算函数值 f ( x ), 取点： r 的左节点％和右节点 . r q+1 : 
. r (/+1 (它们接 近于: r ); 然后用以它们为节点的一次插值多项式代替 f ( x ) (为 
方便起见 i 己 : r = % +认)： 


这个公式的误差为 

其中 


f 、 x ) 2 L 2 、 x ) = f q + f ( l +1/2 t 


/"(C)" 


2 咐 _ ” 
~~2~~ 


^ q ^ C ^ ^ (]+ 1 - 


如果 


max ir(c)i " 2 max 


叩 一 1) 




则这个误差值不超过 r 当尤 
只需满足条件 


-时 max 
2 [ o . i ] 


卟 -1) 
2 


达到最大值且最大值等于 I . 这样， 


max |/ /, ( C )|/? 2 /8 ^ e . 


( 1 ) 


假定我们想在 [0, tt /2] 上给出函数表 sinx 或者把它输入计算机，使得线性插值的误差 
不超过 0.5. 10~ 6 .因为 max |( sin . r ) ,/ | < 1,所以从 （1) 推岀函数表步长的要求为 

h 2 /8 ^ 0.5 - 10~ 6 ,或者 /?. < 0.002. 

达到线性插值的要求常常是相当强的，可以用二 次插值 （即二次多项式插值）来代 
替线性插值.二次插值的简单情况是基于三个节点的拉格朗日多项式插值.让巧为接近 
x 的节点，即> — 彡 h /2 . 我们有 

/(^) - ^( X ) = f q + fg +1/2 t + ⑵ 

这个公式的余项为 2 

/(x) - L-s(x) = / (3) (C)h 3 ’“ 。 , i) . 


为使函数表容纳二次插值 （2)， 只需满足条件 


max 


|/ (3) (0 


h 3 max 

t ( t 2 - 1) 

m 彡 i /2 

6 
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I 一人 1为 max 

UK 1/2 


卟 2 - i ) 
6 


16 


，则对步长的要求可以写成 


max 


/ (3) (0 




(3) 


0.5 - 10一 6 的具体情况中,我们得到 /I < 0.02. 


在 . f ( x ) = sin x , £ = 

研究另一个用二次多项式代替函数的方法.设 : r G ( x q , x q+l ), x = x q ^~ hi . ii 

/( X ) ~ 万 2㈤ ="/g+1/2 + ./^+l/2 ( 卜 1/2) + ⑷ 

即用基于节点 X q - uX q , X ( 1 + \, X q + 2 建立的二次贝塞尔多项式 (11.6) 代替函数 /(O'). 依 
据（11.7)， （4) 的余项为 

f^ l/2 t{t ~ Dp 爲 /⑷⑹" 4 ^^ 2 ) . 

因为 f ' Ui /2 = ^ 3 / (3) (0,则为了按照公式 （4) 进行插值，只需要满足关系 


max 


因为 


/ (3) (0 


rj 

li max 




6 


+ max 


/ ⑷ (c) 


/ i 4 max 

o ^ t^i 




24 




max 


中 -1)(/-1/2) 


1 

- max 

72V3 


24 


3 


128 


所以如果 


max l/ (3) (c)i": 3 . 3 max 1/ ⑷ (c)i" 4 


72 V3 


128 


(e 


⑸ 


则插值公式 （4) 是容许的.当 /7 较小时，第一项是主要部分，它比 （3) 的左 边部分 小 
9\/3/2% 7.794 …倍，于是，满足 （5) 的步长 / i 可以取为满足 （3) 的步长的^9\/3/2 ^ 
1.98 倍.在所研究的例子中，条件⑹具有形式 

" 3 /72\/5 + 3" 4 /128 < 0.5 - 10- 6 . 

解这个不等式得， h <知二 0.038.... 注意： 在手工计算情况下，由于这个数“不够整 
齐”，步长 A = 0.038 不方便.因此.在建立函数表时取更小但“更整齐的”数 0.03. 

在多维情况中，有时适当提高使用的插值多项式的次数. 


§13. 关于插值的舍入误差 

假定选择了某种插值方法.上面我们得到了用多项式替换函数时的误差表示.但是 
还存在一种导致误差的原因，它是由这些函数值舍入产生的.假定要求按照公式 

TI 

j =^ 

计算函数值/( X )，这是我们所研究的插值公式的一般形式.因为实际上给定的值不是//, 
而是其近似值/; = // +仍，结果得到值 

n n 

f*(x) = fjPj ( x ) + T h Pj( x ). 




§14. 插值工具的应用.反向插值 
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如果已知％的变化范围，则可以估计误差 

r\ 

7 = 1 

的上界，例如，在条件 M 彡 n 下我们有佔计 

71 

| e | ^ ?/ A (. r ). A (. r ) = E 剛 i . 

值八有可能相当大. 

习题1 对 f ( x ) 按照节点 . r 7 . = -1 + = !.••• , n 进行插值.证明 

' 77 — 1 

2 n 

max A ㈤ 彡 const 

[-M] 

习题 2 证明： 如果插值节点与切比雪夫多项式的零点相同.则 

max A ( x ) ^ const - In n . 

[- i . i ] 

如果我们在 X 0 < .r < X! 上通过以为节点的插值来计算值 /(X )，则 
^o(^) = — —■— « A(*r) = -- —• 且 " （ |Po(:f)| + |Pi(x)|) = q. 

: Ti — •!：() 刃 1 — J.o 

这样.对于线性插值.由函数值的舍入引起的误差不会超过这些值的误差. 

在手工 H •算时期应用的大量插值公式之所以存在.其部分原因恰恰就是为了寻找产生最 
小计算误差的算法. 

§14. 插值工具的应用.反向插值 

插值多项式可以用于解决下列问题. 

假定要求寻找函数的极值和极值点.首先以大步长建立函数表，由此可以看出极值 
的位置.在假定的极值所在区域内.用插值多项式逼近函数并找到它的极值点在这 
个点的邻域内以更小的步长建立函数表，由此可以修正极值的位置，并不断 重复. 插值多 
项式次数的选取要使得极值点能以显式确定.在一维情况下可以选取二次拉格朗日插值 
多项式.或者二次贝塞尔插值多项式.或者二次插值多项式.在多维情况下，函数通常用 
二次多项式来近似. 

在实际过程中，从近似点 A 或者下一个近似点 P 2 的邻域开始不再建立详细的函 
数表.而是在已有近似的邻域内用最少量的点来建立插值多项式. 

所描述的方法是寻找多元函数极值时最广泛使用的方法之一. 

在一维的情况下，有时在计算值 f ( P ri ) 之后不再额外计算任何新的函数值，而是使 
用这个值以及以前计算的值来进行插值. 

另一个可以应用插值工具的典型问题是寻找方程 f ( x ) = d 的根 X . 

设这个问题的解法是相同的.建立函数表， rfl 此粗略确定方程的根所在的位置，然后 
以更小的步长建立函数表.并不断重复. 
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如果函数的计算量相对不大.则在计算过程中不宜采用高于二次的插值多项式否则 
会出现寻找多项式根的问题.而这本身需要相当大的算术运算量.如果函数的计算量大, 
则增加插值多项式的次数可能更有利. 

当在 u = d 的邻域内 f ( x ) 的反函数 W ' y ) 相当光滑时，应用反向插值可能更方便. 
下列算法称为反向 插值. 假设已知函数值队= fM , i = 这个信息等价于已 

知反函数的值 A = g [ y t ). 在容许对变量 y 进行插值的条件下可以用满足下列条件的插 
值多项式 L n ( y ) 来替换反函数 g ( y ): 

Ln{Vi ) = i — 1, * • * , 71, 

且让 X = 2 L n ( d ). 如果我们对方程当 d 充分大时的解感兴趣.或者期望获得方 

程 f ( x ) = d 的解关于参数 d 的显式表达式，那么这个方法是特别方便的.如果插值节点 
/ yi , ••- , Vn 不能保证需要的精度，则让= L n ( d ), y n+ i = /( x n + i ). 进而，根据情况 
适当用插值多项式的值来替代 g ( d ), 而插值多项式按照插值节点 yu ... ， y n + i 或者其中 
的接近于^的一些节点来建立. 

§15. 数值微分 

对插值公式微分可以得到简单的数值微分公式. 

假定已知函数在点 X!,... ,X n 的值，要求计算导数 f ^( x 0 ). 我们来建立插值多项 
式 L n U ) 并取 f { k ) ( xo ) ^ L ^( xo ). 也可以完全类似地用其他类型的插值多项式，比如 
贝塞尔多项式的导数来代替函数的导数. 

建立数值微分公式的另一个方法是待定系数法，它可以导出同样的公式.这个方法 
广泛应) H 于多维情况，这时插值多项式的计算并非总是那么简单.在选取数值微分公式 

/㈨㈤ (1) 

i=l 

m 

的系数时，应使公式对尽量高次的多项式精确成立.取/( X ) = 且要求关系 

•7=0 

式 （1) 对于这个多项式变成等式 

m n I m \ 

j=0 Xo 1=1 \j=0 J 

使等式对次数为 m 的任意多项式成立的充分必要条件是左右两边关于巧的系数相等. 
因为 

( W ) = j ( j - l )，..( j - A * + l ) xH ， 

则可得关于未知数 Q 的线性方程组 

n 

j{j ― 1)... (j — 七 + = 二 ° i x i ， j = 0, ••- , m . (2) 

如果 7 〃 = n - 1, 则方程的个数等于未知数的 I 数.方程组的行列式是范德蒙德行列式. 



§15. 数值微分 
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因此不等于零.这样.总是可以建立 具有〃 个节点的数值微分公式，它对于 n - 1次多 
项式恰好精确成立. 

当 m = n - 1 且节点位于确定位置吋，等式 （2) 有时也对 j = n 成立.这通常岀现 
于节点关于点: r G 对称分布的情况. 

在下列习题中，为简单起见取= 0. 让节点 a 关于恥= 0对称分布 ，即 a = - x n , 

X2 = — x n -\ 等等.如果 n = 2/ + 1 为奇数，则 1 = xo = 0. 

习题1 设 k 为偶数（特別 地，々 可以等于零.于是问题变为插值问题). 证明〜 = 
^1 - ('n — 1 = ^2 ? '般的有 Cri - t-l ~ k . ~ ^ k - 

山此对称性，证明公式 （1) 对于任意奇函数自动变为等式.特别地，当 n 为奇数时, 
公式 （1) 对于 F 成为等式.因此，它对于任意 n 次多项式也成为等式（因为根据其构造 
方法.它对于任意 n -1 次多项式已经是等式). 

习题 2 设 k 为奇数. 证明 c n = - ci , c n -i = — c 2 , • • • , 一 般的有 c n + i_ fc = - c 卜 
如果 n = 2/ + 1 为奇数,则当 A . = / + 1 时有 Q+i = 一 cz+i, 于是 Q+i = 0. 

山于此对称性.证明公式 （1) 对于任意偶函数自动变为等式.特别地，当 n 为偶数 
时，公式⑴对于 W 成为等式.因此，它对于任意 n 次多项式也成为等式. 

这样，若节点 关于邱 对称分布，且 A : 为偶数 n 为奇数，或者 /c 为奇数 n 为偶数， 
则公式 （1) 对于高1次的多项式正好是等式. 

数值微分公式的对称性可用于减少在建立公式时需要求解的方程的个数. 

假定要求建立数值微分公式 . 

/’(()) a cxfi-h) -f c 2 f(0) + c 3 /("), 

它对于二次多项式成为等式.在此情况下，方程组 （2) 变为 

0 = Cl + C 2 + c 3 , 

1 = Ci (-") + C 3 ("), 

0 = c\(—h) 2 H- C 3 (/i) 2 , 

求解后得到 ^ = - l /(2/ i ), c 2 = 0, c 3 = l /(2/ i ). 应用对称性，并立即在公式中取 c 3 = 
- d , c 2 =0,则方程组的第一和第三个方程自动满足，而第二个方程变为1 = 2 C3 /i .，即 
C3 = 1/(2"). 于是， f ⑼ s (m - /(— "))/(2"). 

习题3 设所有点％与点: To 之间的距离为 0(/1), 其中/ I 为小量.证明，当 /㈤ 
光滑时，数值微分近似公式 （1) 的误差具有数量级 0(/ 严)，其中 m = Z + 1 - A :， /为使得 
公式成为等式的最高次多项式的次数. 

我们用同样的节点来建立二阶导数的近似计算公式： 

广, ⑼& cif (- h ) - hc 2 f (0) - hc 3 f (/ i ) 
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从公式对于1，1 P 成为等式的条件可得到方程组 


0 


0 


= Cl + C 2 + C 3 , 

Cl (-/?.) + c 3 (/ l ) 

二 h ? 1 
h 2 h 2 

x C 1 Y +C3 T 

一 h 2 • 

解这个方程组，得到 Cl = c 3 二1, C2 二 -2 以及相应的近似公式 

广⑼ ％ 泄 - _ 2/(0) + /(-") • 

h 2 


(3) 


我们不必怀疑所获公式的正确性.公式右边表达式为 fS / h 2 = A 2 /- i // i 2 , 依据 (10.4), 
它等于值 /〃( C ). 二次多项式的二阶导数为常数，所以对任意: r 有 fljh 2 = /〃( C ) 三 /〃( x )， 
特别地 fS / h 2 = / 〃⑼. 


所建立的公式对于任意三次多项式也恰好为等式.如果在 （3) 的左边和右边分别代 
入函数 f ( x )= x \ 则两边都变成零. 

我们来估计上面建立的近似公式尸⑼= (f(h)- f{-h))/(2h) 的误差.在泰勒公式 
中取三个展开项和余项 

/(") = /(()) + "/’⑼ + ~^~/"( o ) + j / , "(€+)， 0彡 （+ 彡 / i , 

/(—") = / ⑼—⑼ + ~ y /" ⑼— —’ 1 彡 €-彡 0. 

n 

引入记号 R k {f) = / ⑻ ( x 。） -Y^Cif(xi), 我们有 

_ = m — lf h , 丑 

/(0)+ "/’(◦) + 譬广⑼十答 /D 

—(/ ⑼ - hf\0) + 譬 /"(O) - /(2H) 




(/' ⑼ + ? 



U + /D 

2 




=_ 匕， a = 


ft a 位于 f " (“）与 /"(< e _) 之间.因此，由罗尔定理，在区间 u +] 中可以找到 < e ，使 
得 a =尸〃⑹.这样，最终有 。 

^ i (/) — - j /"’ ⑹， —h ^ C ^ 

我们来研究近似公式 （3). 首先假定我们不知道它是否对于任意三次多项式都成为 
等式.取泰勒展开式中的三项 2 3 

f(±h) = /(0) i hf(0) + yr(0) zt f /"% 土）， 


§15. 数值微分 
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得到 

rm ) = r ( 0 ) - 

= /" ⑼—/⑼ + hf(O) + yr(0) + - 2/(0) + /(0) - hf(Q) 

+ y /" ⑼ — 誓 r (“] / T 2 

— - & w +) - n —)). 

如果 f ( x ) 为三次多项式，则 r \ x ) = const , 因此 R 2 ( f ) 三 0. 这样，从误差表达式中我 
们看到，公式 （3) 对于所有三次多项式变为等式.由拉格朗日定理有 

/ /,, (^)- r , (^-) = ( e - f -^-)/ (4) ( o ? 

其中？ e [ n ]. 同时 e e [一 M ]， 由此可得 o d - K 2 Ji . 这样, 


《+ — 4 - = 0 - 2 h , 其中0彡沒彡1，且 

尺 2(/) = — 沒^/⑷⑧，00<1. 

如果在泰勒展开式中取四项： 

f (士 h ) = f ⑼士 hf ⑼+ 譬/"⑼士答广⑼+盖 / (4) (e 士)， 

则得到误差表达式 


Mf ) 


h 2 "⑷ D + /( 4 )( e —) 


12 


与导出一阶导数误差估计的讨论一样，我们有 

尺 2(/) = - g/( 4 )(a h . 

在带有常值步长 x n = x 0 + nh 的网格上给定函数，我们列出一系列数值微分公式 

RiU ') = ^ y / ( n +1) (0^； 

/ / ( d 一「丄 

- 7 '； 1 (4) 

/»/「 1 史 |/i " 2 ， rm ) = ^ I / (n+1) (o^- 

•7 = 1 • 

我们称之为单向数值微分公式.在 （4) 的第一个公式中，所有节点满足条件以 > 吻，在 


第二个公式中则满足 .Tfc < X 0 . 在这些公式中，最常用 的是: 


, / (^ o ) - 


^ jifl ； 


fl ) 


— / (工 2) + 4/($ i ) — 3/(. tq ) 

2 h , 


和 


n 二 




f -1 /2 . f ( x o ) — f( x 


” •， v u/ h h 7 

. r , r X . 1 , 1 f 2 X 3/( a ; 0 )-4/( x _ i )- j -/( x _ 2 ) 

n = 2， / { x 0 ) - ^(/- i/2 + ^ J - i ) = - ^ - • 

这些微分近似公式常常用于求解近似处理边界条件时出现的微分方程.给岀对称公式的 
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例子: 




1 (~1 ) J 


尸 （ 工0 


2 


% h 


E 


2 


3 

2 


2 


2 


j=0 


(2 j + l )! 


2./+1 

1/2 


/?!(/) = (-1) 


3 

2 ； V 2 


2 


2 


最常用的特殊情况如下: 


( 2 / + 1 )! 


尸 (2 Z +1) ⑹"气 


1 = 1 ， /Mxo + ^U^ 2 /(3：l) - /(j：o) 


h 


(上面已用另外的记号表示)， 


/ = 2 ， r(,m 


二阶导数公式写成 




-/(2/ i ) + 27/(/0 -27/(0) + /(-/0 


2 24 Jl/2 


2 Ah 




余项为 


J 


(2j)! 


凡 2(/) = 


W 严 


最常用的特殊情 况为: 


i = h /» 


ll — / ㈨ ― 2/(0)+ /(-") 


h 2 


h 2 


2 . /» 


〜 P {’ 0 — 12'^° 


~ f (2 h ) + 16/(") - 30/(0) + lG /(-/ i ) - f (-2 h ) 

Vlh 1 


对于高阶导数，使用 (10.4) 可以得到简单的祖略逼近.当 0 < j < A •时，我们有 

瓜= 严 ㈣ ―= /〜)(々）— f { k \ U . k ) = 0(/0- 



最常 W 的特殊情 况为： 单向数值微分公式 

A Vo 


严 )(0) 


八/2严， )(0 卜 V ” 0 


•k 

- fc /2 


/A — /A ， J 、、"〜/〆 h k . 
它们有 0( h ) 量级的误差，以及对称的数值微分公式.当 A ; 为偶数时 


/⑻ ^ / W ， 


当 A : 为奇数时 


/㈨ 




fl /2 + /- 


1/2 


2 h k 


这些公式具有误差 0(/ i 2 ) .当 A = 1，2时，这些公式正好是上面列出的公式. 


在从近似等式 


f { k ) ( xo ) ~ L ( n k ' x 0 ) 


导岀数值微分公式时，对 (5.1) 中的余项进行微分，同样可以得到误差估计 




Ln ^ Xo ) + (/(X;Xl; … ； X n )u n {x)) (k) \ X0 . 



§16. 关于数值微分公式的计算误差 
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为获得具休估汁.需要应用莱布尼茨法则并证明等式 




)) 


⑷ 


(Af ( 工 ; 


X\ X \ ; 


<?+] 次 


§16. 关于数值微分公式的计算误差 

在求解一个控制问题时会出现下面的情况.对物体的控制的选择与它在给定时刻的 
速度有关.而速度按照简单的数值微分公式计算，即速度等于物体坐标增量与相应时间 
间隔价之比（为此需要测量物体在先后两个时刻的位置). 

在直接 构造控制系统之前，借助计算机细致模拟了该系统的 运行： 物体的坐标取成 
带有随机测量误差的值等等. 

数值实验表明.物体总是剧烈地改变运动方向，需要的运动控制不能实现.但是.减 
小时间间隔&不能改善情况.在这个具体例子中.若提高先前假定的时间间隔&至100 
倍，则问题得以解决，但这降低了控制系统的价值. 

问题在于.减小方法误差（在这里是减小数值微分公式的误差）常伴随着原始数据 
误差和 il •算误差的影响的增加.对于数值微分问题.这些误差的影响在解题方法的误差 
达到适当值时就已经出现了. 

为确定起见，设值 f ( x 0 ) 由如下关系式 给出： 

• f » (/(^ i ) - f { x 0 ))/ h . 

根据（15.4)，这个公式的余项具有形式 

n - - nOh /2. 

设 l /〃( Ol < M 2 ，则 \ r 1 \^ M 2 h /2. 

如果函数值 f(X t ) 已知，但带有误差 6 i ， |心| < 则 
f ( x Q ) 的误差将包含补充项 

T2 = -(^1 - | r 2 | ^ 2 E / h . 

为简单起见.在实际计算 （1) 的右边时忽略四舍五入.则有 
误差估计 

| r | 彡 \ r l \^\ r 2 \^ g { h ) = M 2 h /2 + 2 E / h . (2) 

为使误差较小，必须使/ I 较小，但减小 h 的同时，第二项增 
加（图 2.16.1). 

从方程 c /( h ) = 0得到 g ( h ) 的极值点峋= 2 v ^7 M 2 , 然后得到值 g ( ho ) = 
2 VAhE . 这样，尤论怎样的/?,都不能保证结果误差的量级为 o ( VE ). 

误差 q 的产生是由于所给的函数值存在误差，例如函数值是通过测量或由某个近 
似公式计算得到的情况.因为这些值在输人计算机时还要进行舍人.所以应该认为五彡 
const -2-^. 其中/是有效位数.于是，我们在最好情况下可以以一半的精确位数得到 


⑴ 
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m ). 


在应州史高阶精度公式时，情况会有所改善.假定导数2/ ( fc ) W 由公式 





CjVj 


/ h \ 




⑶ 


计算，余项为 0 ( h l ). 上面研究的所有数值微分计算公式可以写成这样的 形式： 分母为 / i fc ， 而 
分子中的系数具有量级 0(1) .由 （3) 式右边的误差所导致的误差可用量 const •/?//' 来估 
计.这样，我们有 

\ r \^ g { ( h ) = A l h l ^- A 2 E / h k , 

它取代 （2). 右边当//的量级为时达到最小值,在此情况下右边本身具有量级 E 1 ㈣ 、. 
这样， 随着/ 的增 K . 相对 于五的 误差阶增加.在此情况下，相对于最小误差估计的步长值变 
得越来越大，当然.应当注意山和 A 2 可能随/的增长而增加，所以只让/在一定范围内增加 
是明智的. 

有时会有这样的情况，提高数值微分计算公式的精度不能导致期望的结果，这时可以应 
用预光滑方法.但是，有一组方法以数理统计思想为基础.对大量函数值进行研究，可以降低 
其值的随机误差.近来得到推广的另一组方法使用了正则化思想，在下文中将详细阐述. 


17. 有理插值 


在许多情况下，使用有理插值可以得到高精度的近似.给定 /( xx ), ••-，/ ( x n ), 采用 


以下形式来逼近 f ( x ): 


R{x) 


ClQ + Q] + • • . + (lpX^ } 


bo + b\X + 

系数 ( hJh 得自关系式 R ( xj ) = 


p + (/ + 1 = n . 


• • • 


+ b q X q ^ 

1, ••- ,77 , 这一组关系式 ° I 以写成 


P 


Q 


a J X i ~ =0 , 


L 


, n. 


⑴ 


o 


方程组 （1) 由包含 n + 1 个未知量的 n 个线性代数方程构成. 

当 n 为奇数且 p = 和 n 为偶数且 p - <7 = 1时，函数尺 (2:) " j 以写成显式形式. 
对于这种情况，应该计算由条件 


( X /; Xfc ) 


XI - x k 


和递推关系 


厂 （以； … \Xl) 


/(X/) - f(x k ) 


XI - x k 


/-(Xfc+l ； ;X/) - f-(x k •，… ； X/-i) 

定义的所谓反向差商.插值有理函数写成连分式为 

f(x) = f(x l ) + X ~ Xl 


/-( xi ； x 2 ) + 


X - X2 


/-(X1 ； X 2 ； J ； 3) + ••• + 


X - x n _i 


f ( 工 1; ^n) 

在函数具有奇异性（在一些孤立点有剧烈变化或导数具有特殊性）时，使用具有适当节 
点的有理插值常常比插值多项式更适合. 
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第三章数值积分 


本章探讨近似计算一维积分的一些方法.首先建立一些最简单的公式来近似计算区 
间上的积分.这些公式称为一 维求积公式. 多维情况（积分的维数大于 1) 的积分近似计 
算公式叫作多 维求积公式. 

通过提高求积精度的阶（即提高可以精确求积的多项式的次数）、区间的划分以及 
将带有“奇异性”的函数的积分转化为更光滑函数的积分，研究了提高积分计算精度的 
问题. 

以数值积分的案例解释了标准程序和算法的要求，它们构成数值积分的基础.给出 
了一系列数值积分标准程序的描述. 


§1. 最简单的一维求积公式.待定系数法 


最简单的一维求积公式可以通过直观方法得到.让我们计算积分 

b 

f(x)dx. 



⑴ 

如果在所研究的区间上 f(x) ^ const , 则可以取/ ^ (6 - a )/( C ), C 为区间 [ a , 6] 

上的任意点.自然地取区间的中点作为 C , 则得到矩 形公式 

/ * \ 


+ b 


I ^ (b — a)f 

假定函数 f(x) 在区间 [ a , b] 上近似为线性'的，则自然地以高为 (6- a ), 两底为 /( a ) 
和 /(㈠ 的梯形的面积代替积分(图 3.1.1). 我们得到梯 形公式 

I^ {b -a) f{a)+ 2 m : 

如果函数 f(x) 近似为线性的，则从直观的考虑可以看出，矩形公式也应当给出不差的结 
果.事实上，0 _ a)/ ( 是高为 b-a、 中线为/ ( 的任意梯形的面积，它 


等于以函数图像在点 


2 

a 十 b 


2 


的切线为一条边的梯形之面积（图 3.1.2). 


2 …乂 2 

更复杂的一维求积公式如同数值微分公式一样也是借助于待定系数法或者插值工 



§1. 最简单的一维求积公式.待定系数法 


• 0 O • 


/⑻ 



图 3.1.1 


f(ci) 


a 


“ 十 b 


b 



[?l 3.1.2 


具建立起来的. 

我们研究用待定^数法建立一维求积公式的一个最简单的实例.建立一维求积公式 

/ f { x)dx % 5(/) = ci /(- l ) + c 2 /(0) + c 3 /( l ) ; 

它对于尽可能高次的 i 项式成为严格的^式.求积误差 

R ( f ) = J 八工恤 - 5(/) 

m 

是一个线性泛函，且当/ = 时有 

j =0 

m 

R ( f )=^ y ] R 、 xj 、. 

因此，需要在丨值尽可能大的情况下满 足+列 等式： 

/?(1) = 0, ... ， R ( x l ) = 0. 

我们得到方程 

R(l) = 2 — (ci H- 6*2 -f C3) = 0, 

R { x ) = 0 - {-ci -f c 3 ) = 0, 

R ( x 2 ) = ^ - (ci + c 3 ) = 0， 

/?(x 3 ) = 0 - (ci + C3) = 0, 


因为需要确定 3 个自由参数.所以一般说可能只需解前三个方程，由此得到 

1 4 

ci = c 3 = c 2 = 

在这个具体情况中，第四个方程自动满足，且我们得到的一维求积公式对于二•次多项式 
正好成为等式，这个公式叫作 辛普森公式. 

一般说来，要计算的积分并不定义在区间上，而是定义在任意区间上.将 
积分区间转化为 [- M ] 的方便之处在于，这时建立一维求积公式的算术运算更 简洁. 

m 

有时被积函数不能很好地由多项式来近似，而是由形如线性组合的所 
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谓广义多项式来近似，其中 w [ x ) 为某些具体的线性无关的函数.于是，由待定系数法建 
立的求积公式对这类函数正好成为等式. 

当 f ( x ) 能很好地用表示成某个固定函数 p (: r ) 与多项式的乘积的函数来近似时，即 
由形如 

m 

a jp( x ) xJ 

j=o 


的函数来近似时，经常用到这类求积公式.在此情况下，函数 p (: r ) 叫作权或者 权函数 .取 
F ( x ) = f ( x )/ p ( x ), 则原积分写成 


建立求积公式 



F ( x ) p ( x ) dx . 


⑵ 






的问题替换成建立如下求积公式的问题： 

rb n 

/ F ( x ) p ( x)dx ~ CjF ( xj ). 

人 j =\ 

前一个问题要求对于所有形如 p ( x ) P rn ( x ) 的函数成立严格等式，其中 P m [ x ) 为 m •次 
多项式.后一个问题则要求对于所有的 m 次多项式成立等式.当所有的 p ( xj ) 不等于 
零也不等于无穷大时.这两个问题是等价的.这些积分中的被积函数在下文中将被记为 

我们来考虑求积公式的误差估计. 


§2. 求积公式的误差估计 

我们来计算积分 (1.2). 如果求积公式对于 m 次多项式 P m ( x ) 精确成立，则 

R{Pm) = I(Prn) - S(P m ) = 0, 

因此，对于任意 m 次多项式有 

R ( f ) = R ( f - Pm )+ R ( P m ) = R ( f - Pm ). 

在 R ( g ) 中估计每一项，得到估计值 

\R(g)\< f 1/7㈤ IIp ㈤ 叫 + 1 彡 v sup|6f(x)|, 

，/ a j — i [a ， b] 

这里 

V = [ \P{ X )\ dx ~^Y^\ C 3 - 

Ja j=l 

因此，对于任意 m 次多项式 P m ( x ) 有 

\ R ( f )\<\ R ( f - Pm )\^ V \\ f - P m \\ c , 



§2. 求积公式的误差估计 
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其中 


11/ — Pm\\c = Slip |/(：C) - P m (x)\. 

Ml 


在估计式的右边对所有 m 次多项式取下界，得到估计 

\R{f)\^VE m (fy. 


其中 


E m (/) = inf ||/- P m | c . 


( 1 ) 


上面建立的简单求积公式和其他一系列更复杂的求积公式均满足 条件： 如果彡 
0,则 q 彡 0. 在我们所研究的例子中 p(x) = 1. 

对于零次多项式，即对于函数/三 1. 求积公式精确成立的条件是 


/( I ) 



b 


当 p(x) > 0且 O 0时有 


p(x)dx = S{1) = ^Cj. 

j=i 




•6 


p(x)dx. 


⑵ 


b 


因此， V = 2 p(x)dx. 利用 （1) 得到估计 


b 


剛 1 C 


p{x)dx E m (f) ^ 2 


p(x)dx 11/ - P m \\ c 


这里为任意 m 次多 项式. 如果取多项式 Rn 为以切比雪夫多项式的零点为节点的 
插值多项式，则基于 （2.9.3) 有 


b 


a 


m +1 


\\f-Prn\\c^ 


2 


ll/ (m+1) llc. 


2 m (m+ 1)! 

对于权 p(x) = 1 和矩形公式、梯形公式、辛普森公式等具体情况，其中所有的> 0, 


有 l / = 2(6- a ) 且 

在一些特殊情况下，例如 m = 1时的矩形公式和梯形公式，由此有 

iwk ^^iinic ； 

对于辛普森公式，其中 m 二3,有 r 

IW)l^^^ll/ (4) llc. 

对于使确定次数多项式成为精确等式#所有求积公式，例如梯形公式和矩形公式， 
这些估计值是同样的.还可以得到这些求积公式更精确的误差估计- 

我们描述一个得到最精确估计的通用方法.我们取函数 f ( x ) 在区间 [ a , 6] 上某个点: r 0 
的泰勒展开式的前 m + 1项之和作为 Pm { x ). 为确定起见，我们取 ： To = a 并考虑所有 
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x T G [ a , b \ 的情况.让 Pm ( x ) 是上述和式， r m (. r ) 为余项: 





我们有等式 


R ( f ) = R ( r m ( x )) = I ( r Tn ( x )) 


取积分形式的泰勒公式余项 


m 


(X) 



(±~T f (rn^ ){t)dt 
ml 


在二重积分 





h 


P(x) 



(X ~ t . r f irn + l ) ( t ) dt)dx 
ml J 


中，枳分顺序为外层对於进行积分，内层对 .1: 进行积分.我们得到 


，(〜 ㈤ ) 



b 


A m (0 / (m+1) W 牝 


这里 


b ( r - t) m 

Km(t) = I p(x)y-- } ~dx 

t ml 



于是，我们得到 


R ( f ) 



b 




-± c，r 

7=1 Ja 


(^J — 0 ,(7n 十 1) 

ml 


( t)df 


让 


(工 j - 0 


xj - t , 当 a 彡 f 时， 


0, 


对于其他的 


使用这个记号将误差 /?(/) 表示为 


R(f )= 广 Q(t) 严 +i) m, Q(t) = Km(t)-j2c j { -^^ 



⑶ 


由 此得到误差估汁 


\ R ( f )\ ^ (乂、 QW ㈣ ) ||/ (m+1) 


C 


如果 Q ( t ) 在区间 [ a , b ] 上不改变符号，则根据中值定理由 （3) 可得 




今后为简单起见取 p { x ) = 1. 


(乂 b Q (㈣ )/ (m+1) ⑹， “ C “ 


⑷ 


(5) 


习题1 取 f { x ) 在任意点的泰勒级数展开式中前 m +1 项的和为 P m ( x ). 
证明在此情况下误差表达式 （3) 保持不变. 
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习题2 设点 a 同定. / ( m+1) (:r ) 在点处连续.证明当6 — a , C 7 

Q(t)dt = 0((b-aY n ^ 2 ), 


00 — a ) 时 


a 


R(f) 



b 


Q ⑷出 / (m+1) («) + 4(6 —« 广 + 2 ) 


其中 Q ⑴由 （3) 定义 • 


作为实例.我们来研究梯形公式.于是 


h (X H 

Q(/ 卜 — -t)= 匕 —” 卜 ) ^ 0 . 



2 


2 


2 


将 cm 代入（5)，得到 


6 


Q(t)dt 


( J ) 一 a ，) 
~~ 12 ~ 


a 


即 


"(/) 


(’)— a) V ⑸. 


12 


对矩形公式有 


Cm = l ~^-(!)_ a) fa + b 


[t — (ci -f- 6)/2) 


2 


2 


M ) 


将 Q ⑴代人 （5)， 得到 

在实际中感兴趣的常常不是误差估计 （5)， 因为它不会带来改进，而更感兴趣的是其 
主项（ • 当 (6-a) 0 时 ) 

/ (m+1 ) ⑷ / Q ( t ) dt . 

J a 

如果对于某个 m ， 相应的积分 j l ， Q ( t ) dt 等于零，则这意味着求积公式对于 m + 1次多 

项式是精确的.在这种情况下要将 m 提高1并对新的 m 验证类似的结论. 

可以采用如下方式计算误差的主项.将 f ( x ) 表示为在某点 ； e [ a , 6] 的泰勒展开 
式中前 m + 2项与余项的和的形式.并且将前 m + 1项结合在一起构成 m 次多项式， 
得到 ? 

fix) = O) + (X ( ~ ； ^y/ (m+1) (^o) + r m+1 (x), 

其中 m 

O ) 二 r rn+1 (x) = o((x- x 0 ) m+1 ). 

1=0 
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由误差泛函的线性性质，我们有等式 

尸 (m+l)() 


Rif ) 


/?((x-:r 0 r +1 ) + /^ m+ 1 ( ； r)). 


\ R { r m + i ( x ))\ ^ V \\ r m + i\\ c 


m + 1 )! 

第一项等于零，因为求积公式对于 m 次多项式是精确的.又因为（在 V < oo 的条件下) 

= o ((“) m + 2 )， 

所以 

是误差 /?(/) 的 主项. 为推导简单起见，在具体计算 R (( x - x 0 ) m ^ 1 ) 时做变量替换 

x — (a + 6)/2 + /? i , h = (b — a ,)/2， 

并研究在点 /. = 0 的泰勒展开式常常是方便的. 


习题3 验证 

{m + 1)! ./a 

习题 4 证明， i?((x - xo ) m +1 ) 与的选取无关. 


在特殊情况下，对于梯形公式我们有 

^( ( x _ a ) 2) = ^-«) 3 


3 


2 


(6 - a ) 


3 


6 


(6 - … 


3 


因此.带有高阶精度的误差 /?(/) 具有形式 


從 /•) 〜 -^0-#/" ⑷ 


§3. 牛顿-科茨求积公式 


借助插值多项式进一步研究一大类求积公式，它们统称为牛顿-科茨 ( Newton - Cotes ) 
求积公式.给定某些 dir - , d n e [-1，1]并建立 n - 1次插值多项式 L n ( x ), 使它与 

f ( x ) 在点 Xj = ^ + ^ dj 的值相同.取 

b fb 

f { x ) p ( x)dx ^ / L n ( x ) p ( x ) dx . 

a J a 

我们有 



Rn ( f ) 



b rb rb 

f ( x ) p ( x)dx — / L n ( x ) p ( x)dx = 

回顾拉格朗日插多项式的误差估4,差 f ( x )~ L n ( x ) 的估计为 

|/(.x) -L n (x)| ^ (max / ⑻ ㈤ 1 、 

\ \ a M 

其中 U ； n ( x ) = (x - Xi ) ••- (x — x n ). 由此得到 


p { x ){ f ( x ) - L n { x )) dx . 


n ! 


I 凡 n (/)| 彡 (max f { n ) ( x ) 

[a } b\ 


a 


a 


2 


在最后的积分中做变量代换 X = X ( t ) = 

b 


b b — a 


(工) 

n \ 

t , 则有 


dx • 




2 
， o 


n ： 


b — a 
2 


n+l 




. 牛顿-科茨求积公式 


. 61 • 



⑴ 

( 2 ) 

(3) 


于是，由此建立的求积公式具有形式 

n 

同数值微分一样，可以观察到下列 情况： 如果问题具•有一定的对称性，则带有同样类 
型对称性的方法经常别具优势. 

如果 /(:r — 邱） = /(.To - X), 则称函数 f (X) 为相对于点：的偶 函数 . 如果 
f(x - Xo) = - f ( x 0 - x), 则称函数 /(X) 为相对于点 x 0 的奇 函数 . 

可以证明，如果权函数 M ： r) 相对于区间 [a, 6] 的中点为偶函数，且节点 巧 也关于该 
区间中点对称分布，即4 则在求积公式中，与对称节点相对应的系数 相等: 

Dj = D n + i - j . (5) 

(请证明!） 

这样的“对称”求积公式额外具有如下性质.从常规角度说，这些性质在公式 




f ( x ) p ( x)dx ~ 


b — a 


建立时是不能预见到的.对于相对于区间 [ a , b ] 中点的任意奇函数，即对于满足条件 
/( x - if ) = _/ (^ _ X ) 的函数 /( X ) ， 公式是精确的.事实上，对于这样的 


函数，由于 p ( x ) 是偶函数，所以/ p ( x ) f ( x)dx = 0,而由⑻式有^ Djfixj ) = 0. H 


a + b 


2/+1 


此 R n ( f ) = 0. 特别地，求积公式对于形如 const - f x - — J 

成立.对称性 （5) 在用待定系数法直接建立公式时也是有帮助的. 
现在我们来研究相应于奇数 n 所对应的对称求积公式 ， t 


的任意单项式精确 



const 
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(jr - 是精确的，且由建立过程.它对于任意 n - 1次多项式也是精确的.于 

是.这样^求积公式也对任意〃次多项式是精确的.这样，带有对称分布的 2 g - 1和 
个 V 』点的上述求积公式对于具有同一次数 2 q-l 的多项式是精确的（对于高斯公式（参 
看§5)，这一次数更高). 

对于带有奇数个节点的求积公式.更精确的误差估计不是通过 f ( n Hx ) 而是通过 
/ ( > i +1) (. r ) 来表示.为了获得该误差佔计.必须用带有二重插值节点 (a + b )/ 2 的拉格朗 
曰插值多项式代替被积函数.下面对于 p (幻三1的情况建立一系列基本的求积公式，且 
给出其误差佔汁.当 n = 1和 n = 3时通过/(- +1 )(^)导出对称公式的误差估计. 


. 矩形公式.让 


1,山二()，则 


\ t\dt 





- dt 


于是有求积公式 



fMdx ^ (b - a)f 


a + b 


它的余项估计为 


R ( f ) = 

[a ? 6] 4 


2. 带有多重节点的矩形公式 . 让 n 二= d 2 = 0.则 

D =r n 


⑹ 


L ^) = f ( a -^)^ r ( a - 


a + b 


L ‘ 2 ( x)dx = (b — a ) f 


于是我们有同样的求积公式 


f ( x)dx % (b — a)f 


它的余项估计为 


RU ) = 9 r ~ 

[ a / j ] Z 4 


在两种情况下得到同样的求积公式.但余项估计不同 


3. 梯形公式.让 

^ f l V 2 - 1 


2, r/j = — 1 • ^2 


2-^=3 - 



1.则 

1 - t 


dt = 1 ， D 2 


得到梯形公式 



f ( x ) dx 。 ( 6 。 


/⑹) 


它的余项估计为 





dt 


⑺ 
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4. 辛普森 （ Simpson ) 公式•让"二 4. 心=-1， d 2 

^ /- 1 t 2 n-t 2 ) 1 


rf 4 = 0,办=1•贝 U 


4 ! — ~ dt= 90 


按照带有多重节点的插值公式，可以写岀 

L 4 (: r ) 二 L ： i ( x)+f (⑴… ( x - a )( x - b ) - 

其中 

厶3 ㈤ =/⑷ + /(«； 6)( a . - a ) + / ( tt ; 6; ( x _ a )( x - b )- 

表达式 L ,( x ) 中的第二项是相对于区间 [ a , b ] 中点的奇函数， 
因此有 


•/W 


⑴ 



L4(x)dx 



L 3 (: r ) dx . 


+b 


图 3.3.1 


多项式 L ,(； r ) 是相应于 A 二 - 1，也二0, d 3 二1的二阶插值多项式（图 3.3.1). 相应于 
这些值 f / M / 2 ， r / 3 有 A = 1/3, = 4/3, D 3 = 1/3. 结果得到辛普森求积公式 

f (‘牡，义 (/ ⑷ +4/( + /⑻）， ⑻ 



⑻ 


它的余项佔汁为 




本章的基本目的在于研究具有解析表达式的函数的积分的计算方法，提出计算这类 
函数的积分的标准程序的建立原则.自然.除了这些问题.在求积公式理论中还存在其他 
的问题.例如，同实验资料研究相关的问题. 

作为例子，我们来关注切比雪夫求积公式，它被广泛应用于船舶排水量的计算中.这个 
问题在提法上相当接近于实验规划问题（见第二章§1)，它们都转化为建立这类求积公式.计 


算积分/ f ⑻ ctr . 并 E 已知带有容许精度的函数 /(x ) 由一个次多项式近似.通过测量 



方式得到 f ( x ) 的每个值所花费的代价是十分昂贵的，并且得到的值包含相当大的随机误差. 
假定测量误差是独立的，具有同样的方差4且数学期望为零.则按照求积公式 

71 

,(/) = S n (f) =J2 C jf\ X j) 


计算的近似值 Sn ( f ) 的方差等于 dY . c ]. 当/ = const 时条件 /(/) = S n ( f ) 具有形式 


▼ 


⑼ 


不难验证，在条件⑼之下的最小值在 c \= … = c n =2 ln 处达到.这些结论给出 
问题的以下 提法： 在所有对于^次多项式成为等式的求积公式 

亡 /( 叼） 
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中寻找 n 取最小值的求积公式.当 7 = 0和= 1时，要找的求积公式是矩形公式 1( f ) = 
2/(0); 当分 = 2 和 g = 3 时则是高斯求积公式(参看 §5). 

§4. 正交多项式 

在研究一系列数学物理问题的解时.常常需要把解按正交函数展开，特别是按正交 
多项式展开.关于一元正交函数系的研究最为详尽.对于多元正交函数系，通常只研究形 
如以, ( xi ) X • • ■ x 0. s ) 的函数，其中 Ok ) 为某个一元正交多项式. 

设 H 为定义在^ 6] 上的带有有界积分 

I 1/ ㈤ | 2 P ㈤ 办 

的复值函数空间，其内积由如下等式^出 

(/，•<?)=/ f { x ) g { x ) p { x ) dx 1 (1) 

J a 

其中 5(^) 为 9(1) 的复共辄函数.在 [ a , b ] 上几乎处处有 p 〉0且 I : p ( x)dx < OQ . 认为 
在测度为零的集合上取不同值的函数是相等的. 

II 中非零元素构成的函数系少 n 二 ,^ n } 称为正交的，如果当《# j 时 
(^,^) = 0. 函数系〜={外…，外}称为线性无关的，如果仅当所有 Q = 0时 

n 

Gv j = o • 
j =i 

希尔伯特空间中给定元素系的正交化是许多研究的重要工具. 

引理1 在空间//中给定线性无关的元素系伞 n 二 {(^1, ••- ,^ n }, 则可以建立如下 

形式的线性无关的正交元素系屮 n = {^1， •• - ,4， n } ' 

j 

= 〉: bjiifi，j = 1， ... ，?!， （2) 

i=l 

其中 = 1. 

证明我们采用归纳法来建立这样的元素系.当 n = 1时我们有平凡的情况如= 
假定要求的元素系少 n 对于 n = A ， 已建立，则元素 h 按照如下形式寻找： 

k 

V'fc+l ― V^Ar+l ~ 〉 (3) 

i=l 

系数 a / ei 从正交性条件 ( h ' in ) = 0, l ^ k 来确定.由于屯 / c 的元素的正交性，最后 
一个关系式表示为 


(ifk+u 咕 I) - a.ki ( 礼 in) = 


由此可得 


_ ((fk+uin) 
akl (矽/，矽 /) 
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从而元素 



(*0 M V ； i ) 


将与前面所有元素正交.将关系式 

i 

~ 〉二 ^iq^q ， i 《 k 
9=1 

代人（3)，得到要求的关系.引理得证. 


(4) 


在 j 彡 n 时，所有关系式 （2) 可以表示成形式 


其中 


B n = 


屮 n 

= 

/ 1 

0 (〕（）•..、 

^21 

1 0 0 … 

^31 

632 1 () • • • 

V • 

v • # 争鬱 } 


是相应元素的列向量，同时，将⑷的所有奶从右边移动到左边，得到 


其中 



= A n ^ 




( 1 


^21 


«31 


0 0 0 

1 o o 

< 3.32 1 0 



⑹ 


矩阵凡有时称为 正交化 矩阵.因为 det B n = 1,则由矩阵队给出的变换是非退化的， 
从而将线性无关的元素系巾 n 变成线性无关的元素 系少^ 

根据由函数系^的线性无关性，由此可以得到队= A - 1 . 

在建立正交多项式时，取函数 l ,： c ， …，:^- 1 作为函数系％的元素，且在带有内积 
(1) 的空间中按照上述过程进行正交化，得到的多项式 

J 一 1 

姑工 、= ^ J_1 + ( 6 ) 

1=1 

称为相 应于权 p ( x ) 和区间 [ a , 6] 的 正交多项式. 有时把多项式力 ( rr ) = a ^ jix ) 称为 
相应于权 p (： r ) 的正交多项式.这里值~根据某个附加的关系式来选择，例如可以从条件 
1^11二1来选择.满足这个条件的正交函数系叫 作标准正交函数系. 

我们已经遇到过切比雪夫多项式系 

T n ( x ) = 2 n ~ l x n + --^ 
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它对于权2/ ( ttvT ^) 在区间 [-1.1] 上是正交的.如前所述，这些多项式的值可以按 
照递推公式 

T n + \{ x ) = 2 xT n ( x ) - T n _i(x) (7) 

进行计算. 

借助公式 （7) 来计算切比雪夫正交多项式的值比直接按照它的显式表达式 （ G ) 来 
计算更具有优势，其原因如下： 

1. 按照公式 （7) 进行计算不要求寄存或计算系数 

2. 通常要求在同一点同时计算所有多项式外….么 ㈤ 的值.按照公式⑹独 
立计算每个多项式的值时,所有多项式的计算要求〜 V 次算术运算.（这里及以后.表达 
式 n .( n ) 〜 l )( n ) 意指 a ( n ) 和 &( n ) 具有同样的量级，即 a ( n ) = 0( b ( n )). b ( n ) = 0( a ( n )).) 

在借助迭代公式 （7) 同时计算所有值时需要 0( n ) 次算术运算. 

3. 按照公式 （6) 直接计算得到的值 T n ( x ) 可能包含大的计算误差. 

这一事实可解释如 下：将 T u ( x ) 表示成单项式的和式形式 

n 

T n (x) = ^ d n jX J . ( 8 ) 

j =0 

这些单项式 d nj X J 在写入计算机时可能引入量级的绝对误差，这可能导致值 
T n ( x ) 的绝对误差量级为 D n ( x )2 ~\ 其中 

n 

D n { x ) =二 

J = (> 

我们来估计 D n ( x ) 的下界.从等式 

n 

T n (\x\\) = Y,dnA\x\\y 

J=0 

可以推出 

n 

| T n (| x | i )| ^ ^2 \^ njX J \ = Dn{x), 

j =0 

其中 i 表示虚数单位.同时，由 (2.8.4), 对于实数: r 我们有 

(\ oo \ + yjl + \ x \ 2 ) + (Vl - v/l + |. t | 2 ) 

Tn(\x\i) = ^ -- —i n - 

因为 

(kl + \/i -f- |x| 2 ) (|x| _ \A + W 2 ) = - 1 ， 


则由此得到 
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这样，当 n 很大且# 0时，直接应用公式 （8) 的计算误差可以达到量级 

( w +v /TT^) r V. 

习题1 证明等式 

D n ( x ) = | T n (| x | i )|. 

我们在此再次遇到有效数字丟失的 现象： \ T n ( x )\ ^ 1,但在由 （8) 计算 T n ( x ) 的值 
时，它等于变号的且模很大的单项式之和，因此具有很大的误差. 


同时可证明.按照递推公式 （7) 计算时. T n ( x ) 的误差具有 min 


1 


0( n 2 一 *) 


y/l — X 2 

的量级.从叙述中可见获得形如 （7) 的递推关系式的重要性.这些关系式把其他权函数所对 
应的正交多项式的值联系起来. 


下列定理 成立: 


定理（省略证明） 正交多项式 


1 


^j{x) = X j + 


: n 


x 


i-i 


满足如下关系式 


i=0 


也 + 1 ( X ) 二 (2 x^h aj )^ j ( x ) Hi ( x ) 


⑼ 


其中巧 >0. 


当 Qn ( x ) 


織时,我们有以下关系式来代 替⑼： 

Dn~\^ \ Qn+ 1 ( 怎 ） = (2x + Gn^Qn (^) - ^nQn— 1 (^) 


如果区间 [ a . b ] 有限，则可知当 n 


— > oc 


时 — 1， G n 


0. 


F 曲我们引入应用最广泛的与各种权函数相对应的正交多项式系. 


1. 雅可比 ( Jacobi ) 多 项式. 对于区间[一1，1]和权函数 p ( x ) = (1 — : r) a (l +: r ) 




3 > - 1 , 雅可 K 多项式 


P ^' Q \ x ) 


(- 1 ) 


(1- t) _Q (1 + + X) 


2 n 


/3 十 


构成正交系.成立关系式 


Pr ( r^\x) 


( 2 a +/3+1 r(a + n + l)rpg + n +1) 、 1/2 
\ n!(a + /? + 271 + l ) r(a + 0 + n + 1) 

(cx + + 2/ i )(q + /3 十 2 n + 1 )(q -+■ /^ + 2??. + 2) x ( 


2 (n + 1) (q + 3 + 71 + 1 )(q + /j + ) ( x ) 


(10) 


+ (/? 2 _ a 2 )(a + /? 十 2 n + l ) P ^ 0 \ x ) 

+2 (q + n )(/3 + n)(Q + /5 + 2 n + 2) / )( t ); 
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这里 r 为欧拉-伽玛函数. 

雅可比多项式满足微分方程 

= [\-x 2 ) ( K P^\x)^^({(3 - a)-(a + /? + 2)x) (p^ i/3) (.t))^ 

二 -n(a + /? + + l)P^ a,0 \x). 

换句话说，它们是微分算子的特征函数. 

2. 勒让德 （ Legendre) 多 项式 . 设 a = 0 = 0, 即权函数 p{x) = 1. 这个特殊情况下的 

雅可比多项式 n 

L n { x ) = —r - j - — ( X 2 — l) n 
v J 2 1l n\ dx n v ; 

叫作勒 让德多项式，其 范数为 

|| Ln || = \/2/(2 n + 1)， 

该多项式满足递推关系 

(n + l)L n +i(x) — (2n -f- l)xLn(x) + nLn-\{x) — 0. 

3. 第一类切比雪夫 (Chebyshev) 多项式 . 当 a = 0 = -1/2. p(x) = 1/v/T^^ 时， 
标准化后的雅可比多项式就变成了第 一类切比雪夫多项式 AOr ). 

4 . 第二类切比雪夫多项式 . 当 a = /? = -1/2, p{x) = 时，标准化后的雅可比 

多项 式就变成了第 二类切比雪夫多项式 

U n {x) = (sin((n + 1) arccosrr ))/\J 1 - x 2 = Tn+i(x)/(n -f 1), n = 0, 1, ••- , 

其范数为 ||^ n || = tt /2. 第二类切比雪夫多项式的递推关系与第一类切比雪夫多项式的一样. 

5. 埃尔米特 (Hermite ) 多项式 .当 (a ， b) = (- 00 , 00 ) 且 p(x) = 时， 埃尔米特 
多项式 

"养 (- 1 卜 K〆 ） 

构成正交函数系，其范数为 _ 

W H n \\\ J^ n - nlV ^, 

该多项式满足递推关系 

// n +i(x) — 2xH n (x) -f 2nH n -i(x) = 0. 

埃尔米特多项式还满足微分方程 

— 2xH n = —2nH n . 

6. 拉盖尔 (Laguerre ) 多项式 •当 [a, b) = [()， oc) 且 p(x) = x a e~ x , a > —1 B 寸， 拉盖 

尔多项式 ^ 

z 4 rv ) = (-1) m 
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构成正交函数系，并且其范数为 

WL^W = v ^! r(a + n + l ). 

拉盖尔多项式满足递推关系 

d(a:) - {x - a - '2n- l)L [ n } (x) + 7i(a + n)d ㈤ = 0. 

拉盖尔多项式还满足微分方程 

•T ㈣㈤ )以 + (a + 1 - a:) (L^ Q) (x))^ -nL { n a \x). 

对于某些具体的正交多项式导出的递推关系具有略微不同于 （9) 的形式，因为关系式 
(9) 是对首项系数为1的标准化正交多项式写出的. 

我们指出正交多项式的一系列性质.让 PoW , ••- , Pn ( x ) 是定义在区间 [ a , b ] 上的 
具有如下形式的正交多项式 

n — 1 

p n (x) = x n 4 - y^p nj x j . 

J'=0 

引理 2 每个多项式 P n ( x ) 在开区间 ( a , b ) 内恰好具有 n 个互相不同的零点. 

证明假定 P n ( x ) 在区间 （ a ,6) 上仅有/ < n 个零点 A ，…，: r /. 其重数为奇数. 
则多项式 

I 

P n { x ) Y[{x - Xj) 

在区间不改变符号，因此有 

rb I 

(工 ) n (工 - a ) p( x )dx ^ o . 

j=i 

另一方面，由于 Pn ( x ) 正交于所有更低次数的多项式，所以这个积分等于零.导出矛盾. 

习题2 让:^ ] <…< d n ) 为 P n { x ) 的零点.则多项式 Pn - iOr ) 和 Pn { x ) 的零 

点相互交替，即 

a < x [ 7 ^ < < …< < 々) < 6‘ 

正交多项式的这个性质被用来建立正交多项式的零点表，而这些零点是高斯求积公 
式的节点. 

习题3 让权函数是相对于区间 [ a . b ] 的中点的偶函数，且为确定起见设 [ a , b ] = 
[-1, 1], 于是有 p ( x ) = p ( — X ). 证明，所有多项式 P 2 n (^) 是偶函数，而多项式 P 2 n - l (^) 
是奇函数，即 

Pj ( x ) = (-iypj ((- i ) J x ) , vj 

且递推关系 （9) 具有形式 

Pj + i ( x ) - xPj ( x ) + ( 3 jj r iP j - i { x ) = 0. 
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在对观察到的结果进行处埋时会产生这样的问题.这时要利用变量 : r 的多项式来逼近在 
实数轴上的点 ，: 具有给定值的函数.这个问题经常借助于离散变 M 的正交多项式 
来解决.在这样的多 项式理 论中需要确定其性质，这类似于连续变量正交多项式的性质， 111 需 
要给出上述连续变量正交多项式的各种类型在离散情况下的类比. 

我们指出正交多项式零点分布的一个重要性质.让 [ a , b ] = [-1,1], 权函数 p ㈤ 在 
[-1,1] 上几乎处处为正.以 u ； n (: r 1? x 2 ) 记多项式 P n ( x ) 在区间上的零点个数, 
则下列关系式 成立： 

lim 心』 2 ) 二广 

打一义 n J Xi ttVI - X 2 

这样.不依赖于权函数正交多项式的零点以密度 1/(77^!^^) 渐近均匀分布. 

§5. 高斯求积公式 

从佔计 (2.1) 得知求积误差可以通过用多项式逼近函数的误差来估计.用多项式来 
逼近函数时，多项式次数越高，精度也 越高： 

E 必 f )> E ^ f ) 彡 ••• • 

因此.有理由将注意力放在这样的求积公式上，它对尽可能高次的多项式是精确的. 

我们来研究下列最优化问题.当给定节点数 n 时建立 f 积公式 

Hf ) = [ . f ( x ) p { x)dx % S n { f ) = ⑴ 

j=l 

它对于最高次的多项式是精确的.这样的求积公式叫作高 斯求积 公式. 

我们已经看到 (§2), 如果求积公式 （1) 对于所有函数 q 二0,…， rn 是精确的, 

则它对于 m 次多项式是精确的.于是，应该满足如下关系式 

/ *6 1 ^ 

Rn{x q ) = / x q p(x)dx -^ Djx] = 0, g = 0,… ， m. (2) 

九 j=i 

我们得到了关于未知量 X !,-.. , x n , D u … ， D n 的 m + 1个方程构成的方程组，其中 
x 1? ••- ,. x n 为未知节点， D u ... ， D n 为求积公式 （1) 的未知系数. 

当 m < 2 n - 1时.方程的个数不超过未知量的个数.因此可以期望代数方程组 （2) 
有解.对于 m 二 2 n - 1，可以通过求解这个方程组来尝试建立求积 公式. 但是，还不清 
楚从⑺得到的求积公式的节点是否位于区间 [ a . 6] 内.如果它们不属于该区间，则函数 
f ( x ) 可能在积分节点上没有定义，从而不可能应用求积公式. 

在第八章中我们将注意到，在建立常微分方程解的有限差分方法时会出现求积公式节点 
位于区间 [ a , b] 之外上的情况. 

我们来建立与最大值 m = 2 n - l 相对应的求积公式. 

引理 1 如果 叫 ，… 〆 n 是求积公式 （ 1) 的节点，且求积公式 （ 1) 对于所有 2n— 1 

次多项式是精确的，则对于 LJ n ( x ) = {x — Xi ) ■ - (x - x n ) 和次数不超过 n - 1 的任意多 
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项式 匕—办）有 

I Un 户 n.— 1 (』’)心 ■ = (). 

. / a 


证明 让 Pn - i ( x ) 为某个次数不超过 r / - 1的多项式.根据引理的条件.求积公式 
对于 2 n — 1次多项式 Q 2 n - i (. f ) =^(. r ) P „_ i ( a *) 是精确的.因此. 



叻几 ―1㈤ P ㈤ 办 = 



Q 2 r 卜1 ㈤ 心恤二 



最后一个关系从等式(?2,-1(^) = 0. Vj 推出. 引理得证. 


2 n-l ㈣ 二 0. 

J = 1 


进一步假定在区间上 P ( x ) > 0几乎处处成立 • 

从§4的结论推出，如果给定内积 

则与所有低次多项式正交的多项式 ^n(x) = X n + … 是唯一的.因此， Kx ) = LJ n {x), 
且要寻找的求积公式的节点应该是多项式 V ， n (. T ) 的零点.由§4中的结果可知，多项式 
2 p n ( X ) 在 ( a , 6) 上有 n 个不同的零点. 


引理 2 让： n ，•. • ，为 n 次正交多项式 tp n ( x ) 的零点，且求积公式 （1) 对于 
n - 1 次多项式是精确的，则公式 （1) 对于 2 n - 1次多项式也是精确的. 


证明 任意 2 n - 1次多项式 Chn - i ( x ) 可以表示成如下形式 

Q2n - i ( x ) = ip n (x)g n ^i(x) + r n _i(x), 

其中和 r n _! 分别为 n - 1次多项式.因为由引理条件有 i ?. n ( r n - i ) -0, 所以我 
们有 


^ n (Q2n — I )二 R.n( < V’n.gn-l') + R.n(Xn — 1 ) ~ ( U'n^n—\ )• 


进一步，因为 Mx ) 与所有更低次数的多项式正交，所以 / t > n ( x ). r M _ 1 (: r ) p (: r )^ = 0, 

又由引理的假设知 ^(^)-0, 于是有 

尸 6 b — a u 

Rn {'( pngn -}) = / 寸 n ( X ) g n — 八 X ) p ( X)dx -— )<? n-l (^j ) = 0. 

Ja j=l 

从而有 Rn { Q 2 n - l )=0. 引理 2 得证. 

现在可以建立所要求的求积公式.为此，给定插值节点 X !,..- , X * n . 在这些竹点处 
^ n ( x :i ) = 0,我们来建立（例如按照§3中的方式）求积公式，使得它对于 n - 1次多项 
式是精确的. 总之 ，得到所要求的求积公式 

I f {^) p { x)dx ^ 亡 Djf ( Xj )， (3) 

Ja j=i 

它对于 2 n - 1次多项式是精确的. 

如果几乎处处 p ( x ) > 0,则不存在对于所有 2 n 次多项式均精确成立的求积公式. 
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事实上，取 Q 2 n ( T ) = (^ •— ^1 ) 2 • • • (J - Tn ) 2 •则⑴式的左边为 

b 

{{x — x\) • - {x — x n )) 2 p(x)dx > 0 , 

而右边等于 o . 


引理3 系教 D 7 _ 为正的, 


证明函数 


V ; n (‘ r ) 


2 


X — XI 

公式（:3)对于这个函数是精确的，因此 


是 2 n - 2次多项式，在所有的点巧/而处等于零.求积 


b 


a 


■tpnjx) 

X - Xl 


2 


p ( x)dx 


2 


Di 


'^ n { x ) 
X - Xl 


2 


展开表达式 0 n (: r )/( j ; - Xl ). 得到 


工 / 


2 


D, 


n 


X 


X J 


b — a l wn 


p ( x)dx > 0. 


引理得证. 


因为所有的/七 > 0,所以应用 （2.1) 和（2.2)，我们有 

仏“/)1 < 2 ( 乂 p ㈤ 也) £； 2 n - l (/). ⑷ 

也可以通过 , f {2 n ) ( x ) 来估计高斯求积公式的误差.这个估汁有如下形式 

RnU) = / (2n) (C) f ⑼ 

实际应用高斯公式吋必须首先知道节点分布和这些公式的系数.可以证明，当 


p ( x ) 为相对于点（《 + 6)/2的偶函数时，正交多项式的零点（即高斯公式的节点）相对 
于区间的中点是对称分布的.由 (3.5), 高斯公式的系数将满足对称性条件 二 


Dn + l -./- 这种情况将减少高斯公式系数表一半的容量. 

如果 p ( x ) = 1,则系数和数4 = 2 〜 ~ (/1 + 1，) 与区间没有关系.事实上, 


如果多项式(: T ) 二（: T - - (x - x n ) 属于区间 [ a , &] 上权为1的正交多项式系，则 

多项式 [t - ( U) … [t - d n ) 属于区间[- 1,1] 上权为1的正交多项式系.因此，这个多项 
式本身，其零点以及由 （3.3) 定义的系数 A 均是唯一确定的,且与原始区间 [ a , 6] 无关. 

为便于查阅，我们对于区间 [-1,1] 和权函数 p ( x ) 三1给出高斯求积公式的参数. 
在此情况下.求积公式 （3) 的余项 i ?(/) 为 


R ( f ) = f {2n) (0 


•2 2n+1 ( 几 !) 4 

(2 n !) 3 (2 n + 1) 


由对称性，我们仅给出非 负的心 及其系数（表 1). 

当前，已经建立的高斯求积公式节点和权函数表至少已经达到 n = 4096和20位小 
数的规模.由于数据量大，从某个 no 开始，仅对于 n = 2 fc ，n = 3 .2 k 公布了相应的值. 


有时可以适当改变高斯求积公式的构造思想，即不要求它对尽可能高次的多项式是 

精确的.例如，假定要计算/ f ( x ) dx , 而值 /( a ) 的计算要比区间 [0,1] 上其他点处的 

Jo 
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0.80113( J；U 15 
0.3478548451 
0.0000000000 
0.5688888888 
0.9324695142 
0.1713244924 


0.33998 10436 
0.6521451549 
0.9061798459 
0.4786286705 
0.6612093864 
0-3607615730 


0.5384693101 

0.2369268851 

0.2386191861 

0.4679139346 


值的计算要快得多（或者因为某种缘故预先已知)，则可以考虑建立如下求积 公式： 

/ . t \ x)dx ^ do = a . 

j =0 

它对于 2 n 次多项式是精确的.如果要求计算/ f ( x ) dx ， 而值/( I )和/(- I )的计算 
要比区间 1-1.1] 上的点处的值的计算要快得多可以考虑建立如下求积公式 

rl ^ 

/ f { x)dx ^ d 0 = -L d n = 1, (6) 

J - 1 j =0 

它对于 2 n -1 次多项式是精确的.在后一种情况中对于所有的7‘有= d n - j , lj = l n - j - 
使求积公式保持精确的多项式的取决于求积公式自由参数的个数.求积公式 （6) 叫 
作 洛巴托 ( Lobatto ) 求积公式或者马 尔可夫 ( Markov ) 公式.当 n = 1时它与梯形公式 
相同，当 n = 2时与辛普森公式相同. 


习题1引入权函数和变量代换: r 二 洲， 将建立公式 （6) 的问题变为建立某些 
高斯求积公式的问题. 

习题 2 让 [ a , b ] = [-L1], p ( x ) = . 证明，相应的高斯求积公式是默勒 

( Meier ) 求积公式（常常称之为埃尔米特求积公^): 

/(/) = / ~4=71 dx - S n{f) 

«/—lV 丄 _ 工 

这里 x 7 . = cos (2 -^ ~ l )7 T - 是切比雪夫多项式 T n ( x ) 的零点. 

J 2 n 

提示为了对271 - 1次多项式验证求积公式精确成立，将多项式表示成 

271-1 

®m^7n (^ ) 

m~0 
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并证明求积公式对于次数 m < 2n 的多项式 T m ( x ) 精确成立. 

当前对高斯公式和洛巴托类型的公式已计算了许多相应的表格，特別是对 

[ a ，6] = [-1， 1], p ( x ) - 1 

的情况以及如下更一般的 情况： 

[ a . b ] = [-1. 1], p ( x ) = (1 -f x) Q (l — x )^, a ./3 > — 1 

和 

[ a , b ] = [0,oo)， p ( x ) = x 0 t e~ x . a > —1. 


如果枳分 


/(/)=/ f ( x)dx 
./o 


的被积函数可以很好地由周期为 w 的=角函数逼近，就可以适当应用类似于高斯公式的 
求积公式 


/(/)«〜(/) 


E / (芬 


⑺ 


j =0 


我们有等式 


Sn exp \ 270771 




/V-1 


N 


2 ^ exp < 2 丌 mi 


j=o 


l l^j 


N 


E 


u). 


当兰 为整数， 


同时， 


exp{27rmi} — 1 
exp{27rmi/N} — 


0,当3不为整数 


/ (exp { 27 rmi — | j 




当 m # ( J . 


于是，公式⑺对于 m = 0或者 m / N 不是整数的函数 cos(27T7nx/o;), 以及所有函 
数 sin(27rmx/o；) 是精确的.由此结果町得，公式对于任意三角函数 

N -1 •• • 、 

t /V ( 工 )= a 0 - i - E (a m cos ^27rm— ^ + b m sin (Syrmf) ) + 6 at sin (^2 nN —^ (8) 

是精确的.于是有 

RnU) = RnU’ 一 tN) + R.w(t N ) = Rn(J - ^v). 


类似于 （4) 得到估计 

|7?/v(/)| ^ 2 u inf max|/(x) - tj ^( x )\. 

f-N [ 0 , cl ；1 

下确界在所有形如 （8) 的多项式集合上求取. 

习题 3 证明，不存在这样的求积公式，它带有个节点而对于所有 TV 次三角多 
项式精确成立. 
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§6. 基本求积公式的实际误差估计 

上面得到了一系列求积公式及其误差的严格估计，但这并未解决数值积分的所有问 
题.计算数学的最主要问题是建立算法和程序包，以保证在最小的人工和机时消耗下以 
给定的精度获得问题的解.在实际应用上述误差估计时需要进行解析运算，研究者因此 
需要付出相当多劳动.此外，这些估计常常过于严格.所以，在建立这些算法和程序包时 
往往放弃应用类似的估汁，但常常也因此而丧失了近似解误差很小的严格保证. 

可以说，问题从产生到得到结果经历了某个过程，这个过程既与解决问题的人有关, 
也与计算机有关.在计算机应用的初期.这个过程中的最大阻碍是计算机的数量不足.所 
以应用解析方法求解问题或佔计误差是合理的. 

但是现在，随着计算技术的普及和它在社会活动各个层面中的应用，情况发生了变 
化.上述过程中的阻碍现在是，选取数学模型和解题方法、编写程序以及在计算机上直 
接求解问题之前的其他一些步骤要占用很长时间.当具体学科（例如语言学、医学、经 
济学、地理学等）的人员借助于计算机求解问题时，这些步骤会变得尤其缓慢，因为他们 
对数值方法或计算机程序设计所知甚少.临时让他们去学数值方法理论中的各种细节是 
P 外生枝，最终导致相当高的社会成本，毕竟他们本来只是要解决其学科内的一些基本 
问题.所以，在用户不太了解数值方法和计算机程序设计的假设下，建立具有最简单操作 
方式的求解平台是当前最重要的问题.例如，自然应当要求带有给定精度的积分计算程 
序能够让仅仅知道积分的定义却既不会积分也不会微分的研究者使用. 

当然，在许多知识和技术领域的发展过程中，数学的决定性作用在于建立现象的数 
学模型，然后应用计算机进行研究.在建立数学模型时，相应知识领域的专家需要具有一 
定的数学修养，我们的说法不应理解为建议完全回避数学. 

众所周知的以下讨论是这一段讨论的内涵.当我们正在解决某些问题时，需要考虑 
我们 T . 作的有效性，为此仅仅根据解决这些问题所要付出的全部代价是不够的，还要注 
意社会因为其他某些可能更加重要的问题没有被我们解决而遭受的损失. 

在实际分析数值积分的误差时，常常应用各种半经验方法，其中最普及的方法如下. 
设计算按照两个求积公式进行： 

1( f ) = f ( x)dx ^ S k ( f ) = 0/(4)， & = 1，2， 

Ja . 7=1 

然后取这些积分值的某个线性组合 Sif ) = S 1 (/) H - 0( S 2 ( f ) - S l ( f )) 作为积分的近似 
值，而值 p = \ S 2 if ) - 5 ! (/)|作为近似公式 /(/) = S { f ) 的误差度量.非常典型的情况 
是6> = 0. 

上面描述的方法由于其不唯一性而并不完全合理. 

例如，让 S l ( f ) 为辛普森公式： 
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S 2 ( f ) 为梯形公式: 


我/.) = /(-1) + /⑴， 


且沒= (). 则值= ^1/(1)- 2/(0) + /(-1)|是误差度量.如果 

5 2 (/)=2/⑼ 

是矩形公式，则相应的值 p = ^|/(1)- 2/(0) + /(-1)|.这样，对于同样的辛普森公式, 
我们得到了两个不同的经验误4估计. 

我们试着来解释这一情况.表达式 S ( f ) 为某个求积公式 

h 一 N 

j =1 

其中节点％由求积公式 S '/) 和5 2 (/)的节点组成.同时 

P =\ Kf)l 


其中 


，Y 

Kf) = 

i=i 


⑵ 


取形如 （2) 的任意线性组合，且让 

5 1 (/) = 5(/), S 2 ( f ) = S ( f )~ 01( f ), 

则得到积分近似值 /(/) ^ 5(/), 其误差估计为 p =叩(/)|.我们看到，按照这样的步骤， 
对于同一个求积公式 （1) 可以得到误差估计的一个无穷集合. 

所研究的问题可以详细叙述如下.按照如下公式计算积分的近似值： 

,_ N 

J _1 

要求建立形如 （2) 的表达式，以便给出积分公式 (3) 的误差估计 • 

假定求积公式 （3) 的误差表示成 

R(f)=~5(b-mO. ⑷ 

我们来研究 m < iV 的情况.那么作为 /(/) 可以取值 

1( f ) = D ( b - a ) m + l m \ f { xi , r - 

其中 X &... , x Zm +1 为积分公式 （3) 的不同节点 • 差商可以通过导数来表示，因此有 

= … m +7( m )( C ), a < C < b . 

从而当 a = const , /(^)( a ) ^0, {b - a ) -0 时成立关系式 R { f ) ^ /(/), 且值 p = |/(/)| 
可以作为误差的度量. 


例如.估计梯形公式的误差 

rb 

f ( x)dx ^ 5(/) 


— a 

Y ~ 


/(a) + 0 


(1 -\r b 
2 


+ / ⑻ 


由 §3 中的估计，我们有 
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这样，可以取如下值作为误差估计 

宁卜)- 2 /(宁)+/⑷. 

另外的情况是 m 彡 7 V , 这时不能通过值 /( xi ),..* ^ f ( x N ) 得到的任何近 
似，于是不可能按照上述过程得到经验误差佔计. 


例如，我们不可能通过值 /( a ), / 

表示，但可以使误差佔计得到某种程度的&善. 


，/ (6) 获得辛普森公式的误差估计的满意 


我们来研究一个方法以解决出现的问题.假定我们得到了如下形式的误差估计 

|i?(/)| ^ (6-a) v Dmcix 严 -%r) = a. 

Ml 


让 


( b - a ) N D(N - ly . lfixir -- ; x N )\. 


⑸ 


当 a = const , / (iv_1 ) ⑷ — 0， （6 — a ) —> 0 时有〜 p . 这样，可以取 p 作为公式 （3) 的 
近似误差佔计.这个估计极为粗略.因为在假定 m 彡 7 V 时有 R ( f ) = 0(( b - a ) N+1 ). 
但是，与通过 a 得到的佔计相比，对公式 （3) 似乎不可能提岀更好的误差估计.在辛普 
森公式情况下，当万=^时成立估计 （5). 这样，作为误差度量我们取值 

O 1 

卜 )-2/( 年)+/⑷ I . (6) 

在多维积分情况下.所有实际的误差估计方法都建立于原始的、已得到充分评判的过程. 
事实上，在多维情况下，误差通过被积函数的某些导数值来估计.对于这些公式得到类似 （6) 
的“有充足理由”的估计是相当困难的. W 此.需要研究原始过程，然后通过实验来验证应用 
结果. 
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假定要求计算积分 



f ( x ) exp { iu ) x } dx . 


其中 u ;(/; - a ) 》1, f ( x ) 是光滑函数.函数 

Ke ( f ( x ) exp { iu ； j ：}), Iin (/( x ) exp { iu ； x }) 

在所研究的区间上具有大约- a )/7 r 个 零点. 因为 n 次多项式的零点不超过 n 个， 
这样的函数只能用 w — a ) jix 次的多项式才能很好地 逼近. 因此，要用对于高次多 
项式是精确的求积公式才能计算这类函数的积分. 

将 exp { ia ； x } 作为权函数可能更有利. 
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且以/ L n ( x ) exp { i ^ i：}dx 代替原来的积分.其中 L n ( x ) 为带有节点％的插值多项式. 
最后分可以以显式的方式计算 

L„(:r) exp{iu; ； r}dT = 々 (./•) = ^-7^ exp ( fbi) 


則 


得到求积公式 


2 


D ,[ P ) 


n 

k^J 


$ - ( 4 

dj — (Ik 


exp { ip ^} 


/( x ) exp { i ^} r/；r 


2 


⑴ 


( 2 ) 


它带有余项 




Rntf ) 


(/(•/:) — L n (. 2 ： )) exp { \ ujx} dx 


相应于 （3.1) 有 

1/ ㈤ - L n ( x)\dx ^ D ( d xr - , d n ) ( max 

M ] 


产‘)(工) 


b 


2 


在把函数展开为傅里叶级数.建立天线方向性图表等问题中. n •算这 类积分 是典型 


题 u . 


在快速振荡函数积分计算的标准程序中应用的公式 （1). (2) 对应以下情况 ： n = 
3, r/i = - l ， r / 2 = 0 . d 3 = 1 (这个 公式叫 作菲朗 ( Filon ) 公式)， 或者相应于情况 n = 
= —L (1，2 — —0.5, d：i = 0,(/4 = 0.5, (1^ = 1. 

如果应 )11 公式 （1). ⑵计算非快速振荡函数的积分,则可能出现下列麻烦.我们以 


5 . d 


if 


2. <1\ = — 1 ? (1/2 


D\ [p) 



. 在此情形下， 




Sill p p COS P — Sill p 


V 


p 2 


I V 


D 2 ( p ) 
0 时我们有 


p { ip 《} 炎 


sin p p cos p — snip 


P 


V 


snip 


P 


V 2 


^0(/)-0. 


Sill p 

P 


于是当 p — 0 时有 D l ( p ). D 2 ( p ) - 


让是一个小数.函数 sinp 和/; cos p 由计算机计算，其误差分别为 0(2-9 和 
0 ( p 2 - f ) t 由此，系数 D l ( p ), D 2 ( p ) 的误差为 0(2-7 P ). 当 n > 2时,由公式⑴计算的 
系数 D ,( p ) 的误差可能达到 2-7 P 71 - 1 的量级.例如，当 f 二 30 ,n = 5， p 二 0.01 时，这 
样的误差已经是不容许的了.因此，快速振荡函数积分计算的标准程序应该具有一个专 
门的模块.用于在 p 很小时改变计算公式.以避免显著影响计算误差. 

如果|〃不是非常大，例如 n = 2,则可以按照下列步骤进 行：当 | p | > 时，其 
中&是通过实验选择的.我们按照公式 （1), ⑵来 计算； 如果|/;| < p n , 则将整个函 
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数 /(： r ) exp { i ^. T } 看作被积函数按照梯形公式 （3.7) 计算原始积分.在所研究的情况下 
(n = 2 ，山= - l , d 2 = 1), 公式 (3.7) 变成如下形式 


f ( x ) exp { iu ； x}^x % 

公式 （1), ⑶可以统一写成一个公式 

七 , 

J ( x )^ xp {\ ijx}dx =- 


2 


[ exp { iua }/( a ) + exp { iu ;6}/(6) J . 


— a 


2 


exp < lu ; 


+ b 

Y~ 


[ D l ( p ) f ( a )^ D 2 ( p ) f ( b)l 


其中 


— a 


V 


⑶ 


⑷ 


Di,2(P) 


smp ± pcosp -^ u Pl 当卜卜仍 


P 


P 2 


exp{+pi}, 


当 | p | 彡 P 2. 


⑸ 


在计算所研究类型积分的标准程序中采用的求积公式是 （4), (5). 问题 来了： 为什么增 
加标准程序的复杂性？也许，按照公式 （2) 编写一个标准计算程序，按照梯形公式编写另一 
个标准计算程序.并给出指令：当 |p| 较大时转向前者.当 H 较小时转向后者，这样做岂不 
更加简单？我们来 i 寸论这种方法的合理性.我们的目的是向计算机用户提供最大的方便.如 
果对标准程序使用规则的描述过于冗长，用户就可能无法理解所写内容，从而可能 


1) 改用性能稍差但具有更好描述或更简单操作的其他 程序； 

2) 错误地使用程序并且没有得到 结果； 例如，在所研究的情况下，取 p = 0并应用由公 
式（1)，⑺给出的计算方法，将出现 停机； 

；3)假定程序可靠.但不正确地使用程序且得到不可信的结果.例如.如果当 Sd/p 71 - 1 与 
1同阶时，应用 （1), (2)，就会出现这样的情况. 

显然，最后的情况对于使用者来说导致的后果相当不愉快. 

在选择编写标准程序的方法时应当使得以这个方法为基础的程序描述尽可能简短.应当 
注意到，所有附加的表述可能不会被正确地解释.从而对程序的应用领域反而有害. 

我们来讨论一个值得借鉴的实际例子.在一个计算多重积分的标准程序的描述中写道: 
“如果所取的节点数大于100 000,则应用本程序是不适当的经过一段时间，程序实际上停 
止应) fj. 其实，在程序的早先应用过程中大多数情况下容许节点数超过100 000,在此情况下 
简单积分的计算也耗费太多的机时.此消息传播开来，人们很快不再关注此程序.事实上，利 
用它计算大量实际积分时，时间节点数的量级为1 000,则计算精度是可以接受的.100 000 
个节点数仅仅表明粗略的上界值，这时的计算误差还不至于对结果有灾难性影响. 


§8. 通过将区间划分为等距子区间来提高积分精度 

从估计式 (2.1) 得知，积分的误差是通过由 m 次多项式逼近函数 f ( x ) 的误差来估 
计.因此，通过提高使积分精确成立的多项式的次数，自然就可以提高积分精度.但是这 
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一步骤包含“暗礁”.在节点的选择不适当时.可能恰好值;随着 n 同步增长.于 

j=l 

是在佔计 （2.1) 中，值 K 也随着 n 同步增长，并且随着 n 的增长， E m ( f ) 的减少可能不 
会抵消 V 的增长. 

例如，对于简单均匀分布的节点 

= —1 + ~~— j — 1，…， n ，[ a .， b ] = [-1,1] 

恰好在 m = 7 i _ 1时有 log 2 V "〜 n . 于是，例如对于解析函数 J '( x ) = (14- 25工 2 ) -1 ，当 
n — > 00 时有 1 

\ R { f )\ = [ f { x ) d.x - S n { f ) — do . 


我们研究当积分区间是 [-1. 11时的情况，并叙述一个一般定理，它表明必须慎重对待对 
于非常高次多项式仍然精确成立的求积公式.设对于每个 n 我们有求积公式 

I ' / ㈤ 办。亡 CjK )， ⑴ 

J - 1 j=l 

它对77 - 1次多项式是精确成立的.以 Wn ( x 1 , x 2 ) 表示公式（〗）在区间[: r ,,： r 2 ] 中节点的 
数目. 


定理（省略证明) 


设存在区间[ XI ， j :2] G [-1， lj , 使得当 n — oc 时 
^n(^li^2) , 广 2 dx 

- -h 


n 





丌 


则可以给出6 / 0和使得解析函数 

Re ( --—— — ^ 或者 Im 


\/l — X 2 ' 


1 


满足关系式 


x — (a + bi ) 


x — (n 4- bi ) 


lim |/?- n (/)| 


3 C . 


这样，当 n 很大时，对干 n - 1次多项式精确成立的公式（1)，其节点分布密度应该与正 
交多项式零点的情况相同.亦即与高斯公式节点的情况 相同. 否则，这样的积分公式不能当作 
通用公式. 

将高斯公式的误差估计 (5.4) 改写成 

|/^(/)| < 2 (乂 咖恤) E 2 n -\( f )- (2) 

假设被积函数 f ( x ) 连续.则根据魏尔斯特拉斯定理.对任意 e > 0可以找到多项式 
P q ( x ), 使得 max \ f ( x ) - P q { x )\ ^ e , 由此可得当 m — oo 时 E m (/) — 0. 这样，对于任 

[a ， 6] 

意连续函数/卜)，当 n — oo 时，高斯公式的误差 Rn ( f ) - 0. 

习题1 设 f ( x ) 为黎曼可积函数.证明，对于高斯公式，当 n — oo 时 R n ( f )— 0 . 
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从上述可见，高斯公式似乎可以作为具有给定精度的积分 il •算通用程序的基础.这时必 
须在计算机中按照某种方式给出这些公式的节点和权函数. 


在许多情况下会产生这样的积分计算问题.其被积函数或其低阶导数具有剧烈改变 
的部分.例如变为无穷大.这样的函数很难直接在整个积分区间由多项式来逼近.这里，将 
原始区间划分为一些子区间.并在每个子区间上分别应用高斯公式或者其他求积公式常 
常更有利. 

假设计算积分/ = / f ( x ) dx . 将区间 [ A , D ] 划分成 M 个子区间其中 
a 0 = A , a M = B . 为了每个子区间上的积分，我们应用§1，§3中的某个求积公式 



4 


它的余项估计为 


f { x)dx 


Q 


a, 


2 


取/ 


— dq - 1 


2 


dj ), (3) 


^ D ( max 
1(1(2 — 1I 




一 ^ q — 1 


m+1 


结果整个区间上的积分近似于和式 


A/ 


A / 




(l q— 1 


2 




7—1 


2 


Gq — 〜/ 一 1 
2 


d j 


⑷ 


其余项佔计为 


M 


I 


響 )iuE 


max 

q 一 \ ，<i 


/㈣㈤ 


— i 


m+1 


⑸ 


表达式 （4) 常称为 复合求积公式 或者广 义求积公式. 

我们来研究最简单的等距子区间的情况，这时 ％- a 
在将 max |/( m )( x )| 换成= max |/ ㈣ ( x ) j 后变为 

fcig— 】， o^] 

或者 


-i = H . 于是，误差估计 （5) 


(m+1) jj 


⑹ 


Rh ( f )\ ^ DA m 


(B - A) rf 


7 .+ 1 


⑺ 


对于公式 （3) 的特殊情况.我们给出一些具体的求积公式及其误差估计. 

1. 带有常值积分步长的复合梯形公式.在这一情况下.常值步长％ 

公式⑶变成 


f { x)dx ^ H ( ’’(; 0 ) . + /( ai ) H - 


+ /( a . M - i ) 


/( Qm ) 
~~2~~ 


而余项估计 如下: 




H 


12 …12 A / 2 , ( 8 ) 

2. 带有常值积分步长的复合辛普森公式.当常值 步长％ - 三// = 2/1时，公 
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式⑶变成 

Q M 




f ( x)dx ^ H ( - f (( io ) + -/(«i/2) + g/(ai) 十 -/(fl'3/2) 


() 


丄 丄 ， 4 丄 

;f( a .2) H -+ 4- -/(Gm-1/2) + ^/(«A/) 


其中 a 7 = a 0 + jH . 对于余项，成立下列 估计: 


4(/)1 < 


A ^( a ^ — a，o ) H 4 


a。)'） — fl o) ,,4 j . 


2880 


H 


2880A/ 4 


180 


最后一个误差估计式最便于使用. 

相对于插值节点总数 TV 二 A/n 来说，在假设 |/^)(x)| 有界的情况下，我们得到的 
求积公式的误差量级为注意到，在梯形公式和辛普森公式情况下，节点总数 
N 小于 Mn , 这是由于子区间的端点是插值节点，而在这些端点的函数值也 
被用来计算两个相邻子区间上的积分. 


习题2 设/^ |/ ( 叫刈 办 Oc T ry ^ 2. 推导梯形公式的误差估计 

A /(/)| ^7, ( / \ f ( q ) ( x )\ dx ] H ^ 


⑼ 


A 


其中％ 为绝对常数. 



D 


习题3 设/ \ f ^( x )\ dx < oc , cj ^4 . 推导辛普森公式的误差估计 

A 

RUf)\^P q [ I \f {q) ^Mr } 


A 


其中馬为绝对常数. 


例如，计算积分 1 

/ (sin x ) a d . r . 0 < a < 1. 

Jo 

因为当 x —> 0 时 （(sin ，. — oo, 我们不叶能通过 max \, f \ x )\ 得到任何误差彳占计.同 
时，由于函数 (sinx) a 在区间 [0.1] 上单调，所以 

|((sinx) Q ) / | dx = (sinx) a |Q < 1. 

于是，如果 m = 2,常值_& % - a g _i = H . 则在应用求积公式 （4) 时.由 （9) 式有误 
差估计 0{ l / N ). 

在这个例子中，从估计 （6) 不能推岀误差很小.同时.基于 （9) 我们可以断言，这个 
误差具有 O(l/A0 的量级. 

不应该认为.对于带有低阶有界导数的函数.与高斯公式相比，应用复合公式计算数 
值积分具有更好的收敛性.我们假定被积函数具有 g 阶有界导数.那么，应用复合公式 
(4), 在 n = q 时得到带有误差 0( N -( i ) 的积分近似值.另一方面，对于这样的函数已知 
E 2 n - i ( f ) = 0[ N -，. 因此，从 (5.4) 得到带有 A’ 个节点的高斯公式的误差估计 

R N ( f ) = o (『 q ). 
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这样，两种情况下估计的量级是一样的. 

我们将注意力转向对所有积分区间直接应用高斯公式.不必估计被积函数有界导数 
的次数⑻，并相应地按照区间划分选取最合适的积分计算公式，在应用高斯公式时误差 
量级 0( NS 自动保证.当然，对于具体的节点数来说，不必认为具有更高收敛速度的 
公式总是比具有更低收敛速度的公式更精确. 


§9. 关于最优化问题的描述 

我们已经得到了一系列数值积分计算公式，还可以得到更多这样的公式.问题 是：对 
于被积函数同样的假定下是否可以就误差估计的量级而言得到最好的公式，或者更加优 
化这些估计式中的常数？研究这个问题归结为建立具有最优误差估计的求积公式，或者 
如通常所说的那样，建立最优求积公式.与此相关的问 题是： 问题求解的方法越多，越难 
从中做出合适的选择，因为每个方法都有其自身的优势，比如编程简单、较少的计算机 
运行时间、较少的存储消耗，误差估计简单、可用于更广的范围等.应该看到，关于求解 
方法的大量特性的多余信息可能也会妨碍问题的实际解决.求解方法及其选择的系统化 
是必要的.自然要求试图使用最好的和最优的方法解决问题.在函数值计算例子中我们 
已经研究了某些模型描述.同时产生了所要求解问题的明确的数学表述. 

在研究每个新问题时，期望得到它的最简单和最好的描述，然后以最好的方式求解 
出现的问题.但是，这通常不能成功做到，从而退而求 其次： 以最好的方式描述问题而 
以满意的方式解决它，或者以满意的方式描述问题然后完全解决所出现的问题.在对如 
何选择最优方法这一问题进行研 究时， 可以在一类接近实际的满意求解方法中进行选 
择，或者对类似于下节中所研究的一类标准数学问题的完全解中进行选择.可能对于某 
类“方法最优化问题的满意解”这种说法困惑不解——难道对某类问题的方法最优化 
问题可以完全转化为某个具体的数学问题，并且问题看起来可以得到最终解决而非“满 
意解决”. 

原则上这一说法是可信的，但在实际可接受的时间内完全解决问题通常不一定能成 
功，因为通常在最优方法建好之前，对所研究问题类型的新的更精确的描述就会出现.也 
应该看到，不总是能给出实际问题类型的精确数学描述：关于类型可以有某个定性描述， 
也有一些不错的数值方法，且直觉上在实际规划中达到了方法的最优性.同时，问题类型 
的形式描述甚至是不精确的.例如，实际要求计算分段光滑函数的积分,但在很长一段时 
间内不能成功提出这类函数集合的相应于实际情况的描述.同样的例子有，在对物理模 
型进行分析时可以借助复杂微分方程组来描述问题且以较小精度来求解它，或者借助简 
单微分方程组来粗略描述问题而以更高的精度来求解它. 

常常在各种具体问题的求解中适当选择这样或那样的方法.有可能对于应用科学更 
重要的常常不是对变分问题的彻底解决，而是给出问题的某种合理提法.通常对合理建 
立的具有实际意义的变分问题给出满意的解比对不包含原始问题本质特征的简化问题 
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给出完全的解有效. 

什么是问题求解的最优方法？ 

问题求解的最优方法可以理解为这样的方法，即要求最少的机时消耗.但是这种提 
法不合理，因为原则上所有问题都可以不用计算机来解决，而为此会消耗大量的时间. 

问题求解的最优方法可以理解为要求最少的时间消耗（或者相应的材料消耗).对此 
应该理解为在求解问题过程中为搜寻最优算法而付出的时间和代价. 

当我们提出以最优方式进行求解这一问题时.我们将不考虑研究者的各种可能性. 
而若与研究者个人的可能性相关联，当考虑计算机、图书馆、实验员、具有解决类似问题 
经验的同事等时.最优解一般说来是不同的. 

对于每个具体问题我们谈到最优解.由于下列原因这个提法也不完全合理.事实上, 
全体研究者和整个问题的目标会有冲突.我们可以提岀以最短时间解决第一个问题、第 
二个问题等的 S 标.但是，如果我们提出以最优消耗求解问题为目标，而非以问题的全体 
为目标，则问题的提法会发生根本上的改变.我们可以以最优方法求解第一个问题,第二 
个问题等等.但在这段时间里科学会不断向前发展，而如果我们不去研究着眼于解决未 
来问题的新方法.建立新算法和新的标准程序.我们就会从整体上受影响.当存在大量的 
不要求即刻解决的问题吋，更有益的是首先进行理论上的研究，并提出新算法，然后再解 
决这些问题. 

对于谁应该进行最优解的寻找这样的问题，其回答也不是唯一的.如果我们仅有一 
个具体问题，明显地不要求新的算法和大量机时消耗，那么委托低熟练程度者完成研究. 
当问题数量及其复杂性提高时则要求高熟练程度的研究者介入，因为此时他的贡献将更 
大.当然.重要的是对类似类型既要尝试研究复杂的问题，也要研究简单的问题.为使方 
法的最优化问题可以作为纯粹数学问题来研究，必须定义研究的目标函数以及所考虑问 
题的类和研究者的可能性. 

对于基于问题类的某个算法的性能.我们可以以这类问题中最“糟糕”的问题的性 
能来作为其表征.因此.类中研究问题越少，针对这类问题的算法性能就越好. 

也许也应该对于大量的问题类的求解建立最优算法.但是，多余的细节对于寻求解 
的最优方法会耗费太多的精力.在这样的情况下，可以不去花费精力和时间在这些问题 
的实际解1:,而研究和建立标准程序.当然，反对细化的提法在较小的程度上与专用计算 
机和设备有关，而对此情况应该最大限度缩减研究问题的类. 

咋看起来可能实际计算时总是针对具体问题，且有时不研究问题类.这样看来可以 
提出下列 说法： 形式上在选择问题的求解方法时研究者不将其与某个类相 联系； 但选择 
求解的方法总是同问题的某些典型性质有关:微分方程的类型，解的特性，有限导数的阶 
等.在选择算法时，研究者考虑这些性质且自觉不自觉地将研究的问题同具有这些性质 
的类联系起来. 

在对问题进行分析并对其分类时常常会出现这样的 情况： 首先要把注意力放在怎样 
的问题类上，特别是在建立数值积分的标准程序时应该考虑怎样的问题类？例如，要求 
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借助大约具有同一频率的程序来计算光滑的以及不太光滑的函数积分.在针对这个程序 
选择算法时需要基于怎样的函数？可以基于下面的观点回答这一问题.对光滑函数，算 
法工作起来更有效，因此求解所花费的时间将少于对非光滑函数花费的时间.计算光滑 
函数积分节省50%时间比计算非光滑函数节省50%时间带来较少的收益.于是，适当将 
注意力放到非光滑函数算法的有效性上.当然，如果对于非光滑函数所获得的收益也很 
小，则另当别论. 

在对一类问题的求解寻找最优方法时，假定实际计算中直接应用算法，那么常常会 
出现下列 问题： 我们不能马上成功找到这类问题求解的最优方法.在工作一段时间以后, 
我们找到某个方法，有时是近似最优的，有时只是比以前已知的要好些，然后逐步完善 
它.应该在什么时候停止方法的完善，而转向建立所求解问题类的标准程序？要回答这 
个问题应当考虑下列观点.如果我们急于马上开始采用所得到的算法，可能由于这个算 
法的某些不好的特性而不得不要马上建立新的算法.建立标准程序的时间延误也是不适 
当的.为此，在按照已有标准程序求解问题时，我们将容许计算机有大的超时. 

“建立完美的标准程序将带来节约大量机时”这一说法存在异议.但是，在分析这一 
异议时，本身也应该考虑到机时将变得更廉价.此外，越早解决这样或那样的问题，整个 
社会就越能获得更多实际利益. 

也需要考虑对于搜寻最优方法问题建立的算法的快速应用的重要性.事实上，计算 
结果的分析可以表明改变研究问题类型的必要性，并且停止研究新理论的步伐.我们将 
看到，最优化问题的方法应该具有动态特性:对于所有新的问题类型，无论它是由科学技 
术提出，有可能改变，还是由计算机赋予，都应该建立最优或者近似最优的方法. 

为此，不仅当前工作是必要的，而且以前从建立到最终解决所进行的工作也是必要 
的.对于应用数学来说，如同所有其他应用科学一样，具有如下特征.通常新类型问题开 
始时提岀的量较少，并且马上要求不计代价地得到它的解.在第一阶段可以将就采用最 
先出现的可以接受的方法.接下来这些问题将大量出现，建立多少过得去的方法最优化 
问题并找到某个解.然后问题转变为流水作业，即这类问题的求解借助于相应标准包来 
进行.不应该认为在这一阶段这类问题的研究完全结束——为了建立新问题解的有效 
方法，需要理解以前留下的这些问题并进行理论研究.有时常常在为快速解决先出现的 
问题而进行适当研究的同时，从一开始就平行地为建立有效方法而进行前瞻性的研究. 

当前与未来工作之间的关系也是任意学术组织具有生命力的重要因素.在组织的每 
个时刻会提岀某些要求，为了生存必须完成这些 要求： 经济核算组织的自负盈亏，年度 
计划的事实上报等等.但是，当对工作提出更高要求时也存在危急时刻.例如，必须适时 
解决新的一类问题.因此，在做工作计划时必须提前考虑某些已有的理论研究、人力储 
备和机时等. 

我们回到方法最优化问题. 

建立最优或近似最优方法的数学家常常抱怨说这些方法在实际计算时运用得不好 • 
对这个问题的回答可能各不相同.这常常由于实际研究的保守性造成的，人们愿意以老 
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的习惯的方法进行工作.有时也可以解释为由于方法本身的缺陷的原因.例如. nj •能除了 
(甚至代替）方法的最优性，方法的简单性和所得到结果的期望精度控制的可能性是人们 
期待的更重要方面.也可能所研究问题的类型本身与岀现的要解决的问题类型不一致. 

当然，也需要考虑这样的问题，即所要解决的问题类的可能范围有些宽泛.如果现在 
和将来预计要解决的研究类型的问题数量不大.则这类问题的最优算法研究和标准程序 
建立所花的代价不可能得以补偿.同时，由于求解时产生新的方法并寻找其应用，以及求 
解另外类型问题，所以针对各种类型的方法最优化问题的研究是有益的. 


§10. 求积公式的最优化问题的描述 


在§9中的讨论指出对一类函数研究优化方法不同提法的重要性.我们来研究积分 


计算问题 


1( f ) = f ( P ) p ( P ) dP . 
Jn 


假定积分区域0和权函数 p ( P ) 固定.定义所研究的问题类为给定的被积函数类.将值 


称为求 积公式 


/? N ( F ) = sup |7? /v (/)| 

feF 

N 


在函数类 F 上的误差， 其中如通常一样有 

R N ( f ) = I ( f )- S N ( f ). 

下确界 

W n { F )= inf R n ( F ) 

称为 求积公式在所研究类上的最优误差估计. 如果存在求积公式使得 Rn ( F ) = W n ( F ), 
则这样的公式叫作最 优的， 或者在 所研究类上最好的. 

在§2中得到求积公式的误差估计（2.4)，它对于 m 次多项式是精确的，并通过 m +1 
阶导函数来表示.这个佔计不是最好的（参见§2的习题 3). 于是，对于函数类 

F : \ f ^ +1 \ x )\^ A , x e [ a , b ] 

值 R N ( F ) 已知，且最优求积公式的建立问题变成寻找系数和节点使得下界 丑 yv ( F ) 可 
达到.对于一些函数类，这个问题可以成功解决.例如，当 m = 0时，这样的求积公式是 
复合矩形公式 

/> «士 £/(#)， 

J — 1 

其误差估计为 

\R N (f)\ ^ A/(4N). ( 1 ) 
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(自行证明!） 

当前，对于数量不大的一组单变量函数类得到了最优求积公式.这些公式直接应用 
的意义不大，但并不意味着不需对它们进行研究. 

建立最优求积公式并进一步推出高光滑度和多维变量情况的价值不在于得到具体 
的求积公式，而是阐明问题的一些特征：怎样的方法更好.在应用被积函数的确定信息时 
可以按照怎样的精度来计算，“好的”求积公式中节点分布的稠密性怎样等等. 

例如.在对问题进行初步分析时.我们决定应用一阶导数有界性的信息 \ r ( x )\ ^ a . 
误差佔计 （1) 不适合我们，因为为达到需要的精度 e 需要太多的节 点数： 如果 A /(4 N ) ^ 
e ， 则 7 V 彡 A /(4 e ). 估计 （1) 的最优性指出要 ffl 考虑被积函数的附加信息的方法缩小所 
研究问题的类型（二阶导数的有界性，被积函数奇异点的类型，解析性等等)，或者拓宽可 
使用的求积方法集合. 

§11. 求积公式节点分布的最优化 

Ml •以按照如下途径发展积分数值方法：在各种类 C r ( A ; [ a ,/;]) 上建立最优方法，然 
后基于这些方法进行编程.这里及以后用 CV (^;[ a ,/;]) 表示具有分段连续 r 阶导数且满 
足如下条件的函数类 

\ f { r \ x )\^ A , xe [ a : b }. 

当着手研究方法最优化问题时就已经知道，误差估计 （8.7) 的已知这类方法已经离最优 
的方法不远.正如在第五章§7中将看到.考虑求积公式的最优化时在所研究的类上的误 
差估计 (8.7) 不可能在阶上得到进一步改善.也已经明确的是，某些方法实际上与欧拉 
和格雷戈里 ( Gregory ) 方法（参看 §13) 相同，它们按照误差的主项佔计是渐近最优的. 
应注意到下列情况.在相应函数类上，对于这些方法得到了误差估计 

C r / N r + C r +"， 十 ' 

同时对于在这些函数类上的最优方法，其误差估计有如下形式 

c r / N r + 

看起来既然是几乎最优的方法，下一阶段应该应用这些方法着手编译的所有积分软 
件包. 

但是，此种观点不能看作是无可争辩的.由于有大量各种各样需要求解的问题，在实 
践中的方法付诸实施的阶段总是应该表现出应有的谨慎.我们不能完全保证所采取的问 
题类的描述以最好的方式对应于实际问题的类型.例如，应该承认类 C r 对实际问题的 
描述并不太好.当然，由于习惯于传统方法，新的方法的使用要求来自相信它的人士积极 
推动的积极行动.同时，应该看到，旧的方法经历了时间的检验，可能对于某些类型问题 
的求解更适用，因此拋弃旧方法之前应该进行充分的理论和实践分析. 

完全理解方法的最优化问题之后有如下结论. 

在对原始积分区间划分为等长 a r/ - a (/ _! = H 的基本区间时我们将得到被积函数 
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在所有积分区间上同样的信息.但是，被积函数可能在部分积分区间上更光滑，因此在这 
些区间上应该设置相对较少的节点，即对于实际上的最优方法在划分积分区间时应该适 
合被积函数的性质特点. 

我们来考察与被积函数导数性质相关的节点分布问题的可能的提法.这种提法是非 
常一般的，但对于具体问题来说某种其他的处理方法有时可能更方便.为叙述简单起见 
我们将以梯形公式作为例子来讨论. 

假定计算积分 

[ f ㈤ dx 


且被积函数在区间= 1,... 上满足条件 \. f ， f ( x )\ ^ 其中0 = < 

= 为计算积分 

1 /(/) = / f{x)dx 

采用带有区间长度为 H , = bt / Nf . 的等长区间划分的复合梯形公式 

//(/) s s ,,( f ) = H t 麟一 +风）+ . •.十 

其中6/ = Bi — B [-\. 从§3中的结果推出余项由值 Aibf / (12^ 2 )来 估计. 那么，将 /(/) 



用和式;^&(/) 



代替时误差不超过值 






我们提岀如下 问题： 在划分的区间数 N =仏+…+〜 给定时，选择值 M 使得 
误差和式估计巾达到极小. 


我们将在条件^ = + + ^ = 0下寻找最小值少，且暂时不假定 iV / 是 

整数.让拉格朗日函数少+ AT 的导数等于零，得到方程组 

3 ( 尘 + A 屮） — A t bf 

dN,, = ~mf + x = {} - 

由此可得 



⑴ 


从条件少 


= 0得到下列关于 A 的方程 



二 N. 


从这个方程确定 A , 然后从 （1) 式找到因为 TV / 应该为整数，则可以取 



⑵ 


于是 


TV 1彡< + ... 十 见 
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按照满足条件 Ni +…+ N q = N 的所有可能的整数我们没有找到真正的 
最小值钇但是进一步更明确的说明未必一定是明智的. 

通常实际上更有兴趣的是另一个问题：找到最小值 N = N , + + N q 使得误差估 
计不超过给定的因为<!>随着值 M 的增加单调减小.则只需限制考虑情况巾=&取 
拉格朗日函数如下 

iVl + …+ iVq + A - 1 (中- £*). 

让它对于 = 的导数等于零，也得到方程 （1). 将值 TV , = 代入方 

程中=£，得到 

q /a \ i /3 

定义 A . 然后确定相应的况.在研究这两个问题时得到的有关 TV ; 的关系式具有同样的形 
式.因此，为了推断关于节点最优分布的定性结论.只需要研究其中的一个问题. 

我们的目的是研究求解的最优方法和以此为基础的典型数学问题的求解程序.可以 
提出按照下列流程研究带有给定精度的积分计算程序.在某个网格 Xi,--- 上算岀函 

数值计算表格.按照这个表格建立差分表 f ( xo \ Xi ； X 2 )： - - - ， / (.X n _2 ； X n _i ； 3： n ). 从这个 
表的研究中得出关于区间划分为子区间 [ B ^ uBi ] 的最合适的划分以及相应于这些子区 
间的值,4/的结论.然后，相应于⑴选择恥并算出积分. 

在实际使用的标准程序中，大多数算法不是直接应用所得到的关系，而是基于由 （1) 
导出的某个定性结论.为此，将等式 （1) 写成 

■^Ai{bi/Ni) 3 = 

这个表达式的左边部分等于在以 bJNt 为长度的基本区间上所得的误差估计，其中基本 
区间由 划 分而来.这样 ，这个关系意味着，在积分节点为最优分布时在基本积 
分区间上得出的误差估计应该是同样的. 

为得到这个结论只需限制考虑情况^ = 2.这个情况强调了求解方法定性特征的一般 
性质（不一定是数学上 的)： 为得到它们只需要考虑现象的基本方面，并仅研究简单模型. 

通常，基于最优化问题解的定性性质的算法比上述类似的基于数量关系的算法具有 
更广的应用范围. 基于这些定性结论描述的积分计算程序可以以高的收敛速度计算带有 
形如> -1 的正则奇性函数的积分. 

我们来研究积分节点分布最优化问题的一个近似提法.为了不使读者闲惑于一些次 
要细节，我们在误差估计中将不引入详尽的高阶项估计. 

设积分区间 [0,1] 被划分成子区间 [ ag _ i , tt q ], g 二1，... ， AT , a 0 = = 1, 且每 

个子区间上的积分由梯 p 公式来计算 

I q ( J ) 二 [ f ⑻ dx e s q ( f ) = Uq 9 a<7-1 (/( flg - i ) + f { a q )). 
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则在整个区间 [0,1] 上的积分由下列公式计算 

q N 

i=\ q=l 

余项的估计为 


N 


r 




⑶ 


假设已知在 [ 0 , 1 ] 上|/ 〃㈤ | 彡 F ( x ), 其中 F ( x ) 连续，且取满足条件 ^( 0 ) = 0 , vp ( 1 ) = 1 
的连续可微函数#的值 W (羔)为％.因为 


N 






N 


) 




Q 


N 


，( 


(1 


1 


^ [ n ) n^ () \n 


N 


oc 


则 


「max |/"( x)K max F ( x ) = F ( a q ) o ( l ) = F fip (备 )) 十 o ( l ). 

[a ^-1 .a CJ \ a g _i } a q \ \ \ 1\ / / 


a (]— 1 * a q 


从这些关系式我们得到 

max |/"( x )| ( 〜 ^ £ q 

将最后 JiS ： 代人 （3) 我们有 

N . 





( 







127 V 3 


AT 3 


r ^ r 


N 2 


E 


N 


( 



3 


外 ㈤) 


1 


12 


o 


N 2 


q 


大括号中的表达式是连续函数积分 


的黎曼求和公式.于是 


./0 


咖 


V 


N 2 


( 〆 ⑷) 


3 F^(t)) . \ / 1 


0 


12 


也 + 0 


N 2 


⑷ 


我们来研究第一项，表达式⑷的主项最小化问题.为便于求解欧拉方程我们取函 
数 W 作为自变量.则误差的主项中 1/ N 2 的系数写成 


(咖 


对于使泛函 


0 


2 尸 ㈣ 
12 


d(p. 


1 


g [ 屮， t,tyup 


o 


达到极小的函数，其欧拉方程具有形式 

d (dG 


dCr 


d(p \ dt/ ) dt 
在所研究的情况中 dGjdt 二心 因此从 （5) 我们有 dG/dt f 

值，我们得到 


(5) 

const . 代入函数 G 的具体 


( 〆㈣ ) 


3^(^) 


const 
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或者 


F(^(t)) 3 =C } . 


( 6 ) 


这个方程的一般解与 G 有关，且还与某个常数有关.可以从边界条件 40 ) = 0, 
^(1) = 1来确定这些常数.所研究的变分问题的解实际上 iiJ ■以以各种方式来应用.例如， 
在 f ( x ) 为光滑函数情况下，程序在步长大于 1/ W 的网格上实现数值积分（6)，然后相应 
于得到的解对节点进行分布. 


从关系式 （6) 可以推出关于在最优节点分布情况下基本积分区间上的误差估汁的 
同样结论.事实上，将⑹乘以 设^ 且用相应的等价雖⑻， 



- a q - i 代替厂 



_Ci_ 

12 N 3 


⑺ 


从方程 （6) 可能的实际应用途径中可以得到另一个结论.假定要计算大量的具有同 
样特性的被积函数的积分.找出简单的模型函数.对于这些函数，其节点的最优化问题可 
以显式求解.然后以相应于这些函数的节点分布来求积分.如果从所研究的函数中函数 
特性改变与某个参数有关，则在选择模型函数时应当考虑这个参数.自然地，模型函数不 
一定要相应于所研究的函数类.需要求解问题的量越大，在模型问题的成功选择和研究 
上付出的代价也应更大. 


§12. 节点分布最优化的例子 

我们来对于一些具体问题研究求解方程 (11.6) 的例子. 

例1 计算一个积分束 

/ f ( b ， x ) dx , 

./Q 

其中6为参数. f ( b ， x ) = x b g ( b . x ), -l < b < 2. g ( b , x ) 为光滑函数， g ( b ,0) / Q . 如果 
b ^ 0.1. 则二阶导数在点 0 的邻域内无界，因此在选择模型问题时应当考虑 
被积函数的这个特性.在点 x = 0的邻域内有 

f xx ( b ， x ) = b ( b - 1)/-〜(6,0) + O ^ 6 - 1 ). 

这样.点 n 0的邻域内二阶导数九 x 近似正比于函数 y 〆 的二阶导数，因此函数 
y = x b 自然可以看作模型.取 F ( x ) 的值为 \ b ( b - l )\ x b - 2 , 则方程 (11.6) 可写成 

I 吵窨) 3 二 Q ， 

由此可得 

^ ^ Cl t + c 2 . 




• 92 . 


第三章数值积分 


从条件 40 ) = 0可得 C 2 = 0,而从条件 ^(1) - 1则得到= t . 这样， 

W ⑴=，兔 (1) 

且对于积分/ x b d,x 的模型问题，按照我们最后所说的思想，最优节点分布为％ = 

Jo 

(Q 

\ n ) * 

上面的描述一般来说不适合所研究的情况，因为在得到估计 (11.4) 时假定了二阶导 
数 F ( x ) 的有界性，这在本问题中并不满足.但是可以对所研究的情况论证估计 (11.4) 
的适用性. 


习题1 对于函数 

( 0, x = 0 ， 

M^) = { 

[ x b , X e (0,1], 

其中 - 1 < 6 < 1，按照固定步 长巧- a q —'= l/N 利用梯形公式计算积分 

I fb(x)dx. ( 2 ) 

证明，误差之和满足关系式 RnU ) 〜 D ° i (6)/ iV 1+ b , 其中 D ^ b ) 妾 0. 

习题2 按照由 （1) 定义的节点分布％ = ^ p { q / N ), ^ p ( t ) = 利用梯形公式来 

计算积 分⑵. 证明，误差之和满足关系式 R N ( f ) 〜 D 2 ( b )/ N \ 

习题3 按照节点 分布％ = ^ q / N ), cp ( t ) = t a 利用梯形公式来计算积分 （2) .证 
明，当 a > 2(6+1) 时，误差之和满足关系式 R N [ f ) 〜 D ( a , b )/ N 2 . 验证 D ( a , b ) > D 2 { b ). 

对这些问题解的结果进行比较表明，在奇点附近提高节点的分布密度，特别是节点 
最优化，将导致收敛速度量级的提高. 


例2 计算积分束 



(In x ) g ( b , x ) dx , 


其中 g ( b ， x ) 是光滑函数， g ( b , 0) / 0, b 为函数束的 参数. 因为 ln ； r 以点0为奇异点，则 
自然地取:7二 / lnx 为模型函数.其二阶导数为 

/ = x 6 - 2 (6(6- l)lnx +(26-1)). 

当 F ( x ) = |(^ lnx ) ,, | 时方程 (11.6) 没有积分形式的解，因此要对问题进行简化•当 
X - 0时函数 lnx 比任意幂函数 y = > 0增长要慢. 由此， 在方程 (11.6) 中取 


F ( x ) = const - x b ~ 2 . 


例3 计算积分束 


0 


exp g ( b . x ) d . x r 


⑶ 


其中 g ( b ， x ) 是光滑函数，贞 6,0) / 0, 6为函数束的参数，其值可以取得非常小.对于小 
的6,当考虑因子 exp {- x / b } 时被积函数及其导数在 x 二0的邻域内突然改变，因此可 
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考虑在计算积分/ exp {- x / b } d . x 的模型问题基础上对积分节点进行优化.取 F ( x ) = 
|( exp {— t /6})"|. 贝 lj 方程 (11.6) 变成 


由此可得 



二 


1 — exp | — = C^t + C \. 


从条件 ^(0) = 0 推岀 C 4 = 0,而从条件 ^(1)-1 得到 


1+1此可得 



例4 计算积分束 i 

I exp {—x 2 //; 2 } g{b,x)dx, (4) 

Jq 

其中 g(b ， x) 是光滑函数， . g (6,0)^0, 6为函数朿的参数，其值可以取得非常小.对于小 
的 6, 当考虑因子 exp{-.r 2 /^ 2 } 时被积函数及其导数在 r 二 0 的邻域内突然改变.因此 

以积分/ exp{—x 2 /6 2 }dr 的计算作为模型问题.取 F ( x ) = |(exp{-x 2 /^ 2 }) ，， | 1 则方程 

(11.6) 变成 

|1 — 2(f 2 /b 2 \ exp {—^p 2 /b 2 } (dip/dt) 3 = C\b 2 /2, 


由此可得 ^ ^ 

I ^/|1 — 2(^ 2 /6 2 | exp {— p 2 /36 2 } 却 = J \/ C \ b 2 /\/2 dt . 

这个积分的计算不能得到显式表示，因此尝试进行简化.例如，可以将 y | l -2 f /6 2 | 换 
成 1. 对于很大的值#/仏当这种替换的误差很大时.由于较小 p 因子 exp {—/ 2 /(36 2 )} •，其 

影响不会变得过大.进行这样的简化后函数将通过求 exp {- v 2 } d . v 的反函数来 

Jo 

选择. 


例3,例4中所 I 羊细研究的问题经常会岀现.例如.天线定向曲线计算时要在参数6的大 
的变化范围内计算积分束/ exp { i 6^( t , x )} h ( b , x ) dx . 其中函数和 h ( h , x ) 是充分光 

滑的.当6不是非常大时这^积分可以借助于简单求积公式来计算.随着6的增长被积函数 
的导函数也增大，因此要求的节点数也增加.在6非常大时可以应用回路方法或者別的渐近 
方法.但是对于“中间”值&这两种方法都不太好：第一种方法比较闲难，而第二种方法则 
精度较低.因此有时应用下面的 方法： 正如应用回路方法一样，改变积分回路使得它按照函数 
exp { ibg ( b , x )} 下降最快的路径进行.求突变函数的积分类似于所研究的例3,例 4. 

从引入的例子可以看出，基于方程 (11.6) 的积分节点分布的最优化要求研究者具有很 
高的技巧.因此，将在§17中研究这些函数转化为计算机求解的问题. 
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§13. 误差的主项 


应 JH §2, §3中得到的误差估计公式时要求研究者具有充分高的技能，例如，要得到 
所耑的导数估计.在得到这些估计时，对于梯形和辛普森复合公式的估计可能实质上是 
粗糙的，因为一般的误差估计等于各个相互独立区间上误差估计的范数之和. 

这些情况促使我们获得误差估计主项的表示.按照误差主项的信息进行方法的比较 
是更有价值的. 

正如将看到的一样，误差里存在主项这个事实的本身就容许判断误差的实际值，而 

无需求助于理论估计.我们来讨论积分 /(/) = / f ( x)dx 的带有常值步长//的复合梯 

形计算公式.为方便起见，记 H = ( B - A )/ M , a q = A ^ qH , 特别有 ao 二二 R 
我们有 


/(/)« SmU ) ^ S 2 M ( f ) = H 


fM 

2~ 


+ /( a i ) 


+ /(o A/-1) + 


f ( a Al ) 
~"2 


ftl §3.2 有下列等式 



f ( x)dx = H 


f ( Qq — 


fM f”(C q )H 3 


2 


12 


， Cq ^ , (lq ] - 


对 q 求和得到 





M 


f ( x)dx = 5 m (/)4 - 7?(/), R ( f ) = fD 
误差值 R ( f ) 可以写成 

lt2 M 


H 3 

12 


12 



右边的表达式是积分 / f "( x ) dx 的求积公式，因此当// 4 0时有 

ao 



a hi 


Kf ) I /" O ) 办 • 

aij 


于是. 


R ( f )= - 


H 2 

~12 


f f \ x ) dx ^ R l ( f ), R ^ f ) = o ( H 2 ) 


U 又 j 


习题 1 设在 [ AB ] 上 1/ ⑶ ( x )| 彡 A / 3 . 证明，在此情况下 


RM )\^ c 3 M 3 ( B - A ) H 3 . 


习题2 设在[儿 别上 1/⑷ ( x )| < A / 4 . 证明 | i ? i (/)| < c 4 M 4 (B - A ) H \ 
所得到的 /?(/) 的关系式可用于各种目的.例如，可以表示成形式 


R ( f ) 


-卷 (r ⑹ —r ⑷ ) + o ( h 2 ). 


⑴ 


在计算 ns ) - r ( A ) 之后得到误差主项之值.假定达到的精度不满意.将 （1) 写成 


nf) = sUf)^o(H 2 ) 


其中 
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si, if) = s 2 m (/) - 


H 2 

12 




从问题 2 的解中可推出，当 \ f ^{ x )\ ^ M 4 时表达式 S 4 M ( f ) 正好是带有误差 0 ((B - 
A ) H 4 ) 的积分和式，即与辛普森公式具有同样的阶. 

可以尝试分离所得公式的误差主项.我们有等式 

M 

(/=1 

s 2 q Lf ) = f (/ K - i ) + /(〜))- 

值 sl ( f ) 将作为如下积分的近似值 

々(.,)二/ 办恤. 

在差 /g(/) _ 6 .2 (/) 中代人 f ㈤ 的泰勒级示的一段，可得到基本区间上误差估计形 
如 ■，⑷ 的主项等等 • 

继续误差主项分离的过程，我们得 到欧拉求积公式序列 

1(f) ^ 瑞 (/), 瑞 (/) = Slif) - 受 ^2jH 2:j (/ ⑺ - 1 )㈤-/ 伪 ― 1 )㈧ )， 

j =1 

其误差估计为 

1( f ) - SZ (. f ) = ~ l 2 if {2 l \ e l ){B - A ) H 21 . (2) 


数 7j 满足下列关系 

oc 

^ j 

- 7 — / • 

e x - I 匕 

j=o 

按通常惯例将％写成其中尽称为 伯努利 （ Bemulli) 数 . 
在此给出数％的几 个值： 



72 


12 



1 

720 ? 


76 = 


30240 


78 =- 


1 

1209600 



47900160 


欧拉公式的应用不太方便，因为不仅需要计算函数值，还要计算它的导数值. 

但是，如果在表达式 5^(/) 中以相应于节点 a 0 , ••- , a / 和… 的丨 阶插 
值多项式来替换导数 /( 2 fc - ] )( A ) 和 / (2/ c - 1} (^), 则当/ = 2 p — 3和/ 二 2 p — 2时在引 
入中间变换后得到 格雷戈里数值求积公式 


其中 


I 

G l M ( f ) = S 2 M ( f ) - HY ,0 k (^ k f ( a M )- (- l ) fc A A 7( ao )), 

k=l 


fh = (—1) 


fc+i 



•1 x(x — 1) …（: c — 々 ) 
(/c+l)! 


dx. 
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特別. 

P \ = 


12 


(h 



19 

720 


Sh = 


3 

160 




863 

6048() 


06 = 


275 

24192 


在被积函数带有奇性的情况下，如同 § ii 中研究的类型，欧拉和格雷戈里公式的应 
用无效，因为高阶导数或者无界或者非常大.因此，直接计算定积分时，目前很少应用这 
些公式.但是，它们可以用于计算以表格方式给定的函数的积分、沃尔泰拉 （ Volterm ) 积 
分方程求解以及其他一些问题，其中被积函数值的计算实质上正是基于均匀网格. 


习题3 证明，格雷戈里求积公式 /(/) = G l M U) 的误差主项是 

习题4 假设按照变步长％ = ^(q/N) 的复合梯形公式计算积分 j 1 f(x)dx , 其 
中 p 为光滑函数.证明，误差主项是 ° 

~] Vjy 2 J Q ，(《⑴加’⑴) 3 ^. 

提示看§11中的一些讨论. 


§14. 实际误差估计的龙格法则 


我们已经得到了定常步长的梯形公式误差主项为 


12 




可以通过高阶导数得到更高精度的求积公式误差估计的主项.由于要求微分运算，直接 
应用这些表示估计误差主项有时可能不方便.在另一些问题中误差的主项表示可能相当 
复杂以至于要通过另外一些数值积分来计算它.因此，在计算实践中采用的误差估计方 
法，不是误差主项的实际表达式.而仅仅考虑主项存在的事实.对于简单类型的数值积分 
问题，这个方法归属于龙格 ( Runge ) 的工作，而更复杂的情况则由理查森 ( Richardson ) 
和菲利波夫 ( Filippov ) 进行了研究.这种方法建立用两个不同步长计算的结果得到误差 


主项的基础上. 


我们来研究这个规则应用的简单情况.分别用步长 H x = ( B - A / Ah 和// 2 = 

fB 

(B — A )/ M 2 的梯形公式实现积分 /(/) = / f ( x)dx 的近似计算.其中 A / 2 二 2 AA , 即 
H 2 二 // i /2 .由 (3.1) 我们有等式 “ 


HI) - S Mi (/) =- 


12 







III 

12 


(f(B)-r(A)) + o ( Hi ). 


我们力求不使用具体表达式来建立计算误差主项的算法.为此将 （1) 写成一组近似 


等式 
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⑺ 

值和 S M . 2 ( f ) 由计算结果来确定，因此我们有相应于两个未知量 /(/) 和 C 的 
两个近似等式.第一个等式减去第二个，得到 

Sm 2 U)~ Sm 2 U) - CHf - CH 2 2 = 3CHl 

这样有 

C //|^^(5 m 2 (/)-5 m 1 (/)). (3) 

将近似表示 CHI 代入 （2) 得到近似等式 

(5 m 2 (/)-5 Mi (/)). (4) 

于是，值 S Ml ( f )) 是积分近似值 5 m 2 (/) 的误差主项.将 （4) 中的 5 m 2 (/) 
移到右边得到比 5 m . 2 (/) 更接近 /(/) 的公式 

/(/) ^ 〜 2 (/) + | (S M2 (f) - S Ml (f)). (5) 

这样，所描述的建立误差主项的方法给出了带有更高精度的求积公式. 

习题 1 证明， （5) 式右边部分与复合辛普森公式相同. 

关于误差主项值的信息常常被近似地用来确定为达到给定精度所需的最少节点数 
目.从 （3) 我们找到 

3^(5 M2 (/)-5 Mi (/)), 

然后从如下条件选择积分步长 

\CH 2 \^e 或者 | C // 2 | 彡 < Sm 2 (/)|， （6) 

其中 e 为给定的结果的绝对或相对误差. 

上面描述的公式 （2) — (5) 具有近似特征，因为从⑶找到的值 C 仅仅对充分小的 
H 2 是可靠的（即近似于真实值).在以满足条件 （6) 的步长//求解问题的情况下，为了 
控制精度先以步长2//求解问题，然后再相应于//确定误差主项. 

上面描述了两种数值方法来使结果更精确.我们把它应用到任意精度的方法上来, 
并且不要求取 Af 2 = 2 Mi . 


习题2 有某个有如下误差的求解方法 


按照区间划分以和 A / 2 


nf)-s M (f) 〜 c/Ar\ 

XMi 完成积分计算.证明 

r( n _ o ( n Sm 2 { f ) — S Ml ( f ) 
— SM2 、 f) 〜 ^ rn 一 1 


当 M2 — > oc 时是指极限过程，且 A = const . 
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证明当 A / i , M 2 - Ah — 00 时 

nf) — s M2 u .) 〜 


(M 2 /Miy n - 1 


习题 4 设 


1( f ) ~ S M ( f ) 


c 


M ” 


+ o 


M w + 2 


证明当 — oo , Af 2 > 时 

1( f ) 一 Sm 2 U ) 〜 


SmAD-SauU) 
(Ah/AUy- - 1 


当计算大量具有同一类型奇性的积分时，没有严格的理论分析就无法确定这类积分 
方法的收敛的阶（由于导数的无界性我们没有理由应用误差主项的存在性结果).另一些 
情况下误差的阶可能是已知的，但实际可用的 M 值如何并不明了. 

对于实际容许的值 M 我们研究关系式 R { f ) 〜 CM ~ m 是否可实现的验证问题. 

可以尽量挑选模型问题使得它尽可能近似所研究的问题.且具有已知的答案.耶么. 
在进行计算后我们有近似值和误差= I - S m . 可以对这个量的特性进 行某种 
猜测，例如， 


Ri U 〜 const - M ~ m . 



In 



在这种情况下可以对某个序列 A 4 计算值 M 『 R Mk 且 


看看随着 M 的增长这些值是否稳定.如果在给定情况下 
对误差特性不做假定.则可以使用下列方法. 

取坐标平面 InM , In ( 图 3.14.1), 在其中描 

出点 


(In A 仏 hi 




⑻ 


如果这些点分布不混乱.则意味着数 AA . 不是太大. 
以至于误差主项不能分离.假定渐近不等式 （7) 在参数 
M 给定的变化范围内以高的精度满足.从 （7) 得到 

In — ^— 〜 m In M : 


微分以后有 

J^rn 

d In M 



⑼ 


注意到，渐近等式的微分运算一般来说不合规范. 


当 （7) 以相当精确的程度满足时.由 （9) 式，通过计算机实验得到的点 (In A 4, 
1 h (1/|/? mJ ) 应该位于一条斜线上，其倾斜角的正切值趋近于 m . 如果斜线的倾斜角 
突然改变，则应用龙格法则还缺乏基础. 
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关于误差特性假设的正确性检验还坷以按如下步骤进行.如果等式成立 

R M 〜 c/M m , 


( 10 ) 


则 


Smx - S M - c(l - 


( 11 ) 


另一方而，如果当 Af > Mb 时 （11) 满足.则 （10) 也将 满足. 因此，代替验证 （10) 
是否实际满足可以变为验证 （11) 是否实际满足.特别，可以借助于研究函数 g ( M ) = 
( S MX - S M ) M. m 的图像或者下列点的分布 


In ， In 


( 12 ) 


\ \ S M k X - S Mk \y 

注意到，按照数值实验的途径定义值 m 以及一般地验证条件 （10) 的可能性会受到 

InM H 


限制.例如，情况 R 
在两种情况下当 M 


m 


◊ const • M 
oo 时有 cilri 


和 R 


1 


rn 




const - jj 在研究中是难以区分的，因此 




d\nM 1. 


§15. 更高精度插值结果的修正 

如果被积函数足够光滑，则如通常一样，求积公式的误差可以表示为 

I 

1( f ) - S M ( f ) = R . M ( f ) 二 Yl DkU ) M ~^ + r ( M ), ⑴ 

1 

这里 h < • • ■ < iz , r { M ) = o { M ~ il ). 通常，对晃滑被积函数有 = …： 
s , 其中 5 = 1或 5 = 2. 例如，假定/( 2 饥 + 2 ) ㈤ 有界，由 (13.2), 梯形公式的误差表示为 


1 1 — 1 1 


m 


RmU ) 


D-A 


2 k 


M 


( 严 _]) ⑻ — 严 -i) ㈤ ）+ o 


假定在 M = …， Af ; 时计算 SW (/). 我们有等式 


B-A 
M 


2m+2 




0, ••- nL 


k=l 

取这些关系式的线性组合，组合系数为满足下面条件的 q 

I 

^2 c .i = 1 - 

j=0 

我们得到关系式 


⑵ 


/(/) = 5 >. 7 〜 (/)+ ea (/) \Y ， c J M r 

.7=0 A:=l \j=0 

假定满足等式 




J 2 c A m j ) 


i =0 


E 

7=0 



— l k 


J 


0 , k = 1 ，…， l ， 


⑶ 


则 


HI ) = c .) S M J ( f ) + E Cjr ( Mj ) 

j=o j=o 


⑷ 
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如果值 f CjKAA ) 可以忽略，则有 


j=0 




⑸ 


7=0 


关系式（2)，⑶具有 Z + 1个线性代数方程，且有丨+ 1个未知量,因此有理由期望它有解. 
在所研究的问题和插值问题之间做类比可以以显式的方式找到将⑴式改写为 


Q /( M - / ) = 5 M (/)- r ( M ), 其中 Qi ( y ) = I ( f )- Y, D ^y 


⑹ 


从关系式⑹看出，寻找 /(/) 的问题可以叙述如下.给定多项式 Q / ⑼在1/ = A & 1 , …, 
叫一 1 处的值，要求确定值 Q /(0) = /(/). 按照拉格朗日插值公式(参见第二章 §2) 我们有 


Qi ( y ) = 妁 )n i 


j=0 


¥.7’ 


: y：i 


因此 


=yi c •冲(巧) ，其中 c ) = n yj= 

3=0 的％ ―的 


⑺ 


于是 


I I l 

Kf) = QK°) = Yl c jQi{yj) = ( 均 ) . 

j=0 j=0 j=0 

我们得到了关系式 （4)， 其中值 q 可以明确表示出来. 

上述方法有时叫作 龙贝格 ( Romberg ) 方法, 它可以有效应用于如下情况•假设给定 
某个求积公式，在计算机上计算并打印出值 Sm 1>2 ,(/)，《 = 0, ••- ，/,但所要求的精度没有 
达到.那么，可以尝试对某组值 5 Mo2 , + . (/),••• , 5 Mo2P+1 (/) 应用龙贝格规则求近似积分. 

有时应用下列数值积分过程.给定某个数 M ) 且按照梯形公式 /(/) ^ ^1^(/) 对 
划分的 A 4 个区间计算积分近似值，其中几4 = A/o . 2、按照下列公式计算总是更方便 


| ⑴ 


(/) 




4 + 


2 J 


M k 


( B - A )). 


对每 一个& 在计算5^ (/) 后按照如下递推公式计算^ (/),*•• ，41 +1) (/) 


(/) 二^ ：”(/) + 


(i-1) 


这样，计算的序列由如下图表定义 

°Mn 




T d 


⑴ 


(/)-0) 


m 2 


\ 1 \ 
S ( 2 ) - 

° M x 
\ 


1 \ 
g ⑵_ 

M2 

i \ 


c(l) 

0 M 3 

1 

o ( 2 ) 
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值 S ]： l ( f ) 的计算通常持续直到某个 A : 使得 m/n 5^(/)- S ^ if ) < e 满足. 

通常，龙贝格方法实质上在有效性方面不士高斯公式和带有自动步长选择的求积方 
法（参看 §17). 

习题1证明, (/) 是将龙贝格规则应用到值⑺，…，地 L …⑺ 的结果 • 


§16. 奇异情况的积分计算 


实际遇到的重要函数是那些带有某些特点的函数，这些特点可能包含在函数中，或 
者包含在其导数甚至高阶导数中.如果被积函数具有的这些奇异性不表现为振荡特性， 
则带有自动步长选择的标准程序可以给出不错的结果，我们将在§17中讨论.在考虑少 
量的带有奇异性的积分时，利用标准程序求解问题可能是最好方式.对于大量带有奇异 
性的积分计算，必须要有高水平研究者的参与.我们来给岀一些例子，它们对于这些问题 
的研究是有益的. 


1. 分离权函数.假设计算积分 f " f ( x ) d . x 1 其中积分上下限 a 和?;可能无限.将被 
积函数表示为 f ( x ) = g ( x ) p ( x ) .‘ 其中 ° p ( x ) 足够简单，而 g { x ) 为光滑函数.进一步，应用 


先前讨论的带有权函 f 的积分数值方法.我们来研究几个例子. 
假设计算积分将 /( x ) 表示为 1 


7-1 \J\ - x A 


Vi + 工 2 vT 


，其中函数 


\!\ + X 2 


为光滑函数.函数, 1 ,可以看作权函数.默勒公式（见§5习题 2) 适合于这个权 

函数. i 

假设计算积分/ f ( x ) dx , 并且 f ( x ) 可以表示成 g ( x ) x a , 其中 — 1 < a < 1, g ( x ) 

为光滑函数，以 0) # 0 () . 按照带有常值步长//二 M - 1 的梯形公式计算积分时，误差以慢 
于 M - 2 的速度收敛于零.一个可能的积分数值方法就是转化成相应于给定权函数的高 
斯求积公式. 


2. 可以将积分划分为几部分，并借助于§7中的方法计算每个部分的积分.将积分 
表示为 



/ g ( x ) x a dx , 


H 


M 


将函数换为插值多项式 


认 x ) = - 1) 好 ） + ( J ’ _ _ 1 ) H ) 


g(qH) - g((g- l)H) 

H 
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得到 




QH 


( q - i)H 


P^(x)x <x dx 


jiya + l^a + 2 


1-(1- iA/) 时 1 


(l -1/，+ 2 


CV + 


a + 2 




⑴ 


-(1 - l/q) a+2 1 - 1/q — (1 - l/g) a+2 


a + 2 


a 


1 


9 {{Q - !)^) 


对 （1) 的右边部分按 g 求和，得到原来积分的计算公式. 
f ( qH ) 更方便，这样可得到如下形式的求积公式 

M 

H )f ㈣ 


许多情况下取 g ( qH ) = ( qH ) 


a 


⑵ 


q=0 


习题1 推导公式 （2) 的误差估计 


const . max \ q "( x )\ M ~ 2 . 

[ o，ij 1 V ’丨 

进一步将研究形式上更简单的带有特点的函数积分数值方法.上面描述积分近似方 
法是针对固定网格，特别是在均匀网格上的函数值进行的，当复杂积分计算被表示为部 
分积分计算时具有一定优势.例如，积分方程的求解转化为线性代数方程的求解.有时， 
把函数在划分的区间上用常数代替时必要的精度就已经达到.在这样的情况下，我们取 


g ( x ) p ( x)dx ^ g ( Cq ) 


p ( x ) d,x 


Ci q - 


且计算原始积分的公式变为 


N 


J 0 


g ( x ) p ( x ) d,x l p ( x ) dx . 


(1 



(1 一 


•Clq 


⑶ 


习题 2 illT 积分 


dx , 其中6为一小数. 


证明，应用定常步长 a q - a 


q 


b 2 + X 2 

H = M ~ l 的梯形公式,误差估计为 

const • min 


Mb 1 ( Mb ) 


2 


⑷ 


习题 3 当 


(l> q— 1 


H 时这个积分的计算公式 （3) 具有形式 


- (arctan (手 


arc tan 


( q - l)H 


b 


其中 （(7 - 1) 好推导误差估计 


\ Rm \ ^ const - max \ g f ( x ) \ . 

在上面研究的情况中求积公式的系数具有形式 

Pi ( x ) p ( x ) dx , 

7—1 


其中 Pr ( x ) 为某个多项式，并且以显式形式计算这些积分.对于一系列不能以显式形式计算 
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的问题类，可以合理地借助于数值积分求得其值.如果所得的公式多次重复应用，则这个附加 
的工作是值得的，例如， 一 个大的积分束计算，多重积分的多次重复计算（参看第五章）以及 
积分方程的求解等. 


3. 现在假设要计算积分 ] 

Lif ) = J f { x ) exp { iujx } dx , 

其中 w 为一个大数， /(. t ) 为足够光滑的函数.我们将把 exp { i ^ x } 看作权函数.将积分 
表示为 

M 『 q H 

I = I q , I q = f ( x ) exp { iujx } dx ^ 

n=\ 


对于积分 4 的计算我们应用形如 （7.2) 的公式 • 


4. 在某些情况下，被积函数可以表示成 f ( x ) = G ( x ) + g ( x ), 并且 
取成显式表达形式，而 aw 为光滑函数.假设 {十 算积分 

I = f fMdx ， f ( x ) = - 1 二 

Jo 丄十 ： r 

我们取 C ；( x ) = lna ;. 那么函数 g(x) 有形式 


分 0) = 


x 2 In X 
1 + o: 2 



(7(: r ) ri:r 将 




值 / 1 \ g n { x )\ dx 将是有限的，可以证明按照带有常值步 长％- a,_i = M ~ l 的梯形 

JO ^ 

公式计算积分/ g ( x ) dx 的误差具有量级 0( M - 2 ). 要使得辛普森公式的误差有量级 

0( M -% 应该 i ) G (: x :) = (1 - x 2 ) lnx . 

在 f ( x ) = ( x 2 + b 2 )~ 1 e x 情况下，其中6为一小的数，可以适当取 

G ( x ) = ( Res b if ( z )) (x - bi)~ l 4- ( Res - bi f ( z )) (x + bi)~K 
这里所得到的被积函数解析区域的扩展在应用高斯公式时特别有效. 


5. 另外的消除被积函数奇异性的方法是积分变量替换.通过变量替换 


W ⑷ 


40 ) = 0, (^(1) = 1 



1=1 f ㈤ dx 变为 
0 





⑹ 


这里 


0 


9{t) = /(# ⑷ )〆 ⑷ 


因子的出现可使得被积函数在孤立点的奇异性被消除.在积分 （5) 中引入变量代 
= 得到 




k ' V - 1 hit 
1 + i 2k 


dt • 
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在 A _ > 2时积分 I ^ \ g ”( t)\dt 有限，因此梯形公式的误差有 0 ( M ~ 2 ) 的量级.随着 A : 的 

增加，使积分 j \(/ n \ t)\dt 有界的导数 g ⑻ ( t ,) 的次数也增加，因此可以应用更高精确 
度的求积公式 . 

如果&非常大，则导函数 g ⑴即便是有限的，也会非常大.于是，应当在值々和节点 
数 iV 之间保持一定的均衡.下面也可看出应用非常大的 A 要保持必、要的谨慎.在积分 （6) 
中的常值步长~ = 1 /M 相应于原始积分中的积分节点％ = < p { q / M ) = ( q / M ) k . 

因此.在大的时在区间 [0, 1] 的右边部分只应用了少量被积函数值（图 3,16.1). 

X 10 v 15 v 16 * v 17 * v I 8 a *19 

111)1 1 
o 1 

(p{t)=t k , A /=20 
图 3.16.1 

6. 正如在 §11 中已看到，计算带有奇异性的函数的积分时提高收敛速度也要考虑 
积分节点的分布. 

7. 在某些情况下把几种描述_的方法组合起来应用.假设计算积分 

J g { x ) x a exp { iu ,\ r } dx , 

其中 cj 为一大数， .《 7 ( x ) 为光滑函数. 9(0) / 11^1 < 1. 因子 exp { i ^ x } 的存在要求将其看 
作权函数 . 的存在要求对零点邻域内的积分选择特殊的处理方法.变量替换: r 二以 0 
在此情况下是不能接受的，因为对于相应的权函数 exp { i ^} 求积公式的系数不可能以 
显式形式来计算.这里，首先适当地将积分区间划分为不相等的子区间，它们对应于计算 
函数:产的积分时的最优节点分布.然后在每个子区间上相应于权函数 exp { iu ；. T } 应用 

插值求积公式 (§3). 对形如/ g ( x ) x~ a sinujxdx 的积分，其中 q > 1, g ( x ) 为光滑函数， 

. g (0) ^ 0,这样的方法是无法用的，因为在: r 二0的邻域内不可积函数不能由多 

项式来逼近.这里可适当将积分分为两部分/ _ 和/，其中 e 〜 1 / uj . 可以合理地应用 

前面描述的过程计算第二个积分.在第一个邊分中_数 sinu ； x 没有起到振荡因子的作 
用，因为对于如此选择的 e , 它在[0,£]上具有有限次振荡.因此，这个积分可以计算.例 
如，对被积函数用相应地最优节点分布来积分，这个函数在 ua ： 较小时逼近 
被积函数. 

8. 我们回顾龙贝格方法.用定步长梯形公式计算光滑函数的积分 

f g ( x ) x a dx 

Jo 

时，其中 ^(0) ^ (), -1 < a < 1,计算误差为 -f D 2 N~ 2 ~ a +…，且这样的方 
法具有应用的基础，它也是龙贝格方法的基础. 
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9. 一系列问题的解转化为如下类型的奇异积分的计算 

/( a ) = I " 显 dx , 


J A x ~ a 

其中 a G (A B ), cj ( a ) / 0. 积分理解为 主值， 即为如下极限 



a 一5 


"0) 


X — a 


dr 


•B 


ci+E 


"(工) 


dx 


X 


a 


积分可以写成关于点 《 对称的子区间上积分以及光滑函数在其余部分积分的和式.为 
简单起见假定第一个积分变换成形式 /6 



b 


x 


dx . 如果函数 g ( x ) 在点 x = 0 满足赫 
尔德 ( Holder ) 条件，即 | f /( x ) - g (0)| 彡 y 4| x| a ,a > 0. 则最后积分等于一个非奇异积分 
) g ( x ) ~ g { ~ X ) dx . 特別.如果函数 g ( x ) 为光滑的，则新的被积函数 1( — J ’) 也 

0 X X 

是光滑的. 



在一些情况下，例如在带有奇异核的积分方程的求解过程中，会出现下列情况.在某个间 
定网格上给定函数 g ( x ) 的值，要求从这些值计算在另外的点 a 处的积分值 1( a ). 如果函数 
g ( x ) 足够光滑，则可以按照如下方式进行.将区间 [ A . D ] 划分为子区间 
Am ], Ao = .4, Am = B . 在每个子区间上用插值多项式 L ( i { x ) 来近似函数 〆 x ). 
对此要求对所有的 g 满足条件 


L <! ( A q ) = L ^ ] ( A q ) = g ( A q ). 


原积分可替换为下列积分的和 



X — a 


我们以显式方式计算积分如果 a . € ( A q -,. A q ), 则应该将相应的积分~看作奇异的.如 
果 a 二则应该合并（发散的）积分&和成一个奇异积分 



+ ^+1 



L q ( x ) 
X - A q 


dx , 


L q ( x ) = I L {X) ' 

L#V )， 


X < Aq 

x > A q 


以显式方式计算所得的积分. 


习题4 积分区间被划分为长度为//的相等子区间，在每个子区间上函数 W : r ) 通 


过线性插值来近似.这样，原始积分近似为积分和 


M 



A+qH g((q - l)H) + (x - (q - 1) 孖 ): 


g (qH) - g((q - l)H) 


H 


dx . 


Q 




X 


a 


这里 // = (B _ A ) M ~\ ft W \ x )\ 的有界性假定下得到误差估计 0( M - 2 lnM ). 


指出下列实际上重要的细节是有益的，如果问题的解包含某些不明的奇异性，它使 
方法的收敛性变坏，则最好立刻分离出包含这些奇异性的最简易的模型问题，然后选择 
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方法并对这个模型问题检验各种近似判据的可用性.这一步骤常常使我们能更快理解问 
题的实质，从而避免不必要的在同一问题上多次反复的数值实验.特別，节省数学家在问 
题编程时的劳动量和机时，并且当可以利用内涵丰富的误差特性的图示表示时，可以简 
化问题的研究.这里我们有可能得到更多的点 （14.8) 或 (14.12), 因为对于简单的问题获 
得这些点并不很费力. 

§17. 建立有自动选择步长的标准程序的原则 

在§12中注意到，对带有 : r 6 类型特征的函数的积分，如果节点以最优方式分布，则 
可以很好地利用变步长方法来计算.这样看来.也许另一些类型特征的函数积分也可以 
很好地计算.因此,这诱使我们建立数值积分的标准程序，使得对于任意函数其节点分布 
是最优或接近最优的. 

在§11中已指出，在研究了被积函数在稀疏网格上的特性后，得到接近最优的节点 
分布的可能性.但是，在函数突然改变的情况下，例如形如/的函数，这种可能的实现 
不能导岀完全满意的结果. 

因此，在研究标准程序时对节点分布进行另外处理，以保证对于带有奇异特点的函 
数更好地接近最优节点分布.我们来研究其中的一些情况. 

为了按照划分的基本区间上计算积分，取求积公式 

w ) « 十 ， ⑴ 

误差度量为 

p q ( f ) = + ^^4) . (2) 

假设要计算积分 

f B 

/ A = a 0 - 

J A 

程序的第一段自然地称为横向它由参数值汰^ < 1，/1 0 和如确定.设 q 假定 

通过某种方式已 i _ 卜算出积分 f { x)dx 的近似值.程序在每个时刻有某个值〜，应该以 

它幵始计算积分的剩佘部分 . li 应于区间 + 计算 Pq (n. 如果恰好/^(/)彡如， 

^ (-1 

则按照公式 （1) 计算近似值/ f ( x ) dx , 并取 a , + 1 = a , 4- h q . 我们得到近似值 

J Ci q 

I f ( x ) dx . 在 q < PqU ) 情况下，取 〜+1 =、相反情况下则取 h q+ i = 〜 / fj •现 

在转向下一步.如果恰好 Pq { f ) > 则取作为新的值\并回到起始位置：计算积 
分/ f ( x ) dx 并给定步长 hg . 应用该程序的初始条件为 

^ CIO 

f (l <l 

q = 0, / f ( x)dx = 0, /?,(,• 
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程序也应该有结束工作的程 序段： 如果恰好％ + \ > R 则应该取\ = B - a (r 实际 
计算中同定取 a 二 0.5. 

另一段程序可以叫作纵向的，它由数印确定.归纳 如下： 假设在某一步必须按照划 

r d 

分的区间 [ r , d] 计算积分，即/ f{x)dx. 对应于这个区间计算 p(f). 如果它正好小于 

e 0 , 则这个积分按照相应的公式°(1)计算，且程序转到划分的下一个右边的区间.在相反 
的情况下，区间 [c,(r + ")/2] 和 [(c + r/)/2,r/] 作为划分的区间，且程序转向从这些区间 

左边幵始计算积分.工作开始时.程序转向原始积分/ f(x)dx 的计算. 

实现这一过程的节点不是按照§11中定义的*^下渐近最优的.其原因如 下：值 
p q (f) 不是求积公式 （1) 的误差主项，而如通常一样是某个粗略的、精度阶提高了的估 
计：其区间可能是相当稀的序列值（对第一段程序它们具有形式 h 、， ，而对第二段则为 
(B - A )2~ k ). 

我们来考察实际应用上面描述过程的某些情况. 

为广在独立情况下完成更接近最优的节点分布.有时相应于区间划分的值 &(/) 不是与 
6() 而是与 £ ofi? t 进行比较，其中7要特别选择.在应用计算机的最初阶段习惯于将值 p q ( f ) 
同 e 0 h fI 进行比较.即取7二 1. 这对于突变的函数所得到的节点分布可能远非最优的，而在 
函数不连续情况下程序不可能计算积分.实际上.例如设 


/㈤ 二 




X ^ C. 


如果对某个7值仏(/)同时包含节点处的值/ =()和/ = 1,则仏(/)具有量级 V ,因此没有 
理由期望对于小的\满足不等式|仏(/)|彡如/ V 程序将使步长细分到机器零.如果函数在 
一小段区间上剧烈变化.则步长将无节制地细分.使用者已注意到这种情况，并且理论分析后 


的结果表明可以解决节点分布最优化问题,除非有特别的反对理由，常常取7 = () 
在函数变化剧烈情况下应该看到程序可能不会检测到函 

数剧烈变化的区间段•当 f ( x ) = P s ( r ) 为 S 次多项式时•设 

〆 /) =〔)，且设实际的被积函数为 

/(. r ) - P s { x ) + g ( x ), 

其中 g ( x ) 实际 _L 仅仅在小的区间上不等于零，例如 (Ifl 3.17.1) 


g (工) 


72 


exp 


n 


^ - C ) 

Or 

W 



为明确起见，我们转到上酣描述的第一个程序段.如果划分的 


图 3.17.1 


区间 远离点则 p(f) ^ p ( Ps ) = 0,程序将增加步长.在靠近点 C 的过程中步 
长可能如此之大，以至于函数 g ( x ) 大于0的邻域正好位于节点之间的内部.那么，在包含点 
C 的区问上 /；(/) 也将近似于 0. 结果我们得到值 I ( Ps ) 作为值 /(/)• 这个近似值的误差接 
近于 1. 为了控制精度可以尝试以另外一些进行积分，非常有可能得到同样的 结果. 
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不应该认为这个不足是带有自动步长选择的积分方法所固有的.如果按照常值步长// 
进行汁算，则当》 v / i 时一样可能会岀现在所有积分节点处 g { x ) ^ 0,并且得到近似值 
1( f ) ^ l ( Ps ). 按照几个步长数值积分并按照龙格规则进 m 吴差估计可能导致不正确的结论， 
即积分近似值 1( f ) ^ I ( P S ). 从整体上可以说，在应用自动步长选择的积分算法时得到类似 
不正确结论的可能性要稍微大一些. 

在建立标准程序时总是要在两个极端情况之间进行 平衡： 对任意被积函数保证要求的精 
度或者对于大部分要求解的问题以需要的精度进行快速积分计算. 

看来我们可以提出某个针对高效率方法的不确定性原 则:进 一步提高工作速度伴随着可 
靠性的减小.为了避免“跳过”函数剧烈变化的区域，可以事先在程序中看看是否存在区间， 
其积分步长被强制细分.例如，在标准程序描述中可能包含某个区间 \ a ^} 的端点.如果划 
分的区间 [ am %] 与 [ a , 13} 相交，则下一个区间划分按照更复杂的规则进行.应该给出某 
个使得被积函数剧烈变化的区间作为 [ aji ]. 

我们将注意力转到另外的阶段.假设对于光滑函数 /( x ) 有 


p ( f ) = Cs 


Q y — 1 ^ q 

2 


(a g — a q _l) cS Hl + Clq) 


\£{ a q ^ i , a q )\ ^ c s max \ f { s +]] ( x )\( a q - a q ^]) s+2 . 

A 


(3) 


为了理解步长改变机理，我们假设 f { s ) ( x ) 为分段常值函数.在常数区域有 


P ( f ) = c s |/ ㈤㈤ |(% - a y _ i )' s+L . 


给定某个数0 < 1.研究< a s +1 的情况.设步长为 /1 Q ， 我们在导数为常值的区间上进 
行积分，其中函数满足关系 c s \ f { s ) ( x )\ h ^ [ ^ so . 那么，步长在不超过 G 时每次增加 a — 1 
倍.因为在步长变小 a - 1 倍时，满足关系式 p { f ) ^ 则积分将以最小步长 h 二来 
实现，这个步长满足条件 c s |/ ⑷ > ^.如果在这个区域内的起始步长也满足关系 
c ,|/ ( s ) ( x *)|/^ +1 >^ o , 则步长从 & = h 0 cj k 变成最大，其中"满足条件 c s \ f is ) ( x )\ h s ^ 1 ^£ 0 . 
如果如所假定的一样有 £ i/eo = P < a s + \ 则可能与函数的特性相关当: c 较小时在所研究 
的区域内选择不同的步长.我们看到，积分步长期望如此分布，使得在整个划分的区间上误差 
估计近似相同.从上所述我们给出关于期望要求> a s +1 的结论. 

我们研究0 > a s +1 的情况.可以指出步长/7,=砧使得 

eocr ^ 1 < c s \f {s) (x)\h' s+] < £q. ⑷ 

如果恰好有 

^1 < C s \f is) {x)\h s+l ^ £ 0 , ⑸ 

则对于在所考虑的区间上的积分可以选择这个步长.但是，当满足下列条件时 

S 0 a s+1 < c s \f (s \x)\h s+l ^ £1 - EO0, ⑹ 


程序按照步长 /7,/ a 工作.对于这个步长，由于⑹有印 < 〆 /)，因此步长 ^ Ax 被认为是不 
适用的.程序将取步长纪由于对于它条件⑹满足，则按照当前区间的积分将结束,且进一 
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步计算取 //,/ a 作为原始步长.这样，定积分以步长&进行计算，且在每一步以步长尝 
试进行积分.如果以步长"和 / i / cr 的计算不相关，则在每一步工作量将增加. 

已知下列实验事实：如果给定任意数 A > 1,且从各种不相关的数中得到某些数 y , 则数 

{ log A y } 将在区间 [0,1] 上近似一致分布. 

习题1 假设 f ⑷ ( x ) 是由不相关的随机数据源得到的数.证明， 当 f 3> /+ 1 时 
工作费用的数学期望正比于2 - log a , + i 0 (由此应该适当选择/3 二 a ^ 1 ). 

我们的讨论是在假定 f is ) ( x ) = const 进行的，因此要求实验验证.从这样的实验结果 
作为实际的通常取等于或者略大于例如，一个通用的标准程序中取 s = 4 , a = 
1 / 2 , 1 / 10 . 

正如常值步长的积分一样，也有误差实际估计问题.我们转到具有更简单描述的第 
二段程序.同以前一样，我们以分段常值导数/ ⑷ (X) 为例进行讨论.对这段程序，在 
f ㈤ ( x ) 的常值区域内的积分步长 h 由如下条件确定：取形如 （B - 4)2- 且满足条件 

Cs \ f {s) (xW + l ^60 ⑺ 

的最大步长 / i . 显然，对于这个最大步长下列关系式是对的 

e 0 2—( 奸 ” <c. s |/ ㈤㈤^ 十 1 . 

以某个竓 < 印进行积分.在满足条件 

4<叫/⑷(•时 1 GO 

的区域中“原有的”步长将不再适用，因此进行不小于两倍的步长细分.在满足条件 

s 0 2 -^ < c s \ f ^( x )\ h s ^ ^ e f 0 

的区域中不进行步长细分.这样，当 e 0 2- (s+1 ) < 4时可能发生积分步长的细分仅仅在 
部分区间上进行，一般可能不需要.对带 有印和 < 的计算结果进行比较，如果步长没 
有进行细分，则对这样的区域我们不能得到积分误差的信息.在条件 

4彡 c 0 2- (s+1) ⑻ 

之下步长总是会细分，但由此不能得出结论： 对以如 和任意满足 （8) 的4的计算结果 
进行比较给出期望的精度保证. 

习题2 设 < 彡印 2- ( s +1) . 取常数 Cl , C 2 ， CM 吏得当 

[ Cl, x e [A,C], 

/㈤㈤ H 

[C 2 , X e [C, D] 

相应于印和 4 的积分近似值&。(/)和 s <} U ) 是相同的，而误差不等于零. 

如果/ ㈤ (X) 连续，则当蛇= 02- (s+1) 且在算法中引入减小正比于 4 /(S+1) 的最 
大步长的条件，可以假定和建立类似的误差估计的龙格规则 

,"、…、 ^ () tn - s £ 0 ( f ) n 

i ( f )- s £ l ) { f ) - —，印 一0; 

这里 m + 1为（当 max ( a q - — 0时）公式⑴的误差估计主项的阶. 

q 




• 110 • 


第三章数值积分 


参考文献 

1. KpbuioB B.M. , Bo6kob 15.13., MoHacTLipHbiii II . M . HauaJia TeopHH BLiMMCJiHTejiLHtix 
mpto^ob. MHTepnojinpoBaHHe m hi itg r p m p () b a line. —— M hiick: Hayna vi TexiiHKa, 1983. 

2. KpmiOB B.M., IIIyjiLrMiia A.T. CnpaBOMiiaji Knwra no MHCJiemiOMy MHTerpn- poBannio. 
— M •: HayKa, 1966. 

•3. KpmiOB B.H., Bo6kob B.B.. MoHacTLipiiuM Fl.H. BbiMHCJiHTejiLHbie mcto^li- T. 1. ― 
M.: Hayna, 1976. 

4. MbicoBCKwx M.n. MHTepnojiflLiHOHHbie Ky6aTypHbie <})opMyjnj, —— M.: Ha\Ka T 1981. 

5. HnKM(}jopoi3 A . C I> ., Cvcjiob YBapoB B,B. KjiaccuMecKMe opToroHajiLHbie nojin- 

homli ^MCKpeTHOH nepeMeHHOM. — M. : Hayna, 1985. 

6. HMKMf|)opoB A.^., YBapoB R.n. CneuwajibHLie 中 ymoiMM. — M •: HayKa, 1979. 

7. Hhkojilckmh C• M • KBa^paTypHue ^>opMyjTbi. — M.: HayKa, 1979. 

8. Stroud A.II. and Secrest D. Gaussian Quadrature Formulas. — Englewood C'lifis, N. Y •: 
Prentice-Hall, 1966. 




第四章函数逼近与相关问题 


连续函数不总是能很好地由拉格朗日插值多项式来逼近.特别，即使对无限次可微 
的函数，具有等间距节点的拉格朗日插值多项式序列也不一定收敛于它.在收敛性成立 
的情况下，得到充分好的逼近常常要求高次多项式.同时，如果对于逼近函数成功选择了 
合适的插值节点，则带有给定精度的插值多项式的阶可能相当低. 

在一系列具体情况中，不是按照插值多项式的途径来对函数进行适当逼近，而是要 
建立所谓的最佳逼近.本章将研究与函数最佳逼近相关的问题. 


§1. 线性赋范空间中的最佳逼近 


我们以抽象语言来阐述如何建立最佳逼近问题.假设在线性赋范空间5中给定元 
素 /. 也给定线性无关的 元素仍 ，…，如 G i ?, 要求找到/的最优线性组合 b •这 

意味着，寻找元素使得 


换句话说.意味着 



f 



w w 

Vc ^ = arg hif 


f c o3j 


如果这样的元素存在，则称之为最佳逼近元素. 


定理 最佳逼近元素一定存在. 
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证明由关系式（从三角不等式推出） 

n 7i n n 

II/-XX 仍 H- II/- X^r"l| < J2^ C J - C J 2 )-^ ~ c2 j\\\9：)h 

j=l J = 1 j = l 7 = 1 

函数 

n 

F f (c u -- ,c n ) = f c ^o 

•7 = 1 

对于任意 f e R 是变量 q 的连续函数.让 | c | 是向量 c = ( q , •…， c n ) 的欧几里 
得范数.函数 F 0 ( ci , • - - , c n ) = || ci.gi + … H - c n ^ n || 在单位球面 | c | = 1 上连续，于 
是在球面上某点 ( c 1? ... , c n ) 达到其在球面上的下界户，并且 F # 0,这是因为等式 
F = \\cigi + . • • + c n g n \\ = 0与元素 gu …，如 的线性无关性矛盾.对于任意的 c = 
( ci , ••- , C n ) 7^ (0, ••- , 0), 下列估计是对的 

|| 匸 1 分 1 + ... + c n g n \\ = Foki ， • •. ， c n ) =： |c|Fq ( |^|， • • • ，爾)彡 ll c ll^. 

让 7 > 2||/||/免函数 F f ( Cl ，…， c n ) 在球 | c | 彡 7 内连续;于是，在球内某个点 ㈣ ，…， <) 
它达到其在球内的下界 F Q . 我们有0) = ||/||.在球的外部，满足关系式 

Ff (cu … ， c n ) 彡 ||ci^i + . • • + c n g n \\ — ll/ll 

> (2||/||/||F||)||F||-||/||>F°. 

这样，在球的外部对于所有可能的 Cl ，…， c n 有 

F f (c lr -^c n )^F 0 = F f (c 0 ir -c° n ). 

定理证毕. 

最佳逼近元素一般说来可能有多个. 

空间/?,称为严格赋范的，如果从条件 

11/切 I 卜 11/11 + ■ 11/11，隱0 

推出 f = ag , a > 0. 

习题1 证明，在严格赋范空间情况下，最佳逼近元素是唯一的. 

习题2 证明，带有范数 

\\ f\\p = 

的空间 L p ((0， l )， q ( x )) 当1 < p < oc 时是严格赋范空间，其中 g (： r ) >0几乎处处成立. 
单独研究 p = 2 时的希尔伯特空间的简单情况. 
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对于希尔伯特空间来说最佳逼近元素是唯一的（见§1习题 2), 并且寻找最佳逼近 
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元素的问题形式上变成了线性方程组的求解问题. 

获得解的最简单方法如下.按定义，最佳逼近元素的系数％通过如下表达式的最小 
化来实现 


f 七仍 


• 一 w w 

/ — a j 9 j ? / — a j 9 j 


让它对于 Re %和 Im %的导数等于零，得到用于确定％的方程组.由于最佳逼近的 
存在性和唯一性，这个方程组有唯一的解. 

我们来建立这个方程组并按照另外方法研究其解的唯一性. 

为叙述简单起见,我们限制考虑当/和仍为实函数的情况.让％ = a , + \(3 j , a 7 , 0 3 


为实数.我们有/ - ^ a j0j 


.卜仍•设 


中 ( M ，…， a n )= f 


如果 . A 和 / 2 为实的，则 
II /lH- 1 / 2 1| 2 = (/i + i/ 2 , /l + i., 2 ) 
因此 


(/l,/ 2 )+i(/2,/l)-i(/l./2) + (/2,/2)= ||/l|| 2 + ||/2|| 2 . 


f~Y, ㈣ 


/- E 


a :i 9j 




3= 


由 （1) 我们有等式 


2 


中 ( ai ， … , a n ) = 中 (ai 


a n ) + ^ ^ 0 j 9 j 


⑴ 


由此可得 


inf 中 (ai，• ••，〜)> inf 少 (ai 5 … ， a n ) 

air" ,a n Q ： i ， … ,o： n 


同时又有 


inf 中 ( 叫 ， … ， a n ) > inf 伞 (a.n … ， a n ) 

ai ，…，… ， a n 


( 2 ) 


(3) 


这是因为右边部分是在所有可能的参数 , a n 的更宽泛的集合中取下界，而左边则 
只在实参数集合中取下界.从 （2) 和 （3) 得知，原问题变为求解 

inf 尘 ( a l7 ... , a n ). 

在极小值点处应该满足条件 d ^/ da k = 0. 我们有 


/ - E ⑽ 


由此得到相应于最佳逼近元素的关于系数 


▼ 

f - 


9k 


w W- 

-2 f -^2 a jgj , g k 


^ ^ a j { ( jj ^ 9k ) — (/ ， 5fc )， 


aj 的线性方程组 
k = 1， … , n . 


⑷ 
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习题1 证明，当/和化不一定是实的情况下.相应的最佳逼近元素的系数巧也 
是方程组 （4) 的解. 

矩阵= G((ju …、 ( Jn ) = [{9； ji 9 k )} 叫作元素组夕 1 ，... ，/7 n 的 格拉姆 （ Grain ) 矩 
阵 .因为 [ g . i 、 gk ) = ( wrg ]), 则格 拉姆矩阵是埃尔米特矩阵. 

引理如果元 素仍， ... .仏,线性无关，则矩阵正定. 

证明让 c = 为有实分量的任意向量.我们有等式 

TI 

= Y1 o . q •(仍，供) • （ 5 ) 

j,k=[ 

最后的表达式同 （ G n C . C ), 因此有 

2 

n 

(G- n c, c) — > : ('j(]j >0. 


如果元素&线性无关，则当且仅当所有的 cy = 0时有 Y. C ^J = (). 这样.如果 

. j=i 

C ^0就有 ( G n c . c ) > 0. 根据定义矩阵为正定的.因为矩阵 Gu 为正定的.则其行 
列式不等于零.于是方程组 （4) 有唯一的解. 

习题2 证明不等式 

G(fju …, .^n + l) 《 … ^fjn){fjn + l,fjn+l)- 

在实际逼近函数时需要谨慎地选择函数组％.当这个函数组没能成功选择时，系数 
a , 的计算误差可能达到严重的程度，并且加入新 函数％ 后得到的“更好的”逼近吋能 
总是更糟糕地逼近给定的函数. 

事实如下.当选择函数组％不成功时.矩阵的特征值有很大的偏离.即按模最 
大特征值与按模最小特征值比值很高.在求解带有这样系数矩阵的方程组时计算误差至 
少随这个偏差成比例地增长.例如，在区间为[- 1. 汴权函数为/心:）三1时，对于函数组 
gj = 矩阵的特征值的偏差超过 a ( V2 ^ \) 2 n / n b , 其中 n .6 为某个正常数.函 
数的内积更详细的分析表明，可以适当选择正交规一函数组作为函数组％，正交性可能 
由不同的函数的内积来定义，或者按照某种类似思想来选择. 

如果元素仉构成正交规一系，即有 {( Jk , g 3 )=5 l 则方程组 （4) 变成 


^2 c j9:i 


r 罗 w w 


耶么.最佳逼 近⑴以 表示成 


9 = 
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且对于11/ - dl 2 有下面更方便的表示 

n n n 72 

11/ - " II 2 二 Lf = = /) — E 1(/. 力)1 2 - 

j 二 1 j=l j=\ j=l 

W 为 II / — /7 II 2 彡 (). 则从等式 

n 

11/ ill 2 = (/•/)-[ |(/ 彳 ,)1 2 

j=i 

推出 已知的 贝塞尔 ( Bessel ) 不等式 


n 

.7 = 1 

如果初选的元素不构成正交规一系，则一般说来，可以借助于第三章研究的正交化 
算法来对它们进行正交化.但是，这个算法的应用常常导致不满意的结果.例如，在区间 
[-1,1] 上从上而给出的函数系 W 建立带有权 p (. r ) > 0的正交函数系时得到某个正交函 
数系 F ,(./■), 其系数的模之和的增长速度不低于 （ v ^+ l )" n ' 其中《通过 p ( x ) 来确定.如 

I 

果进而多项式的值通过显式表示 Pj ( x ) = Y , a kj ^ k 来计算，则由于系数的模之和很大， 

同样的多项式的误差也很大.为了能稳定算多项式的值，需要应用另外的某个算法. 
例如按照递推公式计算.或者在切比雪夫多项式情况下按照形如 T n (. r ) = cos ( narccosx ) 
的显式公式计算.这一问题的更详细推导将在§8中进行. 

假设要逼近二元函数 /( x , y ), 它定义在平面 ( x ， y ) 中的某个区域 G 内.正交多项 
式的显式表达仅对于简单区域是已知的.可以应用下列方法.取某个区域 U C 在这 
个区域内正交函数系已知，且将/拓展到区域 n \ c 中.接下来借助于这个函数系在区 
域 g 中逼近 /. 这个方法有时是无效的，因为不容易成功地在区域 n \ c 中建立足够光 
滑的函数/，而在不足够光滑的情况下，逼近效果可能不好.由于这种情况，也由于逼近 
是在大的区域中寻找，所以为达到给定的精度，值 n 常常会高到无法容忍的程度. 

另一个导出已知正交函数系的方法如下.取某个区域 Q ， 它带有已知正交函数系 
^ n ( C ^ n )- 假设映射 r = 工 ( X ， n)，y = y ( X ， v ) 将区域 D 变换为 G . q = 

n 

C (: r .//), ?/ = rf ( x . y ) 是其逆映射.将用线性组合^ Cj ^ 7 -( C ( x , y ), r )( x , y )) 来逼近区域 

j = l 

中的函数 /(: r ( c ，//), y ( c ,7/)). 

在多变量函数逼近时，不存在适用于所有情况的方法.在每个具体情况下，应该考虑 
问题的特殊性（函数的形式、区域的集合特征等等). 

为解释上述情况我们研究另一类问题，其解引入了上述结构.假设要建立带有插值 
节点: r { V .. 的 W - 1阶插值多项式.假设这些节点是正交规一多项式系 { Qn ( x )} 

中 TV 次多项式 Q n ( x ) 的零点，其中正交多项式系相应于权函数 P ( x ). 例如.可以按照 
切比雪夫多项式的零点建立插值多项式，参见第二章的讨论.将以如下线性组合形式寻 
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找插值多项式 

7 V -1 

Pyv 一 1 ⑷ = ^ a j Q j (x). 


当 m,n < 7 V 时，多项式 Qm { x ) Q n ( x ) 的阶不超过 2 N - 2. 因此，带有 /V 个节点的高斯 
公式对于这个多项式是精 确的： 

Af Qm «) Qn «) = [ Q m ( x ) Q n ( x ) p ( x)dx = C - (7) 

q=l 』 a 

这样，向量 Qm = { Qrnkr ), … ， Qm (#)} 当' 爪 < W 时构成相应于如下数量积的正 
交系： 

N 

(y,z) =J2 D qVq^ ⑻ 


且向量 f = (/( xfO ,.. • . f ( x ^)) T 可以按照这个向量组 展开: 

N — 1 

f = d j Q j, 

.7=0 

其中 4 = ( f ， Qj ). 要寻找的多项式为 

N-1 

Pn- 1 ( 工） = > : djQj(x). 


⑼ 



这样，以某个正交多项式的根为插值节点的插值多项式的建立转变成计算函数按照正交 


多项式展开的系数所要寻找的插值多项式由公式 （9) 计算.这个算法同直接建立拉 
格朗日插值多项式相比，相对于舍人误差而言具有更高的稳定性. 


§3. 三角插值.离散傅里叶变换 

离散傅里叶变换应用于许多实际问题的求解.三角插值、函数卷积计算、模式识别 
等许多问题与此相关.在建立了快速傅里叶变换以后，离散傅里叶变换成为求解实际问 
题的一个特别有效的方法（参看 §4). 

设 f { x ) 为周期1的周期函数，其傅里叶级数展开为 

OO 

f( x )= a q exp{27ri(2x}, (1) 

q=—oc 

并且 

oc 

^ \ a q \ < oc . (2) 

q= — oo 

这里 i 为虚数单位. 

我们研究这个函数在由点 X / = Z // V 构成的网格上的函数值，其中 Z , iV 为整数 ， iV 
固定，且记如果 q 2 - qi = kN , 其中 A ; 为整数.则奶叫 HA = kNx t = kl , 
其中 W 为整数.于是，在网格节点处有 

exp{27rir/ia;} = exp{27ri^2^}- 


⑶ 
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因此，如果仅仅考虑函数 f ( x ) 在节点&处的值.则在关系式 （1) 中合并同类项有 


其中 


fi = yZ A q exp {27 ru ; x /} ? 



⑷ 



〉: ^ l q+sN - 



⑸ 


引理 对于由 （5) 定义的 、 .如果将求和的上下限 [0， W -1] 替换为 [ m ， iV - l + m ]， 
则关系式 （4) 仍保持是正确的，其中 m 为任意整数. 

证明事实上，如果 c / = (/ + A :7 V ， 则 

OC 

^q f ~ / : (i q+kN -\- rnN * 


取 A + m 作为新的求和变量 m 7 , 得到 


A n f 


E 


q + m ' ! 


An. 


ni 


因为在网格汀点处同 （ 3) — 样 exp{27rig , x/} = exp{27ri ^/} r 则总体上有 

A q exp{2iriqxi} = A q > exp{27rig , x/}. 

这样 . 对由 （ 5) 定义的、，以 q 为变量的函数 AexppTri^/} 以 7V 为周期，于是和式 

iV —1+m 

^ A q exp{27ri<7X/} 


•m 


与 m 无关，且与 // 相同.引理证毕. 


如果从一开始就仅仅给定定义在网格上的函数.则在这个网格上它也能表示成式 
(1). 实际上，通过线性插值途径可以补充定义它在网格节点之间的值，从而将这个函数 
延伸到整个直线上.对于连续分段可微函数式 （2) 成立，因此在网格节点处合并同类项 
后得到式 （4). 

我们定义函数在网格上的数量积 如下： 

1 "― 1 — 

(/ ，分） = fi9i- 

1=0 

(因子 1 /iV 的引入是为了使所得到的关系式与连续情况保持 一致： 如果 / Or ) 和 P (. T ) 为 
区间阼11上的连续函数，则由于 f ( x ) g ( x ) 黎曼可积，所以当 N — OC 有 

( f ， g ) — f f ( x ) g ( x ) dx .) 

Jo 

函数 g q { xi ) = exp {27 ru / Xi } 当 0 < g < iV 时相应于这样定义的数量积构成正交规一系 • 
实际上， 

1 N — 1 「 — . > 

{9 q ， 9j) = jj ^expj27ri^/L 


• 118 • 


第四章函数逼近与相关问题 


当 g # j 时，几何级数求和得到 

{9qi9j) — 


p {27 Ti { q - j )} - 


N e W \2,i q 


J 


N 



(当0彡 < N ， q ^ j 时分母不等于 0). 因为 { g q ^ g q ) = 1,则总体上有 

ijh “ h ) =吒 ，0 ^ qj < N . 


⑹ 


将⑷与仍做数量积得到 

N-1 

^3 = U'9j) 二^ : [ 力 exp{-27Tij’‘T/}. ⑺ 

右边的表达式构成了如下积分的 f 分和式： _ 

J f(x) exi>{—27Tijx}dx, 

因此， 当 N — oo 时对于固定的 j 有1 

A j 一 cij = j f(x) exp{—27Tijx}dx. 

我们指出，在一般情况下下面的关系式 9 不成立 

N-1 


f { x ) ^ A j exp {27 rijx }. 


⑻ 


设 f ( x ) = ao + a,-i exp {—27 ri : r }. 从⑷得到烏 = a 。, = a _ i , 具余的项 A )=(). 

这样 ，（8) 式的右边部分是 a 0 + a _! exp {27 ri (7 V - 1)^}. 它与 }\ x ) 在点而 处相同，但如 


通常一样，在其他点它们之间则相距甚远. 
回顾引理的结论，将⑷改写为形式 


fi = E A q exp {27 riqxi }. ⑼ 

-N/2<q^N/2 

如果 /( x ) 足够光滑，则值 | a 7 | 随着 j 的增长快速减小，因此对于小的 A q ^ a q . itb 
外，对于光滑函数 f ( x ), 当 q 很大时值 Ag 和％很小. 


习题1 设 f { x ) 连续可微.证明，当 7 V — oc 时有 


max 

[o ， i] 


f { x ) - [ A q exp {2 mqx } 

^N/2<q^N/2 



回顾这个逼近等式在网格点处变成精确等式.函数逼近方法 

f ( x ) - A q exp {27 rigx } 

-N/2<q^N/2 

称 为三角插值. 关系式 ⑼叫作有限或者离散傅里叶级数， 而系数称 为离散傅里叶 
系数. 

在满足条件仍 - r/2 = ZciV 时，函数 exppTrif / ix } 和 exp {2 niq 2 x } 在网格节点处相 
等，忽略这个事实常常导致得到错误的关系式 • 

在求解一个工程问题时，要求首先确定结构振荡的第一个固有频率.通常解出描述振 
荡过程的运动方程，绘出其图形，并从图形中确定频率.我们在一定条件下写出相应的方程 
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= F ( x ), 应用有限差分方法进行 求解. 为了检查结果的可靠性以减小一半的步长进行重 
复计算.计算结果得到的曲线图以10%的精度重合.但是，从实验比较来看，所得到的频率 
与 真实情况的差异达数十倍.误差的原因在于，解的图形是以步长 1/7 V 建立的，它实际上 
大于问题解的振荡周期.解可能逼近于函数 const . exp {27 riq /}， 其中 q / N 靠近偶数2因 
此，既在以步长 1/7 V 的网格上，也在以步长 1/(27 V ) 的小一半的网格上得到了同一个函数 
const • exp {27 ri (( 7 - 2 kN ) t } 的图形.与理性想法不相吻合的另外情况出现在天线方向曲线 
图的计算中.事先企图在程序、求解方法或者问题的物理描述中寻找失策之处不能得到肯定 
的结果.这可解释 如下： 剧烈振荡的函数图像出现在非常稀的网格上.在图 4.3.1 中，实线表 
示天线方向阁截面的实际曲线，虚线为按照所得到的计算值 o ; 插值得到的曲线.与实验结果 
矛盾. 

在基于切比雪夫多项式线性组合的函数逼近问题与基于 
三角多项式方法的函数逼近问题之间存在对应关系.设在区间 

771 — 1 

[-1,1] 上函数 f ( x ) 由线性组合 I ajT ^ x ) 来逼近.变量代 

•7=() 

换 .T = COSt 将原来的问题变为函数 f { C 0 St ) 由线性组合 

m — 1 m — J 

[ ajTjico^t) = a J cos 0'0 
j=0 j=0 

来逼近的问题. 

成立如下等式 

(/ ， 9)1 = / = 乂 f{cos 0)7j(cos 0)cW. 

于是，函数 f ( x ) 的最佳逼近问题（相应于由数量积 ( f ： g ) { 定义的范数）等价于函 
数 f (cos0 ) 的最佳逼近问题（相应于由数量积 ( f ， g 、2= I f (cos6 )g (cos0 )do 定义的 
范数).插值问题和最佳逼近问题在同一度量下也确实存应关系.在进行这样的变换 
以后，按照节点巧 = cos (切比雪夫多项式 T m { x ) 的零点）的多项式函数插 

m — 1 

值问题变成函数 f ( cosO ) 借助于三角多项式 I a 7 cos ( j /.) 的插值问题，后者的节点为 

j=0 

tj = 它构成均匀分布的网格. 

J 2 m 

§4. 快速傅里叶变换 

实现正和逆的离散傅里叶变换 

(/ o , …， / iV-l ) 分（為〕， …， 乂 N -1 ) 

是许多问题求解的组成部分.按照公式 （3.4) 和 (3.7) 的直接实现这些变换要求 0( N ” 



图 4.3.1 
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算术运算.我们来研究减小运算次数的可能性问题.为确定起见我们按照给定的函数值 
讨论系数、的计算.建立 快速傅里叶变 换算法依赖于如下思想：在 （3.7) 右边部分的 
N 个加项中可以分组表示各个不同的系数 Ag . 每个组仅计算一次，这样可以大大减少 
运算次数. 


我们首先来研究情况 iV = P1P2 ； Pi ，/)2 ¥ 1. 将满足条件0彡< iV 的 j 表 7 K 
J^q = qi + Pi ( l2 , j = j2 + P2J1 , 其中 0 彡 qiji < Pu 0 ^ ( 12 , h < V2 . 我们有关系式 


A q = A ( qi , q 2 ) 


N 


TV-l 

E /， 

.7=0 


exp 




Pl-l p2 一 1 


N 


E E w^p 


; i \ =0 .72=0 


P\V2 


从等式 


( UP 1 感他 L ) .奶，⑽ 


PlP2 


N 


Pi 


和前一个关系式得到 


P 2 —1 


物心 卜土 E /( n 邓{-加喂 


j2=0 


其中 


Pi 


A ⑴( ㈤ 2 )= — 



fj2 + P2h 邱 j -2 m 


J1Q1 

Pi 


直接计算所有 A ^( q u j 2 ) 需要 0 ( p 2 lP2 ) 次算术运算，而接下来计算 A ( Ql ， q 2 ) 又需要 
0( p lP l ) 运算.因此，当 P 1 , P 2 = O ( VN ) Bt , 一般的运算次数为 0(7 V 3 / 2 ). 同样地，当 
N = Pl ‘.. Pr 时可以建立整个计算算法，其算术运算次数不超过 CN( Pl + .••+&), 
这里 C 为与 N 无关的常数.我们来写出 Pl = • • • = p r = 2时的最常用情况下相应的 


计算公式.将 U 表示成如下形式 


T 


Q 




/ c— 1 


E ir + l-n,2— 1 


k 


其中 guV + i-m = 0, 1 •数 qj 2 — r 表示成 


r 


r 


r 


qj 2 - r = q;i 


r +1 — 7n2 


1 一 r 




k+7n—r — 2 


Jr +1 — m 


m 


k 


r 一 m+1 


fc+m —r —2 


Jr +1 —m + A 


二 X 乙收 2 

*rrz — "1 \ /c 1 

这里 s 为整数，它等于所有满足条件 A : + m - r - 2 > 0 的形如说乡 +1 - m 2 fc+m — 2 的 


项之和，显然， 


exp 



2 


. Q 3 

nl N 



= exp 
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因此 


4(H) 

^ N-1 

A 


Q 


N 


7=0 ^ 


V / r — m-fl 




2 



/ ，八 .+ 2 办一 1 +… exp - M E 


E Qk2 k ^- r ~ 2 , j r+1 - m 


Jr = 0 jl=0 

对各项重新分组后有 


k 


1 


r 


M ( h ， …^ ■) 二 3 Z exp -27rij r 2~ r ^ 收 2 人 :— 1 


f T =() 


Jr 


k 


X 


1 

E 

jr- 1=0 


r 


exp <; - 2 tt \^ 收 2 fc — 1 

k =\ 


X 


X 1 o 2^ eX P {~ 27ri ^ 2_1 ^l} />+2;;V- i+ … +2 7 .- 1 h 
ii=o 


这个关系式可以写成递推关系序列 

(<7l ， . • • ， (1m. ， jm+'i ， . • • i jr) 

i 1 

= 5 E exp <J -27rij m 2 — X ； q k 2 k ~ l \ A^~ l \q, 


• 5 Qm — 15 jrn 


Jr) 


0 


k 


1，…， r 


其中 


d ⑼ (Jl ， … ， jr) = fj r +2j. r - 1+ … +2 7 '-l Ji 

A { r ) ( qi r . • , q r ) = A ( qi r - - , q r ). 


从每个分量 A - — 1 ) 到分量的转换需要 O ( A 0 次算术运算与逻辑运算.总共有 r 
步，因此一般运算次数有数量级 O ( iVr ) = 0 (N \ og 2 N ). 


同 （3.7) 相比较，借助于的计算具有较小的误差积累.在计算公式中指数的计算 
也具有一定的方便性.计算 A ㈣ 时应用了值 exp {-27 rij 2- m }, j = 0, 1，…， 2 m - 1. 特别, 
当 m = 1 时 exp {-7 rij } 取值十1 或 -1. 为计算 A —+ 1 ) 也要求值 exp {-27 rij 2- (m+1) }, 
其中 j 为满足0 < j < 2 m +1 的奇数.它的计算可以通过已计算出的值来进行，特別，可以 
借助于如下关系式 （ m 彡 2) 


exp {—27 rij 2 


一 （ m+l) 


} 


: xp {-27 ri ^^2- m } + exp {-27 ri 甲 2- m } 

_^_ 

2 cos (7 r 2— m ) 


其中当 m > 1时，本身也有关系式 


cos (丌 2一川) 



孑 （ 1 + cos (丌2卜 77 ”). 
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在一些情况下也能成功减少运算次数 . 上面已提到 r 其中 的一种方法： 给定实函数 /⑴= 
.^(cosO, 以及其在点 G = 7T(2 / - l)/(2iV) 的值，要求找到如下插值多项式的系数 


N —I 

Aj cos jt. 

J=o 

另一种情况 是：当 TV 为偶数时，给定函数 


•/V/2-1 


^2 sni ‘2 丌 jt 



在点 /. = 1/yv 的值，其中 （） < / < N/2. 需要确定系数 


习题1 


寻找两个多项式乘积的系数 c 7 : 



i 正明，对于它的寻找只需 0( Nlog 2 N ) 次运算. 


2N-2 


= c j xj . 

j =0 


§5. 最佳 一 致逼近 

如果线性赋范空间中的范数不是通过数量积来定义，则寻找最佳逼近元素实际上更 
复杂.我们来研究遇到的典型问题，特别是在建立函数计算的标准程序时遇到的问题. 

设 R 为定义在区间上的有界实函数空间，范数为 

11/11 = sup I f ( x ) I. 

寻找如下形式的最佳逼近 

n 

Qn ^') = 〉二 a ).. 

J'=0 

由§1中的定理知存在最佳逼近元素，即存在多项式 Q 以: T ) 使得对任意 n 次多项式 
Qn ㈤ 有 

^n(/) = ||/-Q^||<||/-Qn||. 

这样的多项式 Q ° n ( x ) 称为最佳一致逼近多项式.接下来讨论连续函数的最佳一致逼近 
多项式的充分必要条件. 

瓦利 - 巴森 （ Valli-Bussen ) 定理 设在区间 [a, b ] 上存在 n 十 2 个点 a; 0 < • •. < 
Xrj-fl 使得 

sign (/(x z ) - Qn(^ 7 ； ))(-l) z = const. 

即从点々转向点:时 f ( x )- Q n ( x ) 的函数值改变符号，则有 

En{f) ^ . n min |/( 而） — Qn{xi)\ . (1) 

尤 =0,… .n+1 
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证明当 " 二0时定理结论显然成立.设"〉 0. 假定矛盾.即对于最佳逼近多项 
式⑺⑷有 

IIQn - /II =仏 (/) < ".. 

于是，我们有 

sign ( Q n ( x ) - Qn ( x )) = sign (( Q „(. r ) - f ( x )) - ( Q ( r ;( x ) - f ( x ))). 

在点 . r t 处第一项的模大于第二项的模.所以 sign ( Q n (. r J )- Q ^(^-))= sign ( Q n ( xi )-/( x 1 -)). 
于是 . n 次多项式 Q n { x ) - Q ° n { x ) 改变 n + 1次符号.得出矛盾. 

切比雪夫定理 多项式 Qn ( X ) 是连续函数 f ( x ) 的最佳一致逼近多项式的充分必 
要条件是在区间 [ a , b ] 上至少存在 M + 2个点: r 0 < ••• <. T n+1 使得 

f(xi)-Qn(x i ) = a(-l) i \\f-Q n l 

其中/: = (),..•，// + 1,对于所有的 i 同时 a = l (或者 a = ~1)- 
满足定理条件的点 x () . - - - , ! 常常称 为切比雪夫交替点. 

证明 充分性•以乙 i 己 \\ f - Qnl 应用⑴我们有 L 二 （ E n ( f ), 但由值 E n ( f ) 
的定义有 E n { f ) ^ Wf-QnW = L . 于是， E n ( f ) = L , 从而此多项式是最佳一致逼近多 
项式. 

必要性.设给定的多项式 Qn ( x ) 是最佳一致逼近多项式.以扒记区间 [ a , b] 上使得 
\f(x)-Qn^)\ = L 的点; r 的下界.从 L 的定义推出这样的点存在.由 /(: r )- Q n ㈤ 的 
连续性我们有|/ ㈤ - Q n ( yi )\ = L . 为确定起见将研究 Q n { y x ) = + L 的情况. 
以" 2 〖己区间 ( yi ， b ] 上使得 f ( x )- Q n ( x ) = - L 的点 x 的下界.如此类似地，以说 +1 记 
区间 ( Vk , 上使得/(工） — Qn { x ) = (-1) A L 的点 T 的下界， .... 由函数 /( T ) - Qn { x ) 
的连续性，对所有的&有 f(Uk + l)- Qn(Vk + l) = (~l) k L. 继续这个过程 直到知 ，或 
者直到 .Vm 满足：当< X •彡6时 \f(x) - Q n ( x )| < L . 如果 m 彡 n + 2,则定理结论 
成立. 

假定有 m < n + 2. 由函数 f { x )- Q n ( x ) 的连续性，对所有的 A : (1 < k ^ m ) 可以指 
岀一个点 使得当 z k — i ( x < y k 时有 \ f { x )- Qn ( oc )\ < L •取 2 0 = a, 2： m = 6. 由上面 

的描述可知 ； 在区间 = 1.... , m 中存在点队使得 f ( x )- Q n ( x ) = (-1 广 1 L , 
且不存在点使得 / Or ) _ Qn ( x ) = (_1”[令 

771 — 1 

v { x ) = ]^J {Zj - x ), Qn ( x ) = Q n ( x ) + dv ( x ), d > 0. 

•7 = 1 

并研究区间上如下差值的特性： 

f ( x ) - Qi ( x ) = f { x ) - Qn ( Z ) - dv ( x ). 

作为例子我们考虑区间[句•々].在 [20^0 上有〉()，因此 

f { x ) - Qi ( x ) ( L - dv ( x ) < L . 

此外.在这个区间上满足不等式 f ( x )- Q n ( x ) > - L . 因此，对于充分小的4例如对满 
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足条件 


d < d' = 


min |/(x) - Q n ( x ) + L \ 

[:0,2 lJ 

max 


的 d , 在[ 2 0 ,幻)上有 f { x )- Q n { x ) > - L . 同时， 

\f(zi)-Q d n (zi)\ = 1/ ⑹ -Q n ⑹ I <L. 

这样，对于充分小的 4 在这个区间上有 \ f ( x )- Q d n ( x )\ < L . 在对其他区间 
进行类似的讨论后，我们可以指出最小的办使得在所有的区间上满足不等式 |/( x ) - 
Qi '( x )\ < L . 这与 Q n ( x ) 为最佳逼近多项式而 m < n + 2的假定矛盾.定理证毕. 

唯一性定理 连续函数的最佳一致逼近多项式是唯一的. 


证明 

由此可得 


假定存在两个 n 次最佳一致逼近多 项式： 

Qn(^) ^ QrM ， \\f-Q l J = \Vf-Ql\\ = EM)- 



= E n ( f ), 


即多项式 J [ Q ^( x -) + Q ^( x )] 也是最佳一致逼近多项式.让利,…. ，. x n+1 是相应于这个 
多项式的切比雪夫交替点，那么 

I [Qn(' r 0 + Qli X i)} - f( X i) = Enif), i = 0. ， n+ 1, 

或者 


(Q l n(Xi) - /( 々 ））+ (QKx.) - /(x,))| 二 2E n (f)- 


因为 \ Q ^ x i )- f ( x t )\ ^ E n { f).k = 1.2, 所以上面最后的关系式仅在如下条件满足时 
成立： 

Qn( x i) - f( x i) = Qii x i) - fM. 


我们得到了两个 ri 次多项式 Q ^(: c ) 和 Q ' i ( x ) 在点 Xo , - - • , x n + i 处的值相同，即导岀 
矛盾 • 


习题1 在区间 [0,7r] 上对函数 f{x) = sin 1 00x 进行逼近.寻找 Qgo(^)- 


§6. 最佳一致逼近的例子 

1.在 [ a , 6] 上连续的函数由零次多项式逼近.设 

sup/(x) = /(xi) = M, inf f{x) = f(x 2 ) = m 
[a,6] [ a ， b l 

多项式 Qo ( x ) = ( M 4 - m )/2 是最佳逼近多项式，而 X !, x 2 为切比雪夫交替点. 

习题1 证明，若 f(x) 不一定连续，则零次最佳逼近多项式具有形式 Qo ( x ) = 
( Af + m )/2. 



§6. 最佳一致逼近的例子 
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2. 区间 [ a , 6] 上连续严格凸函数 f ( x ) 由一次多项式 Qi ( x ) = ao + ai x 逼近•由 
/(X) 的严格凸性，差 f { x ) - ( a 0 + ai ； r ) 在 ( a ， b ) 内有且仅有一个极值点，因此点 a , 6是 
切比雪夫交替点.设 d 为第三个切比雪夫交替点.由切比雪夫定理，有等式 

/⑷- («o + aia) = olL ， 

f ( d ) — (ao 4- Q \ d ) — — aL , 

f ( b ) - ( a 0 -f aib ) = aL . 

从第 3 式减去第 1 式得到 /(6) - /( a ) = ci \ (b — a ). 

由此找到⑴ = (. f ( b ) - f ( a))/(b - a ). 为确定未知数 
ri , L , ao , a . j , 以及 = +1 或 a ' = — 1 总共得到了三个方 
程.但是注意到 d 是函数 f ( x )~ (ao + a ^) 的极值点.如 
果函数 f ( x ) 可微,则为确定 d 我们有方程 f f ( d)- ai =0. 

现在从第1和第2个方程的和中确定 a 0 . 

几何上这一过程可以描述如下（图 4.6.1). 通过点 
( a ,/( a )) 和(6,/(6))做割线.其倾斜角的正切等于 
做曲线:7 = /( x ) 的切线平行于该割线，再做与该割线和 
切线等距的直线. 

习题2 给出一个区间 [ a , b ] 上的函数例子及其相应的一次最佳一致逼近多项式 

使得其切比雪夫交替点不包含点 a , 6. 

习题3 给出一个函数例子（自然是不连续的）使得其最佳一致逼近多项式不满足 

切比雪夫定理条件. 



图 4,6.1 


习题4 设 f ( x ) = | x |,[ a ,6] = [-1,5]. 建立其一次最佳一致逼近多项式. 


3. 假设函数 f ( x ) 的导数 f ( n +” 在区间 [ a , h ] 上不变号时，若它在 [ a , 6] 上由 n 次 
最佳一致逼近多项式来逼近，要求估计值 Entf ). 在第二章§9中我们有以切比雪夫多项 


式的零点 


Xk = 


Q-\~b 



b — a 
2 


cos 


V 2( n + l )； 


为节点的插值误差估计，即 


|/(x) - P n ( x )\ ^ [ max|/ (n + l) (.T)| 

[a,b] 


( b - a ) n+1 
2 2n+1 (n + 1)! • 


由此得出不等式 


E n ( f ) ^ ( max |/ ( n +1) ( a :)| 

[a,6j 


(6 — a ) n+1 

2 2n+i( n + 1 )!- 


( 1 ) 


设 Qn { x ) 为最佳一致逼近多项式.由切比雪夫定理的结论，差值 f ( x ) - Q n ( x ) 
当从一个切比雪夫交替点转向另一个切比雪夫交替点时改变符号，则它在 n + 1个点 
IJU- ■ : Vn-Yl 处的值变为零.因此多项式 Qn{x) 可以看做插值节点为 IJU … , y ； n 4- l 的插 
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值多项式.由 （2.3.1) 我们有如下形式的插值误差表示 


Jt 中 cj n +] (： r ) 


/( X)-Qn ㈤ 二产 

(x -；(/!)••• {x - y n + i ), C = Cb ) € [ a ，6]. 设 

max | u ; n + i ( x )| = | u ? n + i ( x 0 )|. 

[a ， 6] 


我们有 


EnU ) = II/W - Qn ( x )\\ ^ |/( X 0 ) — Q n ( x 0 )\ 


= l/ (n+ "(C(x.o))l 




Wn +1 ㈤ I 


III (2.8.6) 下列不等式成立 


(n + l)! KS 『 1>(X)I 八口 (n-fl)! 


max | u ； n + i ( x )| ^ (6 - a •广 +1 /2 2 时 1 
[a 刈 


由此可得估计 


En ( f ) > 

[ a ,6) 


(6 - a ) 


’+1 


2 2 n + l ( n+ !)! 


( 2 ) 


这样，如果 f ^ +1 \ x ) 保持符号不变并且变化不是很剧烈.则最佳一致逼近多项式与按 
切比零夫多项式零点为竹点的插值多项式之间的差别不是本质的. 


习题 5 证明，当 f in+l) (x) 在区间 [ a . b] 上保持符号不变时，切比雪夫交替点包 
含点和 6. 


4. 我们来研究当 

/(x) = P n-f 1 (^) = ^0 + • • • + +1 ， “n+l —() 


时寻找其 n 次最佳逼近多项式问题.那么，产 +1) ( x ) = « n +1 ( n + 1)! 且 E n { f ) 的上界 
佔计 （1) 和下界估计 （2) 相同： 

EM) = K^\(b-a) n+l 2- 2n ~ l . 

这样，最佳逼近多项式恰好是带有如下节点的插值多项式 Qn ( x ): 


•r 士 


a + 6 I )— 


a 


cos 


7r(2/r + 1) 


一 ^ 、 2 (n + 1) / 

可以获得这个最佳逼近多项式的另外形式的表示: 

/ / 


k = 1，…， n + L 


QnX^) = P r，,+ l(J ) - （ ’n+ 1 ^^7? +1 


2x — (a + 6 ) 、 (b — a) rl 丄 1 


f ) 


a 


22n+l 


⑶ 


事实上， rti 于 . r - +, 的系数等于零，所以上式右边部分的表达式是 n 次多项式 

a + b b — a 7ri . 


Xi 


2 


cos 


n 


1 


()，••• . n 构成切比雪夫交替点. 


5.设二 [-1.1] 且 f ( x ) 为关于 i = 0奇对称的连续函数.我们来证明其任 
意阶的最佳逼近多项式为奇函数.即可以写成: r 的奇数次的和式.事实上，设 Q „,(： r ) 为 
f(x) 的最佳逼近多项式.我们有 |/( x -)- Qn(^)l ^仏 (/) .把 I 替换成 -X, 并在绝对值 
内乘以 -1 得到 


—/( — X) — (― Qn( — ^))1 ^ E n (f). 
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或者 

1/(工) - (- Qn (—工 ))1 < E n ( f ). 

于是，多项式 — Qn (- X ) 也是最佳一致逼近多项式 • 由唯一性定理得 Qn (^) = - Qn (-^), 
即得所要证明的结论. 

6. 假设要对区间 [-1,1] 上的函数 /( x ) = X 3 求其一次最佳逼近多项式.可以以两 
种方式应用上述结果.第一种方式：因为要寻找的最佳逼近多项式是奇函数，所以只需要 
在形如 Q { { x )= a v x 的多项式中寻找.第二种 方式： 因为此问题的二阶最佳逼近多项式 
恰好就是一阶多项式，则问题等价于建立二阶最佳逼近多项式问题.对后一个最佳多项 
式逼近问题.我们已经研究过用低一次的多项式来做逼近的问题. 

习题6 设 f ( x ) 为相对于区间卜1， 1] 的中点的偶函数，即 f ( x ) = f (- x ). 证明， 
最佳逼近多项式 Qn(x) 也是偶函数. 

习题7 求函数 f ( x ) = exp { x 2 } 在区间[-1， 1] 上的三阶最佳逼近多项式. 

注记 从上述问题的解得出这个多项式具有形式+ a 2 x 2 . 问题等价于区间[0，1] 
上函数 J \{ y ) = e y 形如 a.0 - h ( i2y 的多项式的最佳逼近问题. 

7. 经常会出现最佳一致逼近多项式不能成功地精确找到的情况.在这样的情况下，寻找 
逼近的最佳逼近多项式.我们来研究一类这样的例子.为简单起见，研究区间[- 1,1] 上的逼 
近情况. 

将函数 f(x) 按照切比雪夫正交函数系展开成 级数： 

DO 

j =0 

由这个级数的低次项拼成的一段 

n 

E 奶 w 

j=0 

常常能保证较好的一致逼近.有时常常很难显式地计算出系数但却已知泰勒展开 

oc 

/(^) = ajx J 

7=0 

在 |: r | < 1时收敛.那么，应用下列方法（有时称之为连 套式方法). 选出某个 n 使得公式 

n 

f(x) ^ Pn(x) = ^2 a J xJ 

j=0 

的误差足够小.然后用最佳一致逼近多项式 Pu - l ( x ) 来逼近 P n (x). 由公式 （3) 有 

Pn - i { x ) = Pn ( x ) - a n T n (x)2 l - n . 

因为在区间1 一 1, 1] 上 | rn (： r )| 彡 1， 则 

\Pn-l(^) ~ ^(X)\ ^ | 知 |2 卜 ' 
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进一步，再用最佳一致逼近多项式 Pn - 2 ( X ) 来对多项式 Pn - l ( x ) 逼近，等等.如此继续，直 
到这一串逼近的误差保持很小为止. 

所讨论的方法也可叙述如下.按照切比雪夫多项式展开 Pn ( x )： 

n 

Pn(j') — y 二 djTj ( 工 ) . 

j =0 

m 

引入记号 Qm ( x ) = ^2 其中 m 彡打. 

所有的多项式 Q m 0 ( x ) 都是多项式 Q m +1 ( x ) 的 m 阶最佳一致逼近多项式，于是 


Em{Qm+l) — | Q m-|- 1 _ | — | dm 1 . 


⑷ 


这可以从公式 （3) 或者直接由切比雪夫定理推出.由此可得 Qn - iOr ) 二 Pn - l ( x ), Qn-2(x) = 
P n -2(X), 等等.这样，所描述方法的本质可以总结如下.原始函数由其泰勒级数的一段 P n (x) 
来逼近.然后多项式 Pn ( x ) 被展开为切比雪夫多项式并去掉展开式的最后一些项.因为 

n 

\Pn(x) - P m (x)\ ^ ^ 

j = m + 1 


则一般误差估计为 

n 

|/(.-e) - Prn(x)\ ^ max \f(x) - Pn(^)| + ^ |^|- 

jz=m+ 1 


我们来研究区间 


丌 丌 

一 tail - , tan-j 

为 0.5 • 1 CT 5 . 为达到这样的精度，在用一段泰勒级数逼近时要取 


上的函数 f(x) = arctall x 的逼近 问题， 要求的精度 


x 3 x 5 

arct an x % —— -f — - 

\J u 



X 


li 



得到的多项式用更低阶的最佳逼近多项式来做逼近.重复这一过程3次，得到的多项式 


P 认 x ) = 0.9999374 X - 0.3303433 x 8 + 0.1632823 x 5 


也保持了要求的精度.注意到，由于原多项式的奇性，多项式阶每次下降2阶. 


习题8 


证明 


设函数 f ( x ) 在区间 [- L 1] 上连续， 

Qn+l(^) = a rl +iX n 丄 1 +.,• + «()• 
En(f)> I a n+1 |2— n — 11/ — Qn+1. 


习题 9 设 


证明 


/( 工）= ^2 djTj ( x ). 

j=0 

oo 

En(f) ^ \d 7 i+\] — ^ \dj\. 
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在计算初等以及特殊函数的标准程序中，最佳一致逼近多项式或者它的逼近被作为 
重要组成元部分使用.函数常常以非常复杂的显式形式来表示，而在问题的具体求解过 
程中.要在相当多的点计算其函数值.这种情况下，更有利的方式常常是，代替直接计算 
函数值，而按照表格使用其值的插值，或者用多项式来逼近函数.为达到这样的目的，有 
时应用基于 L 2 范数的最佳逼近多项式或者最佳一致逼近多项式.当然，在每个具体情 
况下，看看建立逼近多项式的花费是否值得也是有益的. 


§7. 关于多项式的表达形式 


当用非高次多项式逼近吋，最佳一致逼近的标准程序之一曾经被调整并被加入到标 
准程序包中.但是，在程序的实际应用中，在许多情况下若用高次多项式来逼近函数 ，则 
程序给岀的逼近不能保证期望的精度，或者迭代过程不收敛,计算延续无限长时间，以致 
不得不中断计算， 

在对出现的现象进行实际和理论分析后，已成功查明了产生的原因. 

为明确起见，将讨论区间[-1,11上函数的逼近. 

已知当函数不是足够光滑时，其高精度逼近的多项式的系数一定非常大.除极少遇 
到的情况下这些系数不做舍入输人进电子计算机，多项式都会引入误差，从而它不能很 
好地逼近所研究的函数.即使这些系数不做舍入输人计算机，当 | x | 接近于1时多项式 
的值一样以很大的计算误差得到. 

我们来更详细地研究相应的结论.假定存在多项式序列 

n(m) 

P m (x) = J2 aTx j ， 

j=o 

它在 [-1,1] 上满足条件 


( P Tn ( x ) 不必是最佳一致逼近多项式).也假定这些多项式的系数增长的不是 很快： 

n(m) 

lm = Af2- ， O0. (2) 

j=0 

以 Gp 记由一些弧段界定的开区域，从弧段上的任何点到区间 [-1,1] 的视角为 A 已知 
下列定理. 


定理设多项式序列 P rn { x ) 满足关系式 （1), (2). 那么，函数 f ( x ) 可以在复平面 
开区域内解析延拓，其中 w = 7 r (2 (? + l )/(2 g + 2). 


有 


注记 



—1 十 1 — S 


如果代替条件 （1) 有条件1/ ㈤ -m l / m l : 

1 / ⑴㈤ I < oo . 


则可以指出对任意6〉 0 


从这个定理中我们可以推出怎样的实用结论？如果数《被写成带有〖个二进制数 
位的浮点数.则其误差可能大于在系数的误差同号的糟糕情况下，由此导 
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出的值 

n(m) 

p m w = E < 

J=0 


的误差可能超过值 

n(m) 

E K\ 

j=0 

为了定性地表示这个误差特性，我们认为条件（1)， （2) 中的数 m 和数 i 很大.设函 
数 f ( z ) 在某个区域内解析，且在任意区域内不解析，这里# < fo .让奶由关 
系式 <7 o = [2列) - 7 r ]/[2(7 r — ipo )] 来确定 • 任取数 g < <7 o . 假如对于所有的 m 满足不等 
式 / m 彡2_，则由上面叙述的定理， f ( z ) 将在相应的区域内解析.其中 p <仰，于 
是得到与函数 f ( z ) 假定的性质矛盾.这样，将会出现无论多大的 m . 都有 / m > .于 
是，在恰恰不利的巧合情况下，值 < 的舍入误差可能大于 2^2- t ~ 1 . 同时，不能计算出 
比 （1) 更好的误差估计.对于从 /(. t ) 变到 P m ( x ) 所产生的误差以及多项式系数获得的 
误差之和，我们不能得出比 e ( m ) = + 2_ m 更好的估计.函数 e ( m ) 极值点777 

的方程具有形式 




e^m) =q\n2^2 qm 2- t - 1 -hi2-2~ m . 


由此推出2 


2 
(1 

£ r {m) 


i /( g + i ) 


2^ +1 \将这个值代入 s { m ) 的表达式得到 


( v /( q + l ) 


以((/十1)2 


(1 


2 

(1 


一 i/( ， /+i) 


2 


- t /{ qY \) 


= 0±1 
~ 2 



( z /( g + i ) 


2 - "(针 1 ) 


这样.在〖位二进制的计算机上计算时不能期望得到比以(7 + 1) 位二进制更精确的函 
数逼近.例如，对于函数 f ( x ) = (1 + 25 X 2 )- 1 , 使函数 f ( z ) 在区域 Gp 内解析的 p 的下 
界为仰= arct . an 0.2. 相应的值 g + 1 ^ 3.2. 这样.在最好的情况下在带有60个二进制 
位的计算机上计算函数值时可以得到大约20个可靠二进制位的逼近值. 


如果丨不很大，导数/⑴ ( x ) 在区间的某个内点处不存在,则由定理的注记可知结果 
的精确度也有大的损失. 


如下理由说明可以排除类似情况.通常要逼近整函数或者其奇点在单位圆外并远离单位 
圆的函数.那么，从上面的讨论中不会得出如此令人难以接受的结论.形式上这是对的，但这 
类解析整函数随着变量虚部的增加非常快速地增长.虽然对于这样的函数，值 L 对 n 保持 
一致有界，但它们可能取如此大的值以至于实际上 \ ln \ 2 - 1 - 1 大于容许误差.类似函数的例 

子有 ^>( A ) = f exp { iAi 2 } c / i , 其中 A 为很大 的数. 

Jo 

这些情况促使我们寻找多项式的另外一些简单书写形式和值的 i 十算. 
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冋顾最佳逼近多项式表示为切比雪夫多项式之和的形式 

77 


我们有 




2 I ' 1 T n ( x ) T rn ( x ) ^ 

丌 ./-L \/1 - X 2 X 



n = m = 0， 
n 2 4 - m 2 > 0. 


⑶ 


因此 


2 



\/l — X 


dx 


2 


Ek 


2 



Tf ( x ) 
\/1 — X 2 


dx = 2 d ^ -h ^ dj ^ d ; 


应用柯西-布尼亚科夫斯基 ( Cauchy - Bunyakovskii ) 不等式，有 


.■ ， W W 

1^1 = 1 . 1 ( 4. 1 彡 


0 


W ▼ 

E 


■ W 

YA 


(n + l)J2 d2 j 


山此得岀结论 


X ] i^i ^ \/少 + 丄) 



1 


pI (^) 

1 \/\ — X 2 


dx . 


如果 || Pn -/|| c 7 — 0,贝 1 J 

u:m- 



这样，在这种情况下值 ^1^-1 的增长速度不会快于因为 | T n ( x )| ^ 1,则 由尖导 

j =0 

致的多项式值的误差不超过量级 ^ l^lj 2- { = 0( v ^2- ( ). 这个误差估计在实际计 
算中是可以接受的. . 


当然，不一定要把函数的逼近多项式表示成切比雪夫多项式的线性组合形式 （3) .取 
决于具体情况，有时更方便地将其表示成另外一些正交多项式组的线性组合，例如勒让 
德多项式的线性组合.（由于切比雪夫多项式的计算有最简单的递推关系，我们对其已讨 


论过 .） 

对于区间 [-1,1] 上多项式 P TI (X) 的值的计算，我们来给出一些与函数最佳逼近问 
题无关的建议. 

如通常一样将多项式写成且容许误差量级为 (f 2 乂 于是，应当 

j =0 \ J =0 / 

应用霍纳 ( Horner ) 方法 


P n ( x ) = ao + x-(ai + 斗…+ x ( a n -\ + xa n ) •••))• 

相反的情况下将这个多项式表示为适当的正交多项式的线性组合的形式，例如切比雪夫 
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多项式的线性 组合： 

n 

Pn [ X ) =1/研制. 

j =0 

为了减小运算量，在计算值 P n ( x ) 时适当采用下列方式.设 

Do = do — 也/2 ， Dj = (dj — 4 + 2 )/ 2 , j = 1 ，… ，n — 2, 

Z) n —i = d n —i/ l 2 , v n — dn/ 2 . 


在必须计算 _ P n ( x ) 时，取 " = 2. r ， u n _i = yv n + D n - i ， 然后按照递推公式外二 
yvk+i — v k+ 2 + D k 逐步寻找 v n -2, ■ - , v 0 = P n [工 ) • 已知这个算法的计算误差为 




max P n ( x )2 

[-M] 



习题1 验证确实有你 二 P n ( x ). 


§8. 插值和样条逼近 


为明确起见我们将讨论在区间 [0, 1] 上的函数逼近.将该区间划分为子区间 [ x 0 ,. Tl ], 
…， [XjV — uAxo = 1,且以 △ 记这个划分.我们称拉 (/， x ) 为771阶样条函 

数，它为定义在每个区间 [^ n - l , X n ) 上的 m 阶多项式 

5 ^! (./ ，工 ’ ） = PnmX 工 ） = a n () + . • • + d nm X , X n —\ ^ X ^ X n , ( 1 ) 

且在点 . T !,.-- 处具有直到 m - 1阶连续 导数： 

P nm,( x n) = ^n+l, m ( X n), /c = 0" . . , m — 1 ， n = 1 ， … . ， TV _ 1 . (2) 

在表达式中总共有 Q = N { rn + l ) 个未知系数，且关系式 （2) 构成有 （TV - l ) m 个方程 
的线性方程组.关于系数的另一些方程从样条函数对被逼近函数的逼近性以及某些补充 
条件得到. 

我们来研究简单的线性样条 （ m 二 1) 逼近问题.那么，自由参数的数量 Q 等于 27 V . 
我们提出建立样条函数 S l A ( f . x ) 的问题，它在点 x 0 r -, x N 处的值与函数 f ( x ) 的值相 
同，由此得到方程组 


Pnl ( J 、 n — 1 ) = / ( 1 )， " = 1， • • • ，』〜’， 


- Pnl (^ n ) ~ /( I ’ n )， 77 = 1， ■ • • ， iV - 

这个方程组展开为相应于各个多项式系数的方程组 

1 {^n — l ) ~ UnO + — l = /( 工 n — 1 )， 

Pn \ (^ n ) — + dnl^n = f (-^ n )- 

由此得到 

Qnl = {f{^n) ~ /(^n—1 ))/(* ? -n — 1)? 


^n0 ~ / (x n — i ) — CL n \ X n ^ i . 

多项式 P nl ( x ) 是多次研究过的以为节点的一阶插值多项式. 


§8. 插值和样条逼近 
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样条函数在许多方面得到广泛流传，是由于它们在一定意义下是所有指定意义函数 
中最光滑的函数.高于一阶的样条函数在 f ( x ) 光滑的情况下不仅很好地逼近函数本身， 
也能很好地逼近其导数. 

一次样条函数 S l A ( f . x ) 出现在下列变分问题的研究中.研究分段可微函数的 
集合它们满足条件 i 

n = (),••• Ii ( s ) = J ( s \ x)) 2 dx < oc 

我们提出下列最优化问题.即寻找函数 s x ( x ) e S , 使得° 


inf I \( s ). 

ses \ 

这个泛函的欧拉方程具有形式 S ， f ( x ) = 0. 这样， .9! (: r ) 在每个区间上是线性 
的，于是 Si(x) = 5^(/, x ). 

这个样条函数 S l A ( f . x ) 的产生是自然的.可以对这个函数逼近方法做各种推广.例 
如， 考虑满足下列条件的连续、连续可微并且二次分段连续可微的函数 . S (: r ) 的集合 

. S '( x n ) = f [ x n ). 7 Z = 0•…， iV ; I 2 { s ) = J ( s // ( x)) 2 dx < OC '. 

要求寻找函数 52(. t ) e S 2 实现 inf h { s ). 这个问 题的& 恰好是满足条件 P , f ( xo ) = o , 

seS 2 

尸 "(^) = 0 的三次样条函数. 

这个结论的正确性直接从相应的变分计算结果推出.但为了叙述的完整性，下面将 


给出它的建立过程. 

所研究泛函的欧拉方程是 


d 2 d 

dx 2 ds " 



即 S (4) = 0. 因此.自然假定极值在某个函数 S 2 ( x ) e S 2 处达到，它的一阶导数连续, 
且在每个区间 [ x n _ i , x n ] 上为三次多项式/^ 3(4 二 a „ 0 + a ni x -f a n 2 x 2 -f a n 3 x 3 .让 
V(x) e S 2 为满足如下条件的函数 


v(xo) =… ： = t](xn) = o. 


(3) 


取 


1 


F ( t ) = / ( O ) + t 7 j /f { x )) 2 dx 

Jo 


f ( s 2( x)) 2 dx -h 2 t f s ;( x ) r /’(: r)dx 
0 Jo 


■ f - t 


2 



1 


( 7 / f ( x)) 2 dx 


0 


因为由假定有 F ⑷彡 F (0)， 则 


' F’(0) 二 2 / S2 ；， ( x ) rj / f ( x)dx = 0. 

_ Jo 

将值 B { V ) = r(0)/2 表示成 B + … + / 增， 


l 


bn 


s 2( x W’( x )d. x 





且在心的表达式中进行两次分部积分，得到 


l)n 


d) + ( p ;:3( x W( x ) - 尸 3( 工 )"㈤) 
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由⑶和等式=0我们有 

在对 n 求和以后，得到对于所研究类型的任意函数 77( x ) 有 

N—\ 

B ( 7 l) = P’“ 、 _W(X N ) + E (Ks( X n) - ^ Vl ,3(^ n )) r /( x n ) - P^Xo)?/ (x 0 ). ⑷ 

对任意 / 可以适当选择函数 Vi ( x ) 使得 vKxi ) = 1，且当 n / /.0彡 n 彡 iV 时 7/；( x n ) = 0. 


注意到，我们不能直接在原始积分 B ( V ) 中进行分部积分运算，因为不清楚在点^ 
X N 处函数 S 2 ( X ) 的高于一阶的导数是否 存在. 


将这样的 7 ；/ ( x ) 代入等式 


B ( Vi (工 )) = 0， / = 0,…， 7 V ， 


得到 7 V + 1个方程 


^3(0) = ^ 3 (1)=0, K 办 n) — = (h ⑹ 


最小值函数在点 x n 取给定的值，由这个条件得到 27 V 个方程 


Pn3(J’n) = 戶 n+l ， 3( 工 n) = /( 工 n )， ^ ~ 1， • • • ， N — 1 


而 4(^) 在点$ 


尸 13( 工 0) = f ( 工 0), PN3{X N ) 

处的连续性条件导出方程 


/(0 


⑹ 


P ^ i 3( x n ) 二 户二+1，3(〜)， 71 = 1，…” V — 1. 


⑺ 


这样总共得到了 4 iV 个方程 （5) — (7), 它们相应于多项式仏 3 (：1：)的 47 V 个未知系数. 

我们来研究方程组 （5) — (7) 的可解性和实际求解问题.为方便起见，我们引入值 
M n = s^(x n ). 因为函数 O ) 在 [ x n _ i , x n ] 上是线性的，则在 [ x n _ i , x n ] 上有 


S ； 2(x) = M n 


X n - X 


"n 


M n 


x — X 


n 


h . 


这里心 =. r n — 由这个关系式以及条件 


1 ) ~ f (^n — 


^2(*^n) — f i^n) 


叫得在 [x n ^i,x n ] 上有 


S 2 (： T ) = P ri 3( x ) 


Mn- 


( X n — 工) 


3 


6h 


Mn 


(x - x n 


6 "n 




hi 


Xn - X 


h 


⑻ 


n 


+ ( f( x n) — 


Mnh 2 n 


6 


x - X n ^i 
h‘n 


由条件 




1，…， TV — 1 


导出方程 

yM n _! 

此外，我们有条件 


"n + ^ n +1 


Mn + ^Mn+l 


/( x n + i ) - f(x n ) f(x n ) - 


"n +1 


"n 


⑼ 


Pl "3( : r 0) = 0， *^3(心） = 0, 




. 插值和样条逼近 
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或者 Mo = 0, A//V = 0.将 Mo = ◦ 和 A /^ = () 分别代人 （8) 的第 一 个和最后一个方程 
得到带有 /V - 1个变量 iV - 1个方程的方程组 


CM - d , 


( 10 ) 


其中 




( di ， …， ( In - i ) 


根据（9)，矩阵 C 的元素 dj.iJ = ，N - \ 由如下关系给岀 

[hi/6. j = i — h 


(hi + hi ^ \ )/3, 


c i：i 


i+l 


/6, 


( 11 ) 


+ 1， 


[o, \i-j\ > 1, 

而列向量 d 的 元素木 rti 如下关系给出 

,_ - f (工 i ) _ fM - 

这个方程组可以按照大约次算€运算的追赶法求解\参看第九章).在通过 （9) 求得 
Mj 以后再确定多项式 P n 3 ( x ). 

我们来证明.方程组 （10) 唯一可解.因为方程的个数等于未知数的个数，所以只需证明 
齐次方程组 

CM 二 0 (12) 

仅仅有零解.假定相反，即 （12) 存在非零解 M Q = , M ^_ 1 ) T . it no 为使得 




l M -ol = 1 ^ v |M " 1 ^ 0 ' 


N — 


将方程;^ 中除了 c no n o M ^ 外其余项移到右边.我们得到 


^Tlr, A /, 


E 


(13) 


3 參八、 


从 定义化 的关系式 （ li ) 推出对任意 i 下列关系式是正确的 


~ Cii > : C . ij 〉0, 


因此有如下不等式 


l c -o-o A/ -ol ^ ^ ^|cn 0 nJinajc|M°| 


3 ^ 


Cn o n o ll A/ °o I = ol 


Ki 
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从最终得到的不等式 

l Cn 0 n 0 I ^ 5 l Cn o n o I 

两边减去其右边表达式.得到 i|Cn 0 n 0 A<J ^ 0. 因为 Cn ()no ^ 0,所以二 0. 这与假定 
方程组 （12) 存在非零解矛盾. 

我们对所引人的描述做一个总结.证明了方程组 （10) 解的存在性.由关系式⑻确 
定三次样条函数.它就是要寻找的满足条件 ( 5 )-( 7 ) 的样条函数. 

引理得到的样条函数 s 2 (： r ) 实现了 inf I 2 ( s ). 

证明 设 s ( x ) 为 S 2 中任意一个函数.让 Wx) = 4：r) — s 2 ( x ). 我们有 
F ( l ) = f (, s "( x )) 2 dx = f (6*9(x) -h ij n ( x )) 2 dx 

\ Jo (14) 

= ( s ^ ix )) 2 dx + 2 B ( s ( x ) — s 2 ( x )) + / ({ s ( x ) - 5 2 (x , )) // ) 2 dx . 

因为 S 2 ( x ) 满足条件 （ 5 )， 则在式 （ 14 ) 中有 B ( s ( x ) - S 2 ( x )) = 0 . 这样，对任意函数 
s ( x ) G 5 2 ,下列关系式是正 确的： 

h(^) = I (s ,r (x)) 2 dx = f «(x)) 2 dx+ f ((s(x) - s 2 (x)Y / f dx 

Jo Jo Jo 

=h{s 2 ) + J i(s(x) - s 2 {x)Y ， ) 2 dx. 

由此推出引理结论的正确性! 3 

从最后一个关系式也可推出，样条函数 s 2 ( x ) 是所研究的函数类中唯一使得 I 2 ( s ) 
达到其最小值的函数. 


习题1 证明，方程组 （10) 的解满足不等式 




max 


1« N - 


ll n 1 彡 n 彡 N — 


I I ) 


由此得到方程 （5) — (7) 的唯一可解性. 


在研究过程中所得到的样条函数在任一节点处与 f ( x ) 相同.这样的样条函数叫作 
插值样条函数. 

习题2 设点； r n 等距分布： x n4 -i ~ x n = h . 三次插值样条函数 s 2 ( x ) 通过函数值 

,表示成某个公式 

N 

S2{x ) = ^C n (x)/ n . 

n=0 


推导估计 


\ C n { x )\ ^ a 3 e — 63 


x — n h 


(15) 


其中 a 3 J ) 3 为绝对常数，与 f ' N ' h 无关 • 
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从估计 （15) 推出，样条函数 s- 2 {x) 在点 a: 处的值当 |(.x •- nh)/h,\ 很大时与值/„ 


的相 


关性很弱. 


上面描述的建立三次样条函数的方法有如下缺陷.从式⑼推出 4(0) = 4(1) 二 0, 
但是一般 /〃(0)，/〃(1) / 0, 因此，逼近公式 f ㈨ ( X ) w s ^ 2 k) ( x ) 的精度在边界点会变差. 
如果 /〃(()） 和/ 〃⑴ 已知，则在 （9) 中当 n = 1和 n 二 TV - 1时应该让 M 0 = 尸 ⑼）和 
M n = / 〃⑴. 为提高精度可适当给岀点 x 0 , x N 处 的一阶导数值.对 （8) 式微分，有 


■^(邱） = 一 


Mohi 


Ah In 
6 


fM — fM 

hi 


如果值 f ( x 0 ) 已知.我们让右边部分等于 f ㈤ ,并得到与 M 0 和有关的附加的 
方程.通常值 f(x 0 ) 未知，因此采取如下方法.定义三次插值多项式 Qo(x), 它在点 
X - o , Xi ,. T 2, X - 3 处与/(4相同.值/如 0 )用 Q ^ Xo ) 代替.最终得到 


hi 71 r hi n r 

y Mo + y Ml 


/(^i) - /(^o) 


Qo(^o). 


最后的公式可以写成 






hi 


rQo (^ i )- 


类似地我们建立三次插值多项式 Qn(x), 它在点 X N ， X N — U X N — 2 ， X N 一 3 处与 f{x) 


相同. 


系数将从相应的 r / 


， iV - 1时的方程组 （9) 和如下的方程组中寻找: 


h\ h\ 

y Mo + ir A/l 




警心 - 1 + } j y Mn 


/ ^ L Q %{ x n )^ I ^ Q ^( x n ^ 


(16) 


常常代替 Qg 和 Q ； V , 最好取四阶多项式.它在五个边界点处与 /( ㈨ 相同. 


习题 3 设 h n 三 h 

样条函数，下列估计成立 


1/ iV , |/⑷ ( x )| 彡山.证明，对于由方程组⑼， （16) 定义的 


max I f ( ' q ' (x) — ）（.x’）| 彡 const ./U/? 4 —' ^ ^ 3. 

[ 0 , 1 ] 1 

由于其自身的非局部性，上面描述的样条函数常常是不方便的：样条函数在点 x 处 
的值与在所有节点处的值 /( X n ) 有关. 如果在处理样条函数的过程中（常常在交互环境 
下进行，结果显示在屏幕上）要求校正一个值，那么必须重新求解方程组 （9). 这一过程 
在用多维样条函数逼近多变量函数时是特别麻烦的. 

为了避免出现这种情况，我们应用所 谓局部（逼 近）样条 函数. 

一次局部样条函数与上面建立的样条函数相同. 

更高阶的局部样条函数如通常一样在节点工 n 处与/ ㈤ 不相同.但是，这种情况不 
具有原则上的特性.如通常一样，值 f ( x n ) 都有某种误差心，即我们有值 /n = f ( x n )^ S n . 
我们以常值步长心 三 h 二 1/ N 情况作为例子来说明三次局部样条函数的建立.为 
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此应用 H 次标准样条函数 B ( x ), 它由如下关系式定义 


B(x) 


2 


- x 2 + -|. zf , | x | ^ 1 


6 


0 


(2-k|) 3 . 


1 OI 彡 2, 


2 ^ |x| 


三次局部样条函数和 b { 2 2) 写成 

N+l 

與 ’)㈤ = a 

n=— 1 

其中的选择方法将在下面给岀. 




X 


nh 


h 


i = 1,2, 


习题 4 证明.对任意函数地 ） 是二- 次样条函数.并且在区间[-3/ ? ,. 1 + 3/ i ] 


之外 Bp e 0 . 


当= 1时，相应地按照值 / o ，/! 和 // vJV - i 的线性插值补充定义值 /- i 和 f N +u 
即有 /_! = 2 A ) — /卜 f N+l = 2 f N - f N —u 且当 — 1 彡 n 彡 TV + 1 时取〜= / n . 

当 i = 2时，相应地按照值 fo ， fl ， f 2， f 3 和 InJn - iJn -2 Jn -3 的三次插值补充 
定义值 /-2./—!和 /^ + l ? /, v - f 2, 且取 

a n — ( 8 /n — /71 + I _ /n-l)/ 6 . 

计算值 / M ./-2 和 f N + ufN +2 的具体公式有如下形式 

/-I = 4 /。 - 6/i + 4/2 - ,3 ， 

f -2 = 10/ o - 20/! + 15/2-4/3, 

In 十 1 = 4//v — 6/ ； v-i + 4//V-2 — In s, 

/ n +2 = 10 /iV — 20/ yv-l + 15 /;v —2 - 4/. V -3 - 

习题 5 证明，值 B { 2 l ) ( x ) 仅仅与值 / n 在最接近: T 的四个点〜有关，而 B ^\ x ) 
则仅仅与六个点有关. 


在误差心很大的情况下，经常使用样条函数 B { 2 l \ x ), 而在误差&很小的情况下，则 
经常使用样条函数事实在于样条函数 B ^ 2 l \ x ) 具有某种更好地消除 f ( x n ) 中误差 
的性质，但在心三0和 f ( x ) 为光滑函数的情况下则提供较小的精度. 

习题6 证明 

攻 、( Xo ) = f(h B 2 1 \ xn ) = fjv , 

B ^( X 0 ) = / o , B { 2 2 \ x 1 ) = f [ , B ^ 2 \ x N . l ) = f N -u B ( 2 2 \ x N ) = f N . 

样条函数和与 f ( x ) 在端点处的值相同，这实际上使这些样条函数在 
汁算机绘图问题的应用中更简单. 
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设在 k 二 2.3,4 时 |/ ⑻ (: c)| 彡 Afc . 证明 
当 A* < 1 时， max\(B! 2 l] (x))^ - f (k) (x)\ ^ const ." 2 —、 

当 /r < 3 时 ， max |( 成 2) (:r)) ㈦- f {k \x)\ ^ cA A h^- k . 


我们基于正规化的思想来研究建立样条函 
数的过程.假设已知误差心是带有数学期望 
MS n = 0和方差5的随机数.在如下条件下寻 
找/ 2 ⑷的极小值 

N 

(- s ( Tn ) - / n ) 2 彡 r(iV + l ) f ) 2 , (17) 

其中 H 同阶的常数 C 通过实验方法选取. 

如通常一样，条件 （17) 的左右两部分在 I 2 ( s ) 的极小值点处相等.因此.通常代替 
原始问题我们研究无约朿条件的如下泛函关于 A 和 S 的极小值问题 

(6’(x n ) — / n ) 2 — c(7V + 1)A 2 ). 

图 4.8.1 相应于 iV = 100 和 c = 0.9 时逼近的某个具体情况.在每一个固定的 A ， 值 
J ( A ) = infJ 2 ( A ,. s ) 借助于线性方程组的解来确定.为寻找 inf J ( A ) 应用某个单变量函 

数的极小 k 方法（参看第七章). A 


J2(A, s) = Io{^) + A 
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第五章多维问题 


如前面所见，单变量函数的逼近、插值、数值积分和数值微分已经进行了相当充分 
而详细的研究.当前，基于理论研究的结果已建立了相当完善的一维问题求解的标准程 
序体系. 一 维情况中一些重要的理论研究结果可以推广到两个及更多变量函数的情况. 
但是，有些情况下方法实际上不十分有效. 

在建立理论问题时将问题分类，例如，分离出带有界导数的函数积分计算这样一类 
问题.然后对其进行研究.当然，所采用的描述有时不总是（甚至极少）能很好地描述实 
际遇到的问题.但是现代计算机的运算速度已达到如此高的水平.以至于一维问题的描 
述无论多粗略，使用理论研究结果中的标准方法都能成功解决其中的大部分问题. 

问题求解的困难性随着维数的增加急剧增长，因此通常不能以同一维情况同样高的 
精度成功得到更广泛的多维问题的标准求解方法. 

下列情况能给人一些安慰.多维数学问题通常出现在对复杂过程的描述中.这些描 
述已经是相当粗略的了，通常很少提出以一维情况同样的精度要求来求解多维问题.例 
如，气体动力学方程解的精度要求实际上低于弹道学和天体力学方程的精度要求. 

但是，不应该认为求解多维问题是几乎没指望的事情.多维问题求解方法的理论发 
展和计算机运算速度的提高毫无疑问会导致建立这类问题求解的标准方法，由此可以降 
低使用者技能的要求.当前.多维问题的困难性要求吸引具有更高技能的专家参与研究. 
本章将研究几个空间变量情况下的函数插值问题、函数数值积分和数值微分问题. 

§1. 待定系数法 

一系列多维问题的解常常归结为求解下列基本问题. 

在 . S ‘维空间中的某个区域 G 内给定点 Pi ,- - . Pn 以及这些点处的函数值.要求： 

1) 求出函数 /( P ) 的近 似值； 

2) 计算点尸处某个导数 D / 的近 似值； 




§1. 待定系数法 
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3) 计算积分 _ 

1( f ) = J f ( P ) p ( P ) dP , 

G 

其中 p ( P ) 为某个权函数. 

在具体情况下反复运 用待定系数法 是求解这些问题的一个简单方法.假设从某个初 
步方案中已知函数 /( P ) 能很好地由如下线性组合 近似： 

N 

BjWjiP ). 

.7 = 1 

我们要求这个线性组合在给定的节点处与函数 /( P ) 相同，即满足等式 

N 

Y d B J co j (P q ) = f(P q ). q = \, … ， N. ⑴ 

.7 = 1 

假定 det || u ;,-( P ,)|| ^0®. 那么，矩阵 || u ； J ( P (7 )|| 有逆 A = \\ a iq \\ 且方程组⑴的解可以 
写成 

N 

Bj = ^ a jq f ( P q y (2) 

函数 

N 

g { p ) = Y. B ^n 

与函数 /( P ) 在点 A 处相同.将 （2) 中的关系式 J 5/ 代人上面的表达式得到 g ( P ) 的另 
外表示，即 

N N 

9( P ) = ^> 9 (戶)/(巧)，其中 z q ( P ) = 補. ⑶ 

<7=1 J= l 

这个插值函数的公式的写法类似于拉格朗日公式中的插值多项式.同一维情况一样，可 
以期望在成功选择节点&和函数 LOj { P ) 的情况下使得如下近似式的误差 很小： 

N 

f[p)wg(p、= YMpmp q ), ⑷ 

9 =i 

N 

Df ( P ) ^ Dg ( P ) = ^ Dz q [ P ) f ( P q ), (5) 

N 

其中 q = I ( z q ). 

正如第二章对于一维情况提到的注记一样，在不能成功选择大量插值节点时，近似 
式 （4) 的误差可能相当大.因为近似式 （5) 和 （6) 是近似式 （4) 推出的结果，所以其中 
的误差也可能是很大的.因此应用 (4)—(6) 要有依据并对应用它的合理性做出解释 • 


①俄文文献中有时用 II II 表示矩阵——译者注. 
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§2. 最小二乘法与正规化 

正如已提到的一样，1:面描述的方法常常导致不满意的结果. 

可以用各种方法提高近似性能.我们来研究其中之一，称为 最小二乘法. 对函数 
^( P ) 重新编号，使得最小值 j 相应于最光滑的函数.按照如下公式来寻找近似 

n 

g(P) = J2Bfu Jj (P), 

其中 n < N . 参数 由条件 


确定，其中 



- 少 ( 历 , .••= pM^i)~ f ⑽ 2 






J 



( 1 ) 


最小二乘法以下列思想作为基础.对值 <^( r /) 的最小化保证函数 f /( P ) 与 /( P ) 在点 
P q 接近.当 n 《时函数 g ( P ) 是更光滑函数的线性组合，因此同情况 n = 7 V 比较. 
在节点之外 g ( P ) 不同于 /( P ) 的可能性较小. 

相应于点&的分布密度来适当选取权函数〉 0. 如果值 f { P q ) 包含随机误差， 
则&的选取也与测量值误差的方差有关.在点 G 分布较密的地方，数取得 更小； 值 
f ( P q ) 的误差的方差越大，相应的&取得越小.这样的建议看来还不是十分令人满意. 
因为不能提出适用所有问题的一般规则.对于具体类型的问题，&和 n = n ( N ) 的选取 
原则要在统计特性和数值实验基础上考虑问题的特殊性质. 


il : 导数 O ^/ dD , 等于零，得到 关于巧 的线性方程组 

1 純 
2 ~dDi 

N 

dji = djj = > : P (j 」 i [ Pq ) ⑴ j ( Pq ) ， d，i = ^ ^ pqjJi{Pq) f (Pq). 


^ : dij Bj - dj, 


0, 


⑵ 


将 （1) 的括号去掉，得到 

n n 

, D n ) — dij Dj - 2 ^ djBj + c/ 0 , 

U 二 1 j=l 

其中 


N 

do = 5> 9 (/( 乓 )) 2 . 

Q=l 
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因为 中 ( By 则对称矩阵 Z ) = IMull 非负①.与此相关，在多数最小二乘的 
标准程序中用平方根方法求解方程组 （2). 有时可以适当地使用某个迭代方法直接最小化(1> 
来适当寻找 

在⑵中先通过然后通过 f { Pq ) 来表示％,我们得到 

N 

二 ^^ a jqf ( Pq ). 

9=1 

于是 

N 

g ( P ) = ^ z q ( P ) f ( P q ), (3) 

9 =i 

其中 

n 

之 (][ P 、 = > : diq ^ i { P ) • 

i=l 

利用⑶也可以得到数值微分公式 D / = Gg 和求积公式 /(/) = 1 ( g ). 

逼近函数光滑化的思想可以直接作 为正规化方法 的基础.正规化方法广泛使用的公 
式如下.按照如下形式寻找逼近函数 

n 

g ( P ) = BjUj ( P ), 

而系数巧从如下表达式的极小化条件中得出 

^( X . g ) = ^( g ) + X ^( g )^ A > 0. (4) 

泛函巾⑷的选择满足如下条件：如果这个泛函的值不是很大，则 y 具有一定的光滑性. 

例如，泛函屮⑷可以是积分/ | grad ^( P )| 2 riP 的某个近似.在应用中常使用 n = 7 V 的 

情况，我们来讨论这种情况 . 备少 ( A ， y ) 的最小值在某些值所，…，的达到，并且 

N 

g x ( P ) = J2Bfcu j ( P ). 

我们研究两种极端 情况 ： A = 0和 A ^常大.我们有等式 

N / N \ 2 

伞(〔)，分 ）=I BjUJjiPq ) — /( Pg ) j • 

j=l \ j =1 / 

如果 det || w ( A )|| # 0, 则方程组 (1.1) 有解,且在其解上这个等式的右边部分变为零.同 
时，表达式惟夕)总是非负的.因此，下界在方程组 （1.1) 的解 Bj 处达到 • 那么， g °( P ) 
与带有节点巧的插值多项式相同.对于大的 A , 在泛函 屯(入 . g ) 中起决定作用的是第二 
项，其下界在光滑函数处达到.于是，有理由期望，对于某些中间值 A 函数 g x ( P ) 将是 
光滑的，且同时不是完全不同于在给定节点处的近似函数 • 

我们的讨论看起来还相当不清晰.但是，缺乏对函数组吣、节点&的分布以及所 
研究的函数类的具体描述，对这样一个一般的函数逼近问题未必能给出确定的结果•类 


①作者在这里用“非负”代表了 “非负定”而不是严格意义下的非负矩阵.——译者注 
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第五章多维问题 


似粗略的“物理上”的思想常常有助于在问题本身的信息不充分的条件下构造求解问题 
的新方法. 

下面通过一些具体例子来解释当应用了正规化方法时所达到的效果的实质. 


§3. 正规化的例子 


设 f { x ) 为带有周期1的实周期函数.假定已知当％ = qh，q = 0 ,...，；V - 1时 
f ( x q ) 的值为‘ iV " = 1. 近似值误 差八- f ( x q ) = d , q 是数学期望为零，方差为/的 
独立随机变量.要求得到导数 fix ,) 近似值的表格.误差由如下数量积的范数来 估计： 

N—1 

(/* fl ) = 

q=0 

今后 f ( x ) 作为周期延拓函数来研究. 

为寻找导数.我们应用简单的数值微分公式 

f \ x q ) ^ Df q = jq+l ■ (1) 

假定函数 f ( x ) 足够光滑.且步长 / i 足够小以至于当 kl 数值没有误差时，数值微分公式 

的误差可忽略不计.那么，导数值的误差表示成如'下形式 

R ,= fq + l 2 h q71 - f，{Xq) 

_ f f ( x q +〜） 一 f ( x q - l ) dq+l — d q —\ 

= V 2fi ； ( q) ) + — ~Vi 



Vi 



Hi 符号 A / 表示数学期望.我们有等式 ® 


M ||7? y/ || 2 ^ M \\ r q \\ 2 = M 




V n — 1 

=-r ^ (A/t/g +1 - 2A/4 - Mc/g_j). 
q=0 

由上而指出的随机数 4 的性质，有 

Md . q d v = d 2 6 q p . (3) 

这样. M \\ R q \\ 2 = N 2 d 2 /2, 即误差的范数的均方根等于 Nd / V2 . 我们看到，近似公式 （1) 
的误差随着^二 1/ W 的减小而增大，同时在原始信息没有误差的假定下如果要使误差 
很小则要求/ I 充分小. 


为解释减小误差的方法，我们进行更详细的研究.设为函数 f ( T q ) 的离散傅里叶 


①在这里 || • || 又被作者用于代表向量的2范数 


译者注. 
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系数: 


/(^g) = exp{27rijx <7 } 

-7V/2<J^N/2 


而小 为函数 f g 的离散傅里叶系数.值七 = .4 7 - ,4?是函数 < = 人- f(x q ) 的离散傅里 
叶系数.我们有 

dq = a) exp{27rija ： g }， （ 4) 

-N/2<j^N/2 

N-l 


CLj 二 h dq exp{—27ryXq}. 


0 


为计算 r q 的离散傅里叶系数.对函数 exp {27 Tiix g } 应用数值微分算子 D : 

Dexp{2^ g } = ^p{2 7 ri J ^ +1 }-exp{2.i J ： r^} = i -(，.) ■ 哪 } . 


2 h 


h 


对⑷的两边应用微分算子 D ， 得到 




E - 


i sin(27rj/i) 


N/2<j^N/2 


h 


a, exp{27Tijx q } 


从帕塞瓦尔 ( Parseval ) 等式 


11^7 


E 

^N/2<j^N/2 


sin(27rj/i) 

h 


2 


a j 


推出 


M \\ r Q \\ 2 = Y1 

-N/2<j^N/2 


s\n(2n jh) 

h 


2 


MM 


2 


我们有 


N- 


\aj\ 2 = cijUj = h 2 d q d p exp{27vij(x p — x q )} 


q ， p= 


注意到 c / P 为实数，我们 已将毛 换成了 rf p . 这样就有 


N 


N 


M\aj\ 2 = h 2 ^ exp{2nij{Xp — x q 、 }M(d q d p ) = h 2 ^ d 2 Sp = hd 

q.p=0 q,p=0 


且有 


M\\r q 


E 

-N/2<j^7V/2 


2 


sin(2 调 ) hd 2 
h 


取某个函数 fiUY 且 il : 


(5) 


/"㈤ 二 [ A°jii{j)exp{27vijx} y 

^N/2<j^N/2 

fl! = Y1 Aj^L(j)exp{27r[jx q } 
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当给定值厶时可以计算系数 A ,， 然后计算 f ；；. 设％ 为数值微分公式由于误差4导致的 
误差 分量： 

< = DG — Dr ( x q ). 


类似 （5) 我们有 


A/|| 


E 

N/2<j^N/2 


sin(2njh) 

h 


2 


^ 2 ( j ) hd 2 


如果 


Df(x q ) ^ Dr(x q ), Af||<|| 2 《 M||r V/ || 2 , ⑹ 

则 nf 以考虑让 D ( x q ) ^ 为满足 （6) 的第一个式子，函数 /(: r ) 和.厂 (. t ) 的傅里叶系数 
近似是必要的：而要使 （6) 的第二个式子满足.则要求当 j 较大时 //(/) 较小，即 f ( x ) 具有 
一 定的光滑性. 


我们来尝试通过正规化的方法使函数/ 7 平滑.研究泛函 


— ^ Z (fjq - fq ) 2 + A 2 /?. ^ 

Q=0 Q=0 




滅:中仏 v =/7 o .如果％是光滑函数分(: r ) 的值"(％),则值 



收敛于积分 j 。 1 0/(. r )) 2 心；. 这个积分值不很大的条件保证了函数.此 z :) 具有一定的光滑 


性.这样.有理 III 认为泛函满足使用正规化方法所应具备的要求.我们从泛函 

的极小化条件中定义网格函数 且让 

/»("》+】 -4- i )/(2/0. 

我们将看到，对于连续变量函数，正规化也是类似的.让 

OC 

/㈤= A J ex P{ 27ri J x i 
且 d 是使下列泛函取得极小值的函数 

电 1 ( 入 , 9 )= f ( 夕⑻一 f (x)) 2 dx + 乂 2 f (g(x)) 2 dx. 

Jo Jo 

对于这个泛函，其欧拉方程写成如下形式 


\ 2 g " —( 沒一 /) = o . 

直接验证可以确信函数 

• r ^ ( * r)= £ r +(2 fe ? exp{27rUx} 

j=—oc 

是这个方程的解.对于较小的 A 将 W ( x ) 和 f ( x ) 进行 比较. 如果 I 2 A 7 T ./ I 《1, 则这些 
函数的傅里叶系数 A；；/(l + (2 A 7 rj ) 2 ) 和#彼此接近.如果 |2 AttJ | 》1, 则 ^( x ) 的傅 
里叶系数大大小于函数 f ( x ) 的傅里叶系数.这样，用技术术语来说，正规化等价于某个 
••滤波' 带有较小振荡频率的谐波失真不重要，正规化极大地削弱带有较大频率的谐波. 
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如果也要求带有较小频率的谐波的幅值变化较小，且更好地“滤除”高频振荡, 
以考虑泛函 


则可 




^ n (\ g ) = J ( g ( x ) - f ( x )) U n j ( f / n \ x )) 2 dx . 
这个泛函的欧拉方程具有形 4 0 


A 2 V 2ri) + (— irG 7 —/) = (), 


「 h 此推出 


9n( X ) = 2Z Y 


A 0 


+ (2A7rj) 2n 


exp {2 nij x }. 


我们来研究因子 1/(1 + (2\ nj ) 2 n ) 的图形.当 | j | < 


l /(27 rA ) 且 n 


时，该因子趋向于1，于是当 n 


越来越大时相应谐波的幅值变化越来越小.同时，当 
|.;| > l /(‘2 wA ) 时，该因子趋向于0,这样相应的谐 
波乘以更小的因子（图 5.3.1). 那么，当 n — oc 且 
1/(2 ttA ) 不是整数时 

9 ni x ) - 




〉 exp {27 rij . r }. 

L 7 |<1/(2ttA) 



图 5.3.1 


回到离散情况.在表达式 ^( A , ry ) 中值加仅仅出现在项 

2 


_ /g ) 2 + 乂 2 " 


9 q +\ - 9 q 


h 


fjq ~ 9 q - 

h 


2 


的和式中.我们有在极值点关于如的方 程组: 


ih ^; = {9q ~ fq) ~ ‘(糾 - 2 如+ H ) = ◦• 


⑺ 


将 （7) 的解记为相应于未知量如的方程组 （7) 的矩阵与如下正定二次型的矩阵 相同: 


N — 


X 2 


N — 


g2( l + ^ (加十 1 - 加) 2 , 

g=0 q=0 

因此其行列式不等于零，方程组 （7) 有唯一的解. 


设 

fq = E Ajexp { 27 Tijx q }. 

-N/2<j^N/2 

将寻找如下形式的周期函数 

#exp{27rijxj. 

^N/2<j^N/2 

首先计算关于函数 exp { 27 Tijx q } 的二阶差分运算斤厶= f q+ i - 2 f q + /,_!： 

6 2 { exp {27 rijj ; r/ }} = exp {27 rijx 9+ i } - 2 exp {27 Tiy ; rg } 十 exppTrij :^-} } 

= [ exp {27 rij / i } — 2 + exp {—27 rij / i }] exp {27 rijx r/ } 

=(2 cos (2 njh ) — 2) exp {27 rijx (7 }. 
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由此可得 

6 2 {exp{27rij*Tg}} = — 4sin 2 (7rj/i) exp{27ri i ； x (? }. 


⑻ 


把八和如的傅里叶和式的表达式代人（7)，考虑 （8) 式变换二阶差分 6 2 g q , 合并同类 
项得到 

E exp{2 7 ri^} = 0. 

-N/2<j^N/2 \ 、 / 


当 


= ^3 


1 +4 A 


sin(7rj/i) 

h 


时上面等式将成立.这样就有 

d 2 “^ f xp{2 — g} ’ 


因子 i +4 A 2 (@^ y 2 
也导致函数的高频振荡减弱. 


随着 ./ 的增加而减小.于是.应用泛函的正规化 


与泛函 ^ n ( A ,^) 类似可以借助于如下泛函实现正 规化： 

N AT -1 / \ n \2 

<( a 杂 d/J + AhZ (3) • 

(/=0 g =0 乂 ’ 

方程 （7) 和泛函极小化得到的线性方程组可以借助于周期网格边值问题的追 
赶法求解（参看第九章)，大约花费 0( n 2 TV ) 次算术运算. 

和 n > 1情况下的泛函的正规化相比较，泛函 W 的 n 重正规化常 
常更方便. 


§4. 多维问题转化为一维问题 

上面研究了多维问题的求解方法,其中没有要求知道有关函数值的节点: r , ， • • • ， x；v 
分布的附加信息.这种方法适用于不可能选择节点分布的情况. 

如果所研究的函数解析地给出，则节点可以按照愿望来 
选择.在成功选择了节点分布后，多变量函数的逼近、插值、 
数值微分和数值积分可以简化成一系列单变量函数相应运算. 
我们研究图 5.4.1 中由黑点 • 表示的节点分布情况.这里所 
有节点的集合 Q 被划分为一些子集 , n mi (本例中 
mi = 5), 这些子集中的点相应地位于直线:^ = xj , ••- , x'i = 

我们来研究某个算子的值的计算问题 

Df ( P 0 ) = f ( ri ， r 2 W 2 ). 


i 


1^1 5.4.1 








多维问题转化为一维问题 
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点 «<) 在图 5.4.1 中由 符号。 表示.特殊情况 n = r 2 - 0相应于函数值的计算 
问题. 

我们利用节点 xf 处的函数值应用某个公式计算导数 

mi 

"⑹ (• [A 力封 ) • ⑴ 

.71 = 1 

在此并不意味着使用函数^在所有点处的值.例如，在数值微分情况下，我们可能 
仅仅讨论简单数值微分公式，它只要求接近 < 的两个节点. 

代人得到 

77li 

f { r ^\ x 0 l ： x 0 2 )^Yl A h f ^( x {\ x ° 2 ) 

•7i=l 

(点 ( X ^, x ° 2 ) 在图 5.4.1 中用符号 * 表示). 

两个变量的函数/(%,%)的数值微分问题简化为单变量函数/«” ，: r 2 ) 的数值微 
分问题.这个问题前面已研究过. 

设 «,<〃),••. ,« l , x ^ n ( m )) 为构成集合的节点 • 对 每个力 应用某个计算 
公式按照在节点的函数值来计算导数 g ^( x ° 2 ): 

^( ji ) 

(/.’’2)(0 E ^.7U2^(^ U2 ) - 

: h = i 

将" = }\ x {^ x 2 ) 代入其中.类似于⑴得到 

^( jl ) 

/(° ， r2 )( 蚱 ， O E A hhf(^^i lh y (2) 

.72 = 1 

应用这些关系式，从 （1) 得到 

mi Mil ) 

/ h’Ko awo ^ 1 ，# 2 ). 

注意到仅仅需要对 使得^ / 0_ k 值:/ i i 立公式 （2). 

通常结点分布在一个网格上，它是几个一维网格之积 

^1 = ^1 x • • • x r 2. 9 , (3) 

换句话说, n 由点«，…，泠） 构成， 其中 h = 1，…，爪，…，= 1，…， 7 V S . 当节点 
分布在网格顶点处时，如果调换数值微分中变量 X l ? x 2 的位置，则可以得到同样的数值 
微分公式，即首先得到某个公式 

产 ’ Kg ) « J > m2 / (rL ’ 0) (« 2 ), 

m 2 

然后应用公式 

严， 0 )(« 2 )=乙 A mim2 /(< l ]- 2 ,0 

m*i 

高维多变量函数的数值微分（积分）类似地逐次转化为低维多变量函数的数值微分. 
多变量函数进行数值微分时需要特别关注可去掉的余项值.例如,我们研究这样一个 
问题.利用上面描述的数值微分的逐次转化方法可能导致不正确的公式.设函数/(心，％ ) 


在网格节点 ( rn l h u m 2 h 2 ) 处的值已知.要求计算值尺 1； ^ (0, 0). 写出单变量函数的简单 


数值微分公式如下 


/» 


/(x + / ii ) - f ( x ) 


hi 


「 h 泰勒公式 


h 2 


f ( ^ + ") = /(工）+ f ’( x)h + f n {x + Oh ) — ^ 0 ^ 0 ^ 1, 


我们有 


/ ， ㈤ 二生 ^^ -A … 

r L 二 


因此.可以写出 


t m n 、 — 九 “" 1 ，。）- / 工 2 (0,0) M UiL n 、 h] 

.fx x X 2 ( 0 , 0 ) = ^ fx'^x 2 ( 汐 " 1 ， 0 ) 

再随便取一种导数 /, 2 (^1,0), /, 2 (0,0) d 近似.我们有等式 

f x Jh 1 ,0) = f(hl - , ' 2) ~ f(//I ' 0) -f XiX jh 1 ^ 1 h 2 )f 

f,J0,0) = mo) -/J°-- ,l2 Wf^jo,o 2 h 2 )^. 

将 （5), ⑹代人⑷得到 

r n 、_ /(" I ， "2) — /("1，0) — /(0,0) + /(0, 一"2) 


叫⑽一 h x h 2 


⑷ 


⑻ 


⑹ 


fx y x n (0? 0) 


— fx 2 x 2 ( 汐 "1 ， 0) 


hi 


⑺ 


/x 2 x 2 (0, 沒 1"2) — 5/:r 2 x 2 ("1 ，沒 2"2 ) 


这里在建立数值微分公式时同时考虑了余项. 

关系式 （7) 可以改写成 

f XlX2 (0.0)= _/ X2X2 (0,0) + 0(/0, 


max {/ ii ， Ii2 }. 


这样，如果我们不考虑近似误差值，则可以得到带有有限误差的近似公式 

, (0 ⑴〜 八 " 1 ，" 2 ) ― /(’ii ， 0) - /(0,0) + /(Q, ~h 2 ) 

, ) 〜 h ' h 2 , 

在此情况下，得到的近似不是要求的导数值.而是表达式九/ 2 (0,0) +厶 212 (0,0). 

如果在（5)，⑹中对变量: r 2 应用同一个数值微分公式，则代替⑺得到当 /I — 0 
时误差趋于零的公式.例如，代替 （6) 应用等式 

/ x 2 (0,0) = /( ° J/2) / ~ /( ° ， - — / x 2 x 2 (0^ 3 ^2) y . (8) 

将⑼和 ⑻代人⑷得到 

,…、、 /(/ ii ^.2)-/(/ M .0)-/(0./ i 2) + /(0,0) 

心“ 0 , 0 卜- l ^ h 2 


— fx 2 x 2 ( 沒 "1 ， 0) 


hi 


fx 2 x 2 ("1，沒 1"2) + ~/x 2 x 2 (0, 汐 3"2). 


如果导数 /x 2 x 2 在初值的邻域内连续可微，则 ^/x 2 x 2 (0^3/12) - - f .^ ihuO ^) 
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0 ( h ). 因此有 

r / n /(" I ， 及 2 ) — /("】， 0 ) — /( 0 , / i 2 ) 十 /( 0 , ◦) 

/ xp 2 (0, ◦) 二- — -+ 0(/,). 

我们得到的数值微分的近似公式 

/ . ,, (0 0) s ,(’ ?,1 ，" 2 ) - - /(0,"2) + /(()’()） 


有误差 0 ( h ). 


h \ h .2 


⑼ 


我们来看看怎样用待定系数法得到公式 （9). 给定如下形式的数值微分公式 


/〒 2 (0,0)~/(/) 


g/(/ii,/i 2 ) + 6/(/n,Q) 4 - c/(0, / 12 ) + df(0A)) 

h \ h 2 


( 1 ()) 


右边形式的选取基于量 纲要求 •设 H 为某个值的量纲 表示. 例如，如果: r 为速度，则 M = 
m / s . 导数 f Xl x 2 具有量纲 [/]/([:rJ - [. t 2 ]), 函数/的量纲为[/]， /ii 的量纲为 [ x 」，/ t 2 的量 
纲为于是，值 f ( P )/( 与 f 〒 2 具有同样的量纲.因此，有理由期望在合理的数 
值微分公式 （10) 中系数是无量纲的，且与网格步长无关. 

让 R ( f ) = f XiX2 (0,0)- /(/) •将 nx ^ x 2 ) 写成相应于点 （0,0) 的泰勒表示，使其精度 
达到二 阶项： 


f ( x ^ x 2 ) = P 2 ( x 1 , x 2 ) + r (/), 

P 2 { x x , x 2 ) = /(0,0) ^ rxJ Xi (0,0) H - x 2 / o ： 2 (0,0) 

+ 备: ^/〒(0,0) J r x 1 x 2 f X{X2 (0,0) 4 - ^^/ x 2 x 2 (0,0). 

假定 / 三次连续可微，则可以指岀如下关系式是正确 性的： （4/))4 ^ |( 0 , 0 ) = 0,且在 /(/) 
的表达式中在网格节点处 r ( f ) = 0( h 3 ). 因此，在假定 a ， 6 ， C , d 二 0(1) 的情况下，我们有 

R(f) = R(P 2 ) + R(r) = R(P 2 ) - 0(h 3 )/(fHh 2 )， 

如果 R ( P 2 ) 二0且 h u h 2 具有同样量级，则 R ( f ) 二 O ( h ) 且数值微分公式 （10) 具有量级 
O ( h ). 表达式 R { f ) 是函数/的线性泛函，因此如果 

R ( l ) = /?.(.!： t ) —- R ( x 2 ) = R ( x ^) 二 R ( x } x 2 ) = R ( x 2 2 ) = 0, 

则对于任意二次多项式忾有 R { P 2) = 0. 我们得到方程组 

R ( l ) = — (a + 6 十 c 十 d )/{ h \ h ， 2 ) = 0, 

R ( x ^) = b )/ h 2 = 0, 

R { x 2 ) = —(d + c )/ h \ = 0, 

R { x \) = —(d + b ) hi / h2 = 0, 

R(x 2 2 ) = c)fi2/hi 二 0 , 

R{x x x 2 ) = 1 — d — i). 

这是一个带有四个未知量六个方程的线性方程组，它有解 a = d = hb = c =- L 这个解相 
应于近似公式 （9). 
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利用同样的方式可以建立数值积分公式.假设要计算积分 

Io = j fh. ， . 、 Vs)dyi ••- dy s . 

G 

它可以表示成 

Io = j I\{yi)dyi, h(yi) = J h(yi ， y. 2 )dy 2 , 

G o G \( y \) 

h (y 1 ， "2) = J h (yi , iJ2 , 2/3)^3, • ， • ， 

， U2) 

As-i(yi, •• - ， y s -i) = J [s(y\ ， … ,y.s)dy s . 

G a- \ ， 2/s— 1) 


这里 f s ( yy ， y s ) = J ( m ， … ， y s )， G 0 为 G 在 m 轴上的投影 ， <^( 仏 ，…， 〜) 为集合 G 
与平面％=%，••• , y k = y k 的交集.应用某个求积公式计算第一个积分 

£ dk 11 ). 

m-i = 1 

原始积分转变成了维数更低的积分计算.现在让 

n 2 ( m !) 

E 



最终得到 

n\ 乃 2( 爪 1) (mi ，…， rn s — 1 ) 

Io ^ 07111 D mim2 … Z …，2/.7 11 ’為). （12) 

ni] = 1 rri2 = l m iS = l 

在一维情况对于所有数值分析运算通过所研究函数的导数获得误差估计.我们来讨论对于多 
维问题从这些估计能导出怎样的误差估计.函数的某个算子的值由另一些算子的值来近似, 
并且这个变换的误差可以由一维误差估计公式来进行估汁.但是，这些新的值本身也包含误 
差，因此这些误差将以某种乘积的形式进入误差总和中. 

我们回到积分问题.设 

打 “ 777 1 ， m fc— 1 ) 

4-1 (yr 1 ，…， 1 ) = E Dmi w'":™ ， . ir ••， ）+ 々 

m k = l 

将表达式 / i ,/2, ••- 逐次代人等式 


/ o = £ w “. v r i ) + E 0 , 
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我们得到一系列关系式 


/ 0 = E ° -f ^ D ^ hiy ^) 

mi — 1 


= E ° + 


…（叫 ） 

D m ^ I 2 ( y ^., y ： 2 n ^) 

m *2 = 1 


_ n 2 (^M ) 

/? + Z D mi I 07111 


n s (rri j ，… i ) 

E D mi 


•f(y\ ni ， …， y: 


其中 


R 


m X 

E° 4 - Y1 D mi E ' 


汀 2( 叫） 


E D7ni E 纪” + 


rri 


ni .汀 2( 爪 1) 

+ J 2 " mi D?ni 


-l( m ir*- ，爪 s - 


2 


E 


D mi 


(13) 


从最后一个等式看到，如果系数 D 很大,则近似误差可能实质上比一维情况更大. 
多维情况向一维情况的转化对于数值微分（插值）以及数值积分具有形式上同样的特征. 
但是，在这些问题之间也存在 差别： 数值微分（插值）问题常变成寻找某个函数算子的问题, 
其中已知函数在某个给定的节点集合 Q 上的值.对于积分问题，更典型的是处理节点选取的 
可能性. 

对于多维函数数值微分（插值和积分）的运算的实现，当函数值定义的网格为一维 
网格的乘积时，更明智的做法是，对中间值的近似使用同样的公式.例如，这意味着公式 
(11) 应该具有形式 

忍一 〆# 1 ,… ur)。E KkW 1 ， … n (14) 

即和 仅与 m k 有关.那么，（12)&的右边部分变为形式 

' N 1 N s 

E … E D Z'(.. D ?:kf(yT L ，、 v，v 

在建立这个求积公式 I #, 隐含^假定积分区域为正多面体，其边平行于坐标轴. 

这些数值积分（插值、微分）公式叫作相应一维数值积分（插值、微分）公式的直积. 
在 § ii 中将讨论更复杂的例子，即将在区间上求积公式的直积引人在球上的积分. 
在应用这些近似时，正如按照⑼计算导数 f〒 2 一样，某些误差成分可以得到补偿. 

在积分问题中可能出现这样的 情况： 对于光滑的被积函数，可能中间积分 h ( yu ... , y k ) 
不具有足够的光滑性. 
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假定对光滑函数 f [ yuy 2 ) 在单位圆上计算积分 




V 


—v/l-l/f 


f(yuy2)dy 2 


d V \ - 


如果 f (±\ A )) ^ 0. 则函数 


yV 1 -"？ 

I \( iji )= _ f ( y \^ j2 ) dy 2 

在点士 l 处的导数无界， W 此在对的进行数值积分 i 卜算时应该使用计算这类函数积分的特 
殊方法 变步长积分法.特别是带有自动步长选择的积分法、奇点分离法等等.更适当地 

将这个积分写成 



rl\ (r)dr. 


M 厂）= 



/ (r cos if, r sin if) dip. 


这里所有的被 积阀数 邡是光滑的，内部被积函数还是周期的，因此可考虑应用求积公式 (3.5.7) 





2丌 

— g 

n 

m=0 



习题1 给定网格节点 （mi /】1 . m 2 h 2 ) 处的函数值.建立公式来计算值/ (/ h /2 ? 0), 
其近似误差分别为 0 ( h'i + h 2 2 ), 0{h\ -f 14). 


§5. 三角形中的函数插值 

在使用变分-差分方法求解偏微分方程时出现下列问题.存在某个三角形 △. 其每条 
边被划分成/个相等的部分，且通过分割点做平行于三角形边的直线三角形的边也 
包含在直线的集合中.以 Q 记这些直线的位于闭的三角形 △ 内的交叉点构成的集合. 
(于是 .Q 也包含三角形边上的分割点以及顶点 .） 这些点的个数等于 n = 1+2+.. 斗(/+1) 
= (/ +1)(/+ 2)/2. 将这些点分別记为 ，(^ («). 

提出建立如下 Z 次多项式的问题 

P(X^X 2 ) = ^2 

它在点 Qj{x{,x{) 处取给定的值 

j=l....,n. (1) 

未知系数 a mim2 的个数也等于 n, 于是关系式 （1) 构成71个未知数 n 个方程的方 
程组.如果方程组 （1) 可解，则从中可以求得系数 a mim2 . 为了找到它不必采取上面描述 
的待定系数法，而可以以显式方式写出所求的多项式 P(x). 

取某个固定点 Qt. 可以指出，在直线心中恰好存在/条直线满足下列条件.三角形 
至多存在一个三角形顶点使得点 Qi 和这个顶点位于这些直线的同一边.由此， Q 中的 
每一个不同于 Qi 的点位于这些直线中的某一条上.图 5.5.1 中这些直线由粗线段表示. 
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设 L h ]( x } , x t2 ) =()•••• , Lj ^( x { . x . 2 ) = (3 为这组 
直线的方程.函数 




)-n 


LjAa ，工 2 ) 


是/次多项式.在点处等于 1. 而在其余的点（人 
处等于 o . W 此.将要寻找的/次多项式为 





当对所有 ./ ih /, = /(X •卜 4) 时.多项式将是相应于函数 /( u 2 ) 的插 
值多项式. 


习题 1 证明，多项式 P ( x t . x 2 ) 在三角形的每条边上的值与相应于这条边的点 Q 
处的值,/〕相关 • 

习题2 设 H 为=角形 △ 的边的最大长度，= f ( Q :J )，f 为某个光滑函数， 


A // 


max max |/ (ri . r2 )( 
^1 +^ 2 = 1 + 1 A 


: 2 )l 


为=:角形的最小角.推导佔计 


niax \ f ( x } , x 2 ) — P(.rj , x 2 )\ ^ C [ l . a)JUi 十 iH 1 ’ 1 . 

这里 C 是仅与 / 和 o 相关的常数. 


习题 3 在满足乃题2的条件时，对于 U < n 十 r 2 彡 / + 1，推导估计 

- P (ri ' r 2 ) (.T 1 ..rJ| ^ C{Lr u r 2 , a)M^ } H M ~ r '~ r2 . 

习题 4 分别研究当 a — 0时习题2和习题3中常数和 C ( Z ， n , r 2 aO 的 

性质. 


描述的插值方法广泛应用于两个变量函数的逼近.函数逼近的区域 G 被划分成带 
有最大边长充分小的三角形.在每个三角形内，函数由相应的/阶插值多项式 P (: r ,, x 2 ) 
来逼近.如果建立的划分使得一个三角形的顶点不可能是另外一个三角形边的内点，则 
这样方式得到的近似函数在 G 内是连续的（最后结论的正确性从习题1的解中得到). 

由于 a —() 时常数 C (/, n , r 2 l a ) 无限增长（参看习题4)，区域 G 的明智的划分不 
应该包含带有相当小角度的三角形. 

习题 5 采用上述类似方法对于四面体中的函数插值问题建立其插值函数. 

注记 若三角形的两条边或者四面体的三条棱边平行于坐标轴，则插值多项式可 
以借助于多变量函数插值得到显式表达式. 
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§6. 均匀网格上数值积分的误差估计 

我们来对于二阶连续可微函数的如下二重数值积分给出具体误差估计 


将原始积分写成二步积分的形式 



/(. r , , x 2 ) dx x dx 2 . 


o 


I 




其中 



= I /(x^xjdx, 
o 


记 


Ak = max 

0 彡: r 】 ，: r ， 彡 1 


d 2 f 


为计算积分 （1) 我们应用带有常值步长划分的 = l / N { 的复合梯形公式 

Ni-l 




2 N \ 


Ni 


因为 


d 2 h { x { ) 

dx 2 x 


0 2 i\x 


•/o 


dx ^ 


dx 


则 


d 2 I \ (x j 

dx 2 


^ A 


因此，当 0 寸.由复合梯形公式第三章 §8 (8) 的误差估计，我们有 
为计算积分 h (ji / N , ) 我们应用复合梯形公式，有 


h 


A 


Sn 2 


A 

nI 


/(j 1 /A- 1 ,o) + /(j 1 /yv 1 ,i) 

2 N 2 


n 2 


⑴ 


( 2 ) 


E 


•72 


fUi / N u j 2 / N 2 ) 

n 2 


对于误差 


4 =1 八 h / N ')- S N 2 { h / N ^ 


由第三章 §8 (8) 有 


\ E ]\^ A 2 /( l 2 N ' i ). 


(3) 


将 I \( ji / Ni ) = E l n -4- S ^ 2 ( j \/ Ni ) 代人等式 / = _ E U + Sn '， 得到关系式 

7 = £ 。 + ⑹⑼ + 切 + ―⑴上 ㊈ + 艺 ⑽ vy +句, = $ 華 2 + 仏 


2 N X 
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其中 


Sn { n ： 



2(0) + 


N 


R = E 0 + 


2 N { 

El + E^ Ni 

2 N X 


N 


E 


M ' 


Sn 2 Ui / N {) 

Ni 


(4) 


表达式 Sn 1 n 2 是函数 / 在（八 1 + 1)( 馬 + 1) 个点 (jl /-^l 5 J 2 /-^2 ) 白勺积分和式，而丑为 
数值积分的误差. 

从⑷推出 

| i ?| 彡 |五 0 1+ max I E ) I , 

111 Jl 

且由 （2)， ⑶ 我们有 

剛 A l /( l 2 Nf )^ A 2 /{ 12 Ni ). 


当 iVi = 7 V 2 = n 时，得到 

|/?|^(.4 1 - f / l 2 )/(1277 2 ), (5) 

且相应于一般的插值节点数 N = + 1 ){ N 2 + 1) = (n + I ) 2 误差具有量级 0( iV - D . 

假定要求保证误差不超过为此只需满足不等式 

A l /{ l2Nf )^ A 2 /{\ 2N 2 1 )^ e . ⑹ 

如果冷和 A 2 没有很大的不同，则可以取 M ^ N 2 = n , 且由估计 （5) 从如下条件定 
义最小的 n : 

(山 + (12 n 2 ) ^ £. 


如果烏 和 A 2 本质上不同，则考虑花费一定时间对计算工作进行最小化，即寻找爪和 


n 2 在满足如下条件的基础上最小化 （M + l )( N 2 + l ): 

A l /{\2 Nl )^ A 2 /{ l 2 Nl ) ^ e . 

以 C r ( A ) = C n ，…， ， A , S ) 记这样的函数类，其中的每个函数在其定义 


域内导数 f / k-hk = 1,… 

tL k 

I/ ， “ 工 、 ，… ^ X s)\ ^ A k- 
k 


连续，而导数 f T r k { x { • , x s ) 分段连续，且满足条件 

k 


习题1 假设为了计算0分 i 

J … j f{x, ，…， x s )dx 1 … dx s 

应用按照每个轴的精度为 o ( iv fc ' rfc ) 的复合公式，其中 W 为相应 于轴私 • 的节点数•推 
导出误差估计 

在给定一般节点数 NxN s 二 N 时最小化估计式 （7), 推导出误差估计 0{ N - r )， 

1/r = 1/n H - h l/r s . 
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研究如卜特殊情况： n = = r s = r*o, A\ = = A s = Ao. 那么 ， 1/r = 1/n + 

… + l/r s = 5/n-,. 于是，所研究的积分保证性误差估计 O ( A 0 N ~ r ^ s )- 实际的被积函数.有 
界导数的次数 r 常不是很高.因此对于大的+正如所得到的估计所表明的那样,收敛速度可 
能是糟糕的. 

多维函数类上的最优求积问题由此出现.由于对于任何实际函数类都不知道这样的求积 
公式.所以我们仅限于对最优求积公式的误差下界进行估计. 


§7. 数值积分误差的下界估计 


我们冋忆在函数类上求积公式的最优化问题的提法.设积分近似值由如下公式计算 

r 

n.n= I np)p(p)dp^ s N (n = y, DjKPj). 

G j=l 

值 


Riv(f) = I(f)-S N (f) 


称为求积误差.值 

= sup \ Rn (/)\ 

feF 

称为在函教类 F 上的求积误差，值 

W n ( F ) = R n ( F ) 

称为在类 F 上求积误差的最优估计. 下确界的求积公式（如果存在）称为 最优的 .我 
ffl 假定下列条件 满足： 存在某个立方体 △ G G 使得在其中 p ( P ) 彡 7 > 0. 


定理 1 \ V N { C r { A )) > r /( A . r , A ) 7A r ~ r , 其中 d ( A . r . A ) > 0 ,r 二 （ r 「 1 + ...+ 

证明按照如下方式进行.我们来证明，对于任意一组节点 P u …， Pn 可以建立 
所研究类 C r ( A ) 的函数 h ( P ), 它在这些节点处为零，且使得 /(/) 彡 ^( A , r , A ) 7 
N ' 此时常数 d > () 与点巧，…，心无关.那么，利用这些节点的任意求积公式有 

N 

r . n ( c v ( A )) ^ /(./>,,.... p yV ) 

.7 = 1 

= l"/n.)l W (△上 A)，' 

值 7? N ( C r ( A )) 的下界 估汁是 一个与求积公式节点和权函数巧无关的常数， 
因此针对所有可能的求积公式的集合的下确界 W N ( C r ( A )) 也有这个常值下界 c /( A , r , 
A ) jN - r . 这样，定理的证明就变成对于每一组节点 Pu ...， P N 建立相应的函数 

fp' •…. pAP). 

为简单起见，函数 / p l ,^ p n ( P ) 的建立和定理结论的证明将只对 r = ( I ,--- ,1), 
山=…=山=砒的情况进行，并只考虑带有分段连续导数 df /3 x h 且范数有常数 
界 do 的连续函数类. 
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为推导简单，考虑 △ 为单位立方体0 < 以< l , i 二 

1,…^的情况.设"二 ^ iY ) 1 / 5 ] + 1. 且将立方体△分 

解为 n s 个正多面体 n ni? ... ?n< : ( n s — l)/n ^ x k ^ n k / n , 

0 < n k 彡 n . A •二 1,…，6••设（参看图 5.7.1) 

[ 0. 当 x < () 或者 x 彡1， 

^(•^ : ) = \ 

{ 1 - 2 \x - (3.5|,当0彡 x 彡 1, 
hKn 的定义推出 (2 NY 卜‘ n ( 2{2 N )^\ 因此 



2 N ^ n s ^ 2 S+1 N 


( 1 ) 


按照如下方式建立函数 f Fl ,^ p N ( P ) = MP ). 在不包含 Pu -^ Ps 中任何点的多 
而体•中.让 

fo { P ) = <p(n.T k - ( n k - 1)). (2) 

Ar=l 

在所有其他的多面体内取 / o ( P ) =0. 

上面定义的函数 MP ) 在每个多面体 n ni ,.., na 内是连续的.且在边界上变为零.因 
此它也在 △ 内连续.在函数 f 0 ( P ) 可微且不等于 （） 的点，我们有 

jjy - =令 (/( nx ^ - (ni - 1)) ^ p { nx k - ( n k - 1)). 

(Z 1 k=l 

因为 M 彡1， l / l 彡 2, 所以 g 彡烏.同样地得到估计 # 彡 A 0 . A : = ,&巾 

函数 MP ) 的建立可知导数 dfo / dx k 仅仅在平面上的点 w 二 rn /(2 n ) 间断，其中 m 为 
整数.因此函数 ./ o ( P ) 属于所研究的函数类.从其建立的过程中还可推出函数 , fo ( P ) 及 
其导数在所有的节点 P '， …， P N 处变为零. 

我们估计值/(/ 0 )的下界.应用不等式 p ( P ) ^ 7：在进行变量 替换以 = (W - 1 + 
y k )/ n 后得到一组关系式 

S 

U ^( nx k - ( n k - l )) dx { - - dx s 

k=l 



其中 




^ o 7 

2/i 朴 1 



• (hjk = 


^ i ^ o 7 

n s+1 



⑶ 


每一个点 Pj 只可能处于一个多面体 n ni ,...， ns 内.于是，至少在 M - / V 个多面体 
n ni ，...， n s 内函数 MP ) 不恒等于零，且函数值由 （ 2 ) 式定义 . 巾 （ 1 ) 有 N ( nV2 , 
因此这些多面体不少于 〃, 72 个.考虑到⑶我们得到估计 


S 


_ 4樂 


^ 1^07 

277 




6^07 


2.2. (2 N ) 1 / 


S 


(hAoi 

TV 1 〆 


⑷ 


其中 d 2 = d l /{ A ^2 ^ 8 Y 
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这样.建立的函数属于所研究的类，并且对于它条件 （4) 满足，其中的常 数办与 
节点分布无关.而且这个函数在所有 节点巧 处变为零.于是，给岀了对于任意一组节点 
Pi , •• - , P / V 建立要求的函数的方法.证明结束. 

上面导出了如下积分公式的误差下界估计 

N 

其中 节点巧 和权 q 与具体的被积函数无关.对于许多问题.当积分节点的选择与计算 
的函数值的信息相关时，积分方法实际上更有效，例如带有自动步长选择的方法. 

假设有某个积分方法，其被积函数的信息仅仅考虑它在某些孤立点的函数值的信息. 
这个方法的任务就是给出第一个积分节点，确定后续节点的搜寻规则以及描述积分近似 
值的数值方法.这样，所有这类方法归结为下列 流程： 给出某个节点 a , 定义用于后续 
节点选择的函数 

Qq = 中 g(Ql ， … ， Qq-1'i "1 ， … ， "(/-I)，^ = 2, ••- , , 

其中这些函数的选择与先前累积的关于被积函数的信息有关.最后给定函数 

Sn(Qu... … 、 yN )， 

这里 A 为区域 G 中的 点，％ 为数值.具体近似积分计算时依次计算下列值 

/⑹， P 2 = ^2( PvJ ( Pl )), 胸, 

P 3 = 4>3( Pl , P 2；/( A ),/( P 2)), /( ft ), …， f ( P N ) 

然后取 

I ( f ) aS N ( P u “.， P N ' fd . i ，肌 )). 

因为同时给定点 A 以及函数％和 & V , 这些函数与 A 的相关性可以忽略. 

与求积公式的情况一样：在计算给定积分时可以确定方法误差为 

RN ( f ) = nf )- s ( Pir - ，/ w ⑹,…，肌))， 

在函数类上的方法误差为 

Rjv{F) = sup Rn{I ) , 

feF 

且在所有可能的积分方法集合上的最优误差估计为 

Z n (F) = inf Rn(F). 

定理 2 (略去证明） 设函数类 F 为凸中心对称紧集.其对称中心/ = 0,该类中 
所有函数是一致有界的.那么，在所有可能的求积公式集合上的最优估计与在所有的积 
分方法集合上的误差估计是一 样的： 

W n (F) = Z n (F). 

集合 F 的 凸性条 件意味着对任意函数 / i ,/ 2 G F 和任意0 < 0 < 1,所有函数 
/ = ^/ 1 + (1-^)/ 2 也属于集合 F . 函数类以/ = 0为对称 点中心对称的 条件意味着, 
对任意函数/ G F , 函数 -/ 也属于这个集合. 
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特别，所有类 C r ( A ) 满足定理条件.且看起来更广泛的积分方法集合的研究没有意 
义.但这并不意味着该结论是正确的.积分节点选择时若考虑积分过程中得到的相关信 
息，则相应的积分方法同带有预先固定的节点相比在实际中具有更高的有效性.因此，更 
好的结 论是： 实际上遇到的问题更精确地由某些非凸函数类来描述.例如.应用中遇到的 
典型函数类是分段解析函数类.我们将注意力放在一维情况.在凸的函数类情况下，该 
类中两个函数的凸组合也属于这个类.具有/个非解析点的函数的凸组合可能具有2/ 
个非解折的点.于是.具有不超过/个非解析点的解析函数类不是凸的.如果非解析点的 
数量无上界，则函数类不是 闭的： 带有无限增长的非解析点个数的分段解析函数序列的 
极限可能不再是一个分段解析函数. 

上面按照函数类误差估计的上界对积分方法进行了比较.但是，可能出现下列情况. 
两种方法在函数类上具有同样的误差，同时对于类中大多数函数.其中的一种方法具有 
较小的误差.显然，这种方法更可取.并且在此情况下按照函数类上误差上界来对方法进 
行比较不能给出一般描述. 

如上所述我们导出下列有待解决的问题. 

习题 1 如何正确描述实际遇到的函数类？ 

习题2 如何正确引入实际遇到的被积函数空间中的度量？（已知的函数空间度量 
定义表明其中没有一个能正确地描述适合应用特点的情况 .） 

我们引入几个积分算法的例子，其节点选择与先前得到的信息有关.多维积分按照 
重复积分的方法描述 如下^ 

,(/)=/ hixjdx,, 

^ O.Q 

rbi { x x ) 

h{x x ) = / / 2 ( ； r l? x 2 )f/x 2 , 

人1(:】 ) 


r^s-i (:"••• ) 

— ， ^'.S—l) ~ / f (*^1 ，.’ • ， 

并且对于变量 a 的数值积分按照带有长的单变量积分算法进行. 

下列多维积分算法具有另外的结构.在带有自动积分节点选择的已知的算法中，这 
个算法对于函数或者它的导数带有孤立奇异点的积分计算问题是最有 效的. 

假设计算积分 

I f(X)dX, ^ = [ai < x x ^ /；!, • • • ,a s ^ x s ^ b s ], X = (xv, ，- •- ， x s ). 

进行如 f 变量代换 

x，i = 0.5(«i 十 ~) + 0.5(aj - biJU, i = 1. ••- ,2. 

积分变成按正立方体进行积分 

[f(X)dX= [ g(t)dt, 

./o Jo 




G = [― 1 彡 幻 彡 1， ... ，一 1 彡乙彡 1]， t 二 （ h ， …， t . s ). 


取如下求积公式作为方法的基础 

[( j ( t ) dt , % Qq { g ), q = 1,2.3. 

Jg 

为计算积分 f G g ( t ) dt 要计算 Q 彳⑷和 Q |( r ；) ? 并验证条件 

IQH ⑺⑷ 1“， (5) 

这里 f 为某个假定的误差度量.如果这个条件满足，则应用按照求积公式计算得到 
的值作为对 G 求积分的近似值，而（3纟通常是公式 Q 彳和 Q 彡的线性组合.如果条件 （5) 
不满足，则将立方体 G 划分成 2 s 个相等的立方体，且描述的方法应用到其中的每个立 
方休.进行这样的划分直到条件 （5) 满足为止.如果在等分步长 A 时出现 M 变成机器 
零的情况，则计算停止.标准程序中应用的积分公式％具有如下形式. 


I . .s = 2: 

Of = Y1 /KO) + A E "("W) + 4 二 (Ahdi 1 、， 

l*l+lil=i M+|j|=i |i| ， |j |=】 

Ql = Y1 g( ia ， j°0 + b 2 WW) 

|i| + |j|=l |i| + j)| = l 

+ ^3 Y1 ^(^^'7) + ^4 Y1 

KMjI=i l*U.7l = i 


r > = 0.658149897623035910. (5 = 0.54911983192178349(). 

7 = 0.894427190999915878. u = 0.316227766016837933, 

烏 =1.06136206790541224, A 2 = -0.234973179016523356. 

.4： 3 = 0.173611111111111111. 

Bi = 3.99942795838189963, B 2 = -6.29803906949301074, 
B ：i = 0.124007936507936507. B A = 3.17460317460317460. 

Qi — Qi- 


公式 Q ? 对于所有次数不超过 5 的多项式是精确的. 公式切 对于所有次数不超过7的 
多项式是精确的. 
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Ql = 


8 

1125 



^(0,0，(〕 ) + 


1573 


40 


E ^ 

1化1儿1刎二1 




T h = w ， j ， o )+ 分( 2 :， 0 义）+ E 丄 &)， 

l*M.7| =1 l.i| ， |fc|=]. b'M^I=i 

Q3 = gQi + 暑 d 

公式仿 和“对于所有次数不超过 5 的多项式是精确的.公式 Qi 对于所有次数不超 
过7的多项式是精确的. 


§8 . 蒙特卡罗方法 

在建立求积公式的同时通常得到其在某个函数类上的误差估计.例如，对于一维梯 
形公式，在带有二阶导数且范数具有常数界 A 2 的函数类上，得到了形如 const - A 2 N _ 2 
的误差估计，这里/ V 为插值节点数.这类误差估计称作 函数类上的保证性误差估计 .基 
于这个估计可以保证，对于这个类中的所有被积函数，其积分近似值的误差不会超过给 
定的值.方法的误差估计是对一类函数做出的，在估计具体的积分误差时，我们被限制在 
所研究函数类中“最坏”函数的积分所得到的值.对于一系列函数类，这个基于函数类 
的误差估计可能如此糟糕，以至于不能期望得到具有要求精度的积分近似值.例如，由§7 
中的定理，在函数类 ,.4) 上不存在这样的方法， 其 误差估计好于 dAN- l ， s 
(这里 s 为所计算积分的重数). 

假定要求保证性误差估计小于 O.OldA 那么，节点数 7 V 应该满足不等式 dAN ~ 1 ^ ^ 
0.(3 kM , 即应该满足不等式 iV > 100 s . 因为被积函数的每一个值的计算在 s 二6时通 
常要求很多的算术运算 次数， 实际上是无法满足对节点数的这个要求. 

我们实际上处 f 这样的境地，即基于上述误差估计不可能以 O . OldA 的保证性误差 
估计来计算积分值，因为这要求太多的计算机时间消耗.要解决所产生的矛盾,方法之一 
在于更洋细地描述被积函数类.解决所产生的问题的另一个出路是不要求得到严格的保 
证性误差 估计， 而仅要求达到一定可靠程度的误差估计.特别，在第三章和在§7中构造 
积分方法时，我们没有按照严格的误差估计途径进行：通过在各种积分方法下的积分近 
似值的结果之差来估计误差. 

如果不要求达到保证性误差估计而是仅要求具有某种程度的可靠性，则蒙 特卡罗 
(Monte Carlo ) 方法就是这样一种积分近似数值方法. 

假定计算如下积分 . 

/(/)=/ f(P)dP 

JG 

的近似值.为计算简单起见，假定区域 G 的测度 ^ i ( G ) 等于 1. 这个条件通常能满足，因 


为蒙特卡罗方法在实际实现时积分区域通常构成单位立方体.假定通过某种方式得到 iv 
个两两独立的随机点 Pi , ■•- ， P N ： 它们在 G 中均匀分布.进一步以 M { s ) i 己随机变量 s 
的数学期望，而 D ( s ) 记它的方差.随机 变量& = f ( P : j ) 两两不相关且均匀分布，并且有 


M ( Sj ) 


f ( P)dP = 1( f ) 


和 


D ( sj ) = M { s ]) - ( M ( Sj )) 2 = D ( f ) 


这里 


D { f ) = /(/ 2 ) - (1( f )) 


假设 


Sn ([) 


N 




由于值 ~ 的上述性质，我们有 




/(/)， 


3 


D ( S N ( f )) 


N 2 


(〜)二 >(/) 


j 


下列不等式（切比雪夫不等式）以概率1 _ 7/ 成立： 

|心(/)-/(/)|< v / D (/)/(，). 
让// = 0.01，我们 得到： 下列不等式以99%的概率成立 


⑴ 


如果假定点尸 7 不仅两两独立而且总体独立，则还可以得到更好的估计.那么，由中 


心极限定理，随机变量 




渐近正态分布，其分布函数为 


少 ( y ) 


/_ oc exp \~ Y /^' 

带有这样分布函数的随机变量，其模不超过 i I ； 的概率渐近等于 

,、 \/2 r \ t 2 \ } 

ih)(y) = 1 — 7= / ex iM -^7 r dt - 


dt . 


1 - 


vWy 


exp 


dt . 


这样.对于概率近似于 po ( y ) 的大的 W ， 下列不等式成立 

\SNif)-l(f 、 \(y^UW. 

取= 3和 y = 5,得到不等式 

\ S N ( f ) - /(/)l ^ c WD ( f)/N 和 |5/v(/) - /(/)| ^ WDtf)/N 
成立的相应概率分别为 0.997 和 0.99999. 上面叙述的结论有时相应地叫作 
“5 S ” 法则. 


“3 E ” 和 
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这些估计的右边部分含有未知数 D ( f ) = 7(/ 2 )- (/(/)) 2 ,它可以基于计算值 f ( P :j ) 
的信息来估计. 

习题 1 证明 

D(f) = 士- 刚 -S N (f))\ (2) 

因为基于大数定律，下列近似式以大概率成立 

1 N 

M ( 々 (/)- S N (f)f 。 w ⑺ - 知 ⑺ )' 

则近似式 

D ( f )^ D ^ N \ f ) 

也以大概率成立，其中 

1 N 

d 、 n) u) = ㈨ ⑺ — 知 ⑺) 2 , 

J= l 

我们引人当 fi ( G ) = 1 时蒙特卡罗方法的应用流程.让 (1- r /) 为希望得到的积分近似值 
的水平 〆 为给定的精度.从如下等式定义 y 

”賓 {令 

依次当 n = 1， •… 时得到随机点 P n ， 并应用递推关系 

tn{t ) =亡 n -l(/) +/( 尸 n) ， S n (f) = t n {f)/n, 

d n (f) = d n -i(f) + ^ (f{Pn) - S n (f))\ D n (f) = d n (f)/(n-l) 

计算值 t n (/),5 n (/), d n (/), D n (/), 同时也计算值 

An = y V D n { f )/ n . 

递推的初始条件为 

s l (f) = /(Pi), Mf )= D 1 ( f ) = 0. 

如果恰好 A n < q 则计算停止•取 /(/) « S N (f) 且认为不等式|/(/) - S N (f)\ ^ e VJ , 
概率1 1成立. 

注意到，实际上不等式|/(/) - S N ( f )\^ e 以某个小于但接近于1 - r / 的概率成立. 
习题 2 验证 D n (/) 二 D ㈨ (/)• 

为了减小蒙特卡罗方法的误差，随机的积分节点选取应该不是均匀分布的，而是具 
有某个分布密度 p ( P ) ^ 1, J G p ( P)dP = 1 ，在这种情况下取 

1 N 

3 = ^ 

习题 3 证明 

M { S N { f )) = /(/), D ( f ) = I ( f 2 / p ) - (1( f )) 2 . 

证明随机变量选择的如此转化特别适合于 . f ( P )/ p ( P ) - const 的情况. 
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在应用蒙特卡罗方法的指南中常常有如下说法.蒙特卡罗方法是高维积分计算的通 
用方法.蒙特卡罗方法的收敛速度估计为 0、\丨摘' 且与积分的维数无关，同时收敛速 
度的保证性佔计的阶随着维数的增加而变差.对于蒙特卡罗方法，对每个 n 有效的误差 
估计由值 V D n ( f )/ n 来表示.这样，当计算达到所要求的精度时就停止. 

我们将谨慎地对待这种现象，并且研究蒙特卡罗方法的各种“肯定”和“否定”的 
建议. 

§9. 问题求解的不确定性方法应用的合理性讨论 

部分使用者对蒙特卡罗方法抱有成见，并否认其应用的合理性，因为仅仅以一定概 
率保证方法具有较小的误差. 

上面我们已经描述了计算高维积分的情形，这种情形要想以较小保证性误差得到积 
分近似值几乎是尤指望的.这种情况因此导致蒙特卡罗方法的应用. 

计算单重积分时，小的误差保证仅仅在使用严格的理论估计时得到.这些估计的应 
用要求使用者具有较高的数学技能，付岀的智力劳动不可能转交给计算机来完成.于是, 
关注于带保证性误差估计的积分数值方法与计算机应用的一般趋势相矛盾. 

此外，所有问题求解时，在问题的提法以及编程等方面可能出现误差.由于这样或 
那样的原因很难百分之百地保证计算结果相对于实际模型具有较小误差.计算结果的某 
种可能的误差在任何情况下总是存在.这就表明.仅仅由于其概率属性而完全拒绝蒙特 
卡罗方法是无正当理由的. 

另一方面，在应用蒙特卡罗方法时需要考虑如下负面影响. 

应用蒙特卡罗方法时，必须掌控一系有已知分布规律彼此独立的点的序列巧.通常 
使用者拥有获得随机或者伪随机数的发生器.它们给出在区间 [0.1] 上均匀分布的随机 
数序列.这些随机数经过变换以后可以得到给定概率分布的随机数.在最初的计算机上， 
随机数发生器是某些装置，例如应用放射性衰变现象的装置，这些装置给出随机数序列, 
有时甚至满足完全独立性的要求.但是，这些装置工作速度慢，因此随着计算机产量的提 
高这些装置不再使用.使用伪随机数发生器来代替随机数发生器.伪随机数发生器是能 
给出数列的某些程序，它给出的数可以看作随机数.伪随机数发生器的使用是逐步出现 
的，其中广泛使用了概率方法.但是这些发生器在应用时总是需要注意它给出的数列具 
有怎样的性质.例如，某些伪随机数发生器给出的数列仅仅可以看作两两独立的，而不能 
看作完全相互独立的.在这种情况下，应用基于中心极限定理的误差估计是不合理的. 

假设采用蒙特卡罗方法计算 i 积分^ 

/(/) = J ... j /(义，… ，： r s ) 心， t 

我们期望选择单位立方体上独 i 均匀 4 布的序列点作为积分节点.如果伪随机数发生器 
给岀数列6，...，它在区间 [0.1] 上均匀 分布. 则可以尝试取点（6，... ， U ， , 
&,)，•••作为积分节点. 
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为合理应用切比雪夫不等式.需要满足任意点巧分布的独立性假设.即组合 

(€(_/- 1 ).s+l ，•’ . ，又 j s) ， (《(?:—1 ).s 十 1，•• . 1 ^is ) 

的独立性.当 S 增长时这个条件对伪随机数发生器提出了更严格的要求.已知许多实际 
例子在 . S 很大的情况下应用蒙特卡罗方法不成功的原因如下.在方法应用和误差估计时 
对伪随机数做这样或那样的标准性质假定.而同时这些假定实际上并不满足.其结果是， 
做出误差值很小的结论实际上是不正确的. 

这样，蒙特卡罗方法在应用时的危险大部分情况不是在于误差佔计的概率特性，而 
在于给出的误差概率估汁的前提常常是假定随机数发生器具有某些性质，而这些性质实 
际上并不成立. 


习题 1 设为独立随机数，在区间 [0,1] 上均匀分布.让 {?/} 为数 y 的小数 

部分，即 {?/} = 2/ — M， 其中 b] 为 y 的整数部分•假设 Cn = {6 +沁 -1) 而 - 6)}. 

证明，点 G 两两独立，在 [0,1] 上均匀分布，且巾前一节建立的公式有 

fi 1 JL 

/(./.)=/ f(x)dx^s N (f) = ^Y,f^y 

^ o ^ — 1 


习题 2 假设要计算二重积分 


证明，若 A = (^2 n - l . 
正确的.计算极限 


^(/) = J I fix^x^dx^dx.^ 

^2 n ), 其中心^在^题1中定义，则关系式 


M (^ v (/)) = /(/) 是 


Jim D (5.^(/)) = d (/), 

N —oc 


并且如通常一样验证 d ( f ) ^ o . 因此 s N ( f ) 与 i (. f ) 相差很大. 


习题 3 假设要讨-算三重积分 


/(/) = J J J f ^\^2^ X ^) dX U dX 2 dX ^- 

当 P n = (6 n -2^3 n -1^3 n ) 时计算 M ( S N [ f )) = 
snU ) 与 nf ) 相差很大 • 


i (/), 并验证通常 i (/) # 1( f ), 因此 


提示 利用（仏— 2^ n-l + ^3 n -2) 在区间[—1， lj 是整数的性质. 

设=1，…，/是 [0.1] 上完全独立的均匀分布的随机变量，且= 

时,…= 1,... 设订= + ... + CU △，—乂;}，这里 {"} 二 
y - [ y ] 是数 y 的小数部分. 1 - +…+ (-卬 Cg ) 为 q 阶有限差分 • 

为从 g 中选出 p 个的组合数. 当 P > q 时它等于零. 

设 A =衍，••.，《?). 

习题 4 验证 


Pn = 
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习题5 证明点 Pi ,.-- } P N 在单位立方体上均匀分布，且其中任意/个点完全 

独立. 

估计的阶与被计算积分的维数无关是蒙特卡罗方法的优势.但仅讨论方法收敛的阶 
可能会导致忽略下面相当重要的细节.我们已得到如下形式积分近似值的误差估计 

\ S N ( f ) - "/)1 彡 const • ^ D { f )/ N . 

实际上典型的情况是要求积分近似值的相对误差很小，在此情况下意味着要求值 ^ TdU ) 
/(|/(/)| x / W ) 很小.实际提出的积分计算的统计结果表明，值 ^ D [ f )/\1 U )\ 随着积分 
维数的增加呈现剧烈增长%趋势.^我们以如下积分来做解释 

J { fs ) = J … j exp {-32« + …十 xf )}' …叙” 

对于这个积分有 VW )/\ n . fs )\> 10 s / 2 -1. 

于是，蒙特卡罗方法的实际上的闲难本质上随着维数的增加而增加（针对相同的相 
对误差而言).使用蒙特卡罗方法进行多重积分计算时，在直接应用前为减小值 ^ Djf ) 
/|/(/)|经常要对被积函数的性质进行充分细致的研究，包括进行变量替换或基于其他方 
法进行积分变换，这要求研究者具有相当高的技能. 
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我们来研究一些方法以提高蒙特卡罗方法的实际效果. 


1. 函数 /( P ) 表示成 

/( P ) = F ( P )+. g ( P ), 


其中函数 F { P ) 可显式求积分,且包含 f ( P ) 的所有剧烈改变的成分，而 g ( P ) 为平稳变 
化的函数，带有不大的方差 D ( g ). 有时积分区域被划分成更小的子区域，且在每个子区 
域中取某个插值多项式作为 F ( P ), 其节点在这个子区域中. 


h5 — 二? 2. 一组合适的节点分布的密度（参看§8中习题 3) 也导致偏 

" 差的减小.我们研究过当所有节点具有同样的分布函数 p ( P ) 

1 . 0 - 的情况.在一些情况下可以适当选择积分节点使得每一个节点具 


有自己的分布函数 w (_ p ). 


0.5 


0 


3. 下列方法是方法1和2的特殊情况.原来的积分被表示成 


积分和 


0.5 1.0 

5 . 10.1 


I(f)= I f(P)dP = J2h(f), W) 二 / f(P)dP 

G /— 1 J Gi 


积分节点数 iV 表示成 N = + 且每一个积分 //(/) 按照带有以个节 

点的蒙特卡罗方法来计算.我们来考虑图 5.10.1 中表示的函数的积分计算.对原始积分 


在 p { P ) = 1时直接计算有 D ( f ) - 1/4. 如果 Gi = [0,1/2], G 2 = [1/2,1], 则对任意 
n u n 2 爹0, 两个积分 //(/) 均能精确计算，从而原始积分也能精确计算. 
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当然，原始积分区域能成功划分为一些子区域使得每个子区域上被积函数为常数, 
这样的情况是很少的.但是，如果能成功划分区域使在每个子区域上函数改变很小，则在 
这样的区域内计算积分可以本质上提高精度. 

枳分 K 域划分成子区域以减小蒙特卡罗方法的方差，这一方法特别广泛地应用于自然科 
学的信息处理中.假设要测定某条河流流域中雪的含水量.直接应川蒙特卡罗方法时以均匀 
分布密度选择几个点，在这些点处含水量以表面单位进行测量.同样自然条件下（海拔高度， 
云层水平.林面率，山坡方向，沉陷，恒风向）各表面地段具有大约同样的含水量.因此，划分 
该流域为一些具有同等条件的小块并按照这些小块应用蒙特卡罗方法计算枳分.可以实质上 
提高精度. 

当被积函数光滑时.积分区 f 划分 p 子区域导致收敛速度阶的提高.假设要计算 

/(/)=/ … j /( X " ... . h ) 心:】…狀 s . 

ill N = n s 且将原始区域&分成 &等的 立方体 

n ni ： ( 几 1 - l)/n ^ x 1 ^ nx / n , • • • , ( n s - 彡 x s $ n s / n . 

在每个立方体中随机选择点 h ,. 我们认为它的分布密度为常数'〃•％并且在任意两 
个立方体中选择的点相互独立.设 

^^(/) — ~ 7 /( 尸 m ， ... ， n s ). 

77产 L ^‘ 

习题 1 证明， D ( S N ( f )) ^ D [ S N (. f )) = D ( f )/ N . 

假定函数 j \ P ) 4 W 个变量满足带有常数 4 的利普希茨 (Lipschitz) 条件，我们来 
导出方差估计.下列等式是正确的 ^ 

D { SnU 、、 = ( Ai ， …，〜 )) = D(j ( P nu …， ns )). (1) 

r/ j.,n. s = l \ / n \ ，- •- ,n s = l 

我们有等式 

M ( f ( P ni ,..., 7ls )) = a nu n „ = f n s f ( P ) dP . 

J n n i … 

根据中值定理，有 =/( P ni ,.., n J , 其中 P ni ,：. n s en ni ，….〜，因此 

，…, n 、 s )) = .f ( Prii ，…, n s ). 

同时， 

»/* (工 l + △.!•，••.， A + △« ) — f i ’ • . ， ’s ) 

=(/(Xj + z\i ， … , x s + A 6 .) — f (x ' -f Ai , x s _i 十 As-i ， ^s)) 

+ (/(X、 + Ai, ••- ，: 1 + A s _i,x„.) - +△ 【， ••• ， x s -2 + A.,_ 2 ? x s _i,x 5 )) 

+ ._. + (/( x 1 + A 1 , j : 2 ，… , x . s ) - , x s )). 

由此推出，对于所研究的函数类有 

l/h 十 ，: c s + A s ) - /(:r" … , x s )\ ^ A(|Ai | + … + |A S |). 
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第五章多维问题 


如果点 Pn “ …， n s 属于则其每一个分量与点 ? ni ，… ，〜 的相应分量的差 


別不超过 n - 1 . 


从而 


因此，从上面最后一个不等式推出当 h s e n ni ,..,， ns 时有估计 

\j ，- •- ) — I ,n s )\ ^ Asil 1 , 


八 Pn\ ， …, n 3 ) — ^ A SI l 


⑵ 


所有随机数《满足不等式 

1^(01 < supf 


于是， 


Dif ( P nu .^ n J ) = Mtf 


2 


彡 sup (/dm 

p n " £ ll n tl 

借助于这个估计我们断定 S 式 ii ) 的部分不超过 

n s n - 2 s ( As / n ) 2 = ( As) 2 /n 


a 


.， n s ) 2 彡 


hi 


As 


n 


2 


以 TV 记一般节点数 n s ， 得到估计 

D(S N {f))^A 2 s 2 /N l+2 ^. (3) 

由此并基于切比雪夫不等式 （8.1), 我们断言下列不等式以概率1 - //成立 

\ S N ( f )- I ( f )\^ A s N -^ s /^ N . 

所得到的误差估计在量级上好于蒙特卡罗方法的误差估计 0[1/爲 

我们得到了按照概率的误差估计.对于所研究的方法还可能得到保证性误差估计. 


将 （2) 乘以 n _ s 得到不等式 


n s 


f ( Pnwi s ) — 



f ( P)dP 


JYl 


值 s N u )- iif ) 可以表示成如下这些项的和的形式 


彡 As I n 


5+1 



rii r- ,n s = l 


n 


s 





}\ P)dP 


n 


1 •… ^n s 


对这些项的估计求和，得到 

\S N (f)-I(f)\^As/n = As/N^ s . 

将这个估计同§7中定理做比较.我们断定所研究的方法是具有保证性的误差估计,在所 
研究的函数类上有最优量级. 


可能出现这样的问题，即在这个类上是否可改进方差估计 （3). 蒙特卡罗方法，以及 
另一些积分近似值与某些随机常数有关的类似方法称为不确定性方法.设 S N ( f ) 为积 
分 /(/) 的应用某个不确定方法得到的近似值. 


定理1 (略去证明）存在 山 ( r ， A )， d 2 , 满足如下关系.对于任意积分数值方法，当 
被积函数可利用的信息仅仅是其在 iV 个点的值时，可以找到函数/ G C r ( A ) 使得不 
等式 

\S N (f)-I(f)\>di(r : A)/N r+ ^ 2 ⑷ 
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以概率心成立，其中 1 /r = 1 /rj +…+ l / r s 、 而 S ^( f ) 为积分的近似值. 

由不等式 （4) 可导出不等式 

VD(S N (f)) ^ r /：,( r . A )/，+" 2 , (5) 

特別，这个不等式意味 着估汁 （3) 的量级不可能进一步优化. 

定理 2 (略去证明） 可以指出这样的积分方法，其保证性误差估计满足如下关系 

\ S N if )- Iif )\^ cU ( r . A )/ N r .. (6) 

同时对于所有 / GC r ( A ) 有 

M ( S N ( f )) = 1( f ). VD ( S N ( f )) ^ d 5 ( r . A )/， +1 / 2 . ⑺ 

我们建立了这个方法当 n - • • • = r , = 1的情况.这个方法建立的思想在于将原 
始积分区域划分为小的子区域并在小的区域上借助于某些••随机积分计算公式”进行积 
分计算. 


习题2 设 P ni ,..., n s 为立方体 n nj ...., n d 中的随机点（同习题1 一样.点 P ni ，…， ns 
具有同样的分布和独立性条件 ) .以记 Prn .-. n , 的相对于立方体 n n] ,.. ?ns 中 
心的对称点，且让 

• s ni ,… .?7, （/) 二 (./( 尸 "1 .…， … ） + /(尸二…， n<； ))， (./ ) — y : . S 'M ，…, (./ )• 

ni •… ,n s = l 

证明，对于类 C 2 ..... 2 ( A ) 中的函数同时满足估计 （6) ，⑺.（注意，这里 r = 2/ s .) 
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我们来讨论问题求解的途径，这些问题适合 相前节 中讨论的蒙特卡罗方法求解.假 
设针对各种参数值 a !， a 2 , a 3 要计算下列积分束 

/(ai.a 2 ,a 3 ) = J f{P:ai,c\ 2 ,a^)dP. 

积分区域 G 包含在三维单位立方体中，并 1属于集合 G 的点满足的条件由烦琐的不等 
式组给出 . 显然不能用独立变量替换将积分区域 G 转换成可以应用精确的高阶求积公 
式的标准形式.因此，在区域 G 的外部假定/为零.且以如下积分计算问题代替研究原 


始问题 


7(ai,a 2 ,a 3 ) = 



/ ( P ; n 1 ， a：2 ， （> 3 ) dx { dx 2 dx 3 , 


K : 中 


/(P;ai ， a 2 ,a 3 )= 


/(P;ai ? a2,a 3 ), 

()• 


当尸 e G . 

当 P 穿 G . 


被积函数现在是不连续的.为计算积分我们应用矩形公式或高斯公式.为达到控制 
精度的 lil 的，以不同的积分节点数进行计算.计算结果稳定缓慢（节点数改变时剧烈变 
化）表明得到的近似值精度较小.直接应用蒙特卡罗方法时得到的近似值的稳定性更糟 


糕.因此，通常采用上面描述的通过划分区域来减小方差的方法求解.对上面描述的两 
种方法进行广实验.积分区域 （） 彡 x ^ x 2 , X 3 ^ 1被划分成边长为 1/ n 的大小相等的立 
方体，然后应用上节研究的两种方法.如其他方法一样，研究其计算结果的稳定性，结果 
表明在计算机容许的时间消耗情况下两种方法可以保证要求的计算精度. 

在许多情况下，要成功实施多重积分或者一系列积分的计算，仅仅需要考虑对同一计算 
的重复过程进行修改即可.这样求解所研究的问题首先是难以成功的，因为验证节点 P 是否 
属于 G 的计算量很大，而计算每一个值 f ( P : a ^ a 2: a 3 ) 只要求小得多的计算量.因为所有 
的积分按照同样的区域进行计算，则通常应用如下方法进行求解.立方体0 < % r 2 ，: r 3 < 1 
被划分成边长为 1/ n 的大小相等的小立方体，在每个小立方体中随机选择点 P n]j ...,n s 且验 
证点 P ni ，…， n s 是否属于 G, 所有点 P ni ,.-.n s E G 的分量被写人计算机内存.接下来序列 
积分由如下带有同样节点的和式代替 


E 


-/( P ; a ] , a ^). 




在计算每个积分时不验证 条件凡 h ... G G 可以使得对机时消耗要求降低大约100倍. 

另一个可以很大程度地降低机时消耗的事实如下.被积函数具有形式 

咖" x 2 ; ai 1 a 2 , a 3 ), 

其中函数 / z 的每个值的计算同函数 p 的函数值计算相比要求相对少量的基本计算机运 
算.因此，应用下列计算流程.相对于同一参数值％的所有积分同时计 
算.由此在计算整个积分序列时每个值只计算一次.如此进行计算可以使计 
算的计算机耗费时间达到容许范围内.积分序列计算结朿后，对问题求解过程的分析表 
明存在一些没用到过的可能性.它们无论对使用者还是客户都可能提供另外的便利.以 
减少机时消耗为目的，客户力图减少积分计算要求的参数组的全体数量 M . 
计算时最困难的部分在于计算函数值/7('，叫).因此，一般的机时消耗不是与数 Af 成 
正比，而是与不同的值 aj 的数量成正比.这样，通过成功地选择参数组 （ ai ， c 4, o 4) 可 
以降低一般的时间消耗. 

在所研究的问题中还有一个没用到的提高精度的潜在方法.所研究方法的困难性同各种 
参数值 a 的个数与节点分量: r , 各种值的个数的乘积成正比.为减小这个数，我们可以采用 
如下 步骤： 按照如下矩形公式近似原始积分 


/(rvj, «2, as) ~ ^ 


Q1 • »3 ； 


<1 - 1/2 


其中 


CXI 


q -1/2 



/ 1 ， rt2, CV3; 




in 


X3 I dx.)dx:i 


且仅对于积分应用带有区域划分的蒙特卡罗方法.另一种求解方法是：划 
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分区间 1(). 11为子区间如 - l )/ m , q / m }. 在每个子区间上选择随机点且 L 1: 

1 

/((>i,a-2,o ； 3) = — y J (ai,a2,a3；^)- 

l : lW 提出的两种方法同已使用的方法相比具有更差的收敛速度，但是在这些方法中本质上计 
算较少的函数值.以％，…). 


从最后的讨论中可以看出，在计算大的积分束时（也如其他大的问题束一样）更有 
效的常常不是对问题束中每个问题求解提高方法的质量.而在于更好地组织计算结构. 

在应用§4中描述的过程时，高维积分计算转 变成戔 个低维积分的计算.因此.高维 
的积分有时可以应用上面指出的备用方法来提高积分束计算的有效性. 

我们来关注在得到问题束的结果的同时出现的如下危险性. 

需要求解的全体问题应该对应于某个实际现象.可能会出现这样的情况，即现象一 
开始无法在计算机上叫十算' 且提出的数学模型不能令人满意.那么，当同时求解一组 
问题时.所有的计算结果是无效的.在得到初步结果后继续求解问题时发现数学模型与 
现象的一般状况不相匹配.这种不队配在求解新问题时是典型的，并且不能马上消除它, 
需要经过大量实验性计算，也需要客户与使用者共同对模型进行讨论. 

使用者特别有理由关注问题提法的讨论.如果问题最初的提法不合理，他就会耗费 
许多时间在新的算法选择和新的程序描述上.通过参与讨论，使用者可以明白改变问题 
提法的可能情况.并在建立求解程序时做预先研究.与此相关，在求解新类型问题时，将 
程序要分解为一些独立功能块是特别重要的，这使得它们可以独立地进行改变. 

客户（详细模型的计算）和使用者（最小工作量）之间出发点的冲突导致建立简化 

模型，而对简化模型的快速计算有助于解决用更复杂模型进行研究的合理性问题. 

■ 


我们来研究另外一个例子，它与重积分的积分方法选择时的工作程序有关.复杂区域上 
的积分计算经常转化成简单类型的直积 K 域上的积分计算.这些简单区域包括：区间、平行 
六 rft [体、射线、直线、圆、球面、球体等.对于这些标准区域已有大量的成熟的积分方法，在 
进行这样的积分区域变换以后可以应用§4中描述的过程或者某个类似过程. 

假设计算积分 

/(xj. x 2 . X3)dx 1 dx 2 dx3- 




-4-x^ l 


将其方便地写成 



g(l. u))d^jdl. 


其中& 为半径为 / 的球面 ， 也；为其曲上的元素， 


g(Lcj) = I /(/o ； i ， lu2, ) 1 


u ； = , u ；2. ^3 ) ^ 


2 2 2 
+ U ； 2 十山 ’3 



假定借助于按区间 [ L2 ] 和按球面 A 的求积公式的直积计算枳 分. 公式 



h { i)di % 


⑴ 



和公式 


⑵ 


W T wr 

p(ij)(.kj ~ 〉: k q p(iJ q ) 


的直积理解为公式 



"(/• u：)dujdl ^ djk q g 、 lj ， uj q 、 


我 ( a 来研究积分误差与积分方法和节点数的关系.为了研究沿轴/数值积分的误差特性，我 
们选择某个单位球面上的“基底”公式： 







⑶ 


这意味着节点数 mo 小.且同时表达式 


m o 


G ( l )= 州，咖 o ; 和 C 7 n (/) = 

对 / 有同样的特性.例如，可以尝试将 （3) 取为如下公式 

/ p(uj)duj % y^p— ， u ； 2 ， u ； 3 )， 

其中和式按照单位球面与坐标轴 X ^ X ^ X - s 的六个交点来取. 

假定对轴/的积分计算采用高斯公式或者辛普森公式.接下来分别取 n 
节点应用高斯公式 


n 1 , ri2 


•个 



I 


W ■ 

h(i)di^Yl cl T h ^I) 


得到某些值 


G°n, 


同样对于节点数 n = W 得到辛普森公式的近似 . 

从所有这些值的特性研究中可以看出它们收敛于极限值 ^ Q . 进一步，对每一个 n 在所有 
近似和义 ； 中.其中 n „ n ：^ n . 选择有最好精度的近似 r n , 且引入针对轴/的数值积 
分误差函数抑 &) 二 | r „-/ u |. 

同样.对变量/同定某个基底公式（这个公式通常是带两个节点的高斯公式）并建立按 
照球面 a ； 的数值积分误差函数 ^( m ). 假定误差和是/?=列⑻+〜 ( m ). 如果函数值/ 
的计算是独立的,则方法的困难性与 nm 成正比.在给定的满足 + 的精度 

要求 F 最小化 nm , 得到要寻找的节点数如和 m G . 给定 n 使适合于某个公式——高斯公 
式或荇辛普森公式.选择相应的 公式. 在对使用的方法的合理性有疑义时，引入带有几个不 
同于 n 0 和 mo 的值 n 和 m 的辅助积分，仍然可以验证结果的正确性. 

对于， s 维单位立方体上大的积分束，我们用典型例子来说明如何类似地选取沿每个 
轴的积分方法.针对每个轴应用高斯公式.在按照每个轴选择节点数时，作为对剩余轴 
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的基底公式选择带有两个节点的高斯公式.针对所讨论的每一个轴，继续细分节点数直 
到两个相邻的近似之差不小于 e • ^ 1 .通过这样的方法确定了相应于每个轴的所需要的 
节点数 nW 之后，针对每个轴计算带有 nW 个节点数的积分. 

[ tl 于描述的算法可能出现某种不可靠性，通常要验证其 在给定积分束情况下 应用 
的正确性：只需选择有代表性的子积分束，将按照给定算法计算的结果与按照轴来改变 
某些节点数的计算结果相比较. 
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第六章数值代数方法 


数值代数方法传统 t 是指线性代数方程组的求解、矩阵求逆、行列式计算、求矩阵 
特征值和相应的特征向量，以及寻找多项式的零点等的数值方法. 

这些问题的求解在形式上不会遇到困 难:将 行列式按克拉默公式展幵可以找到方程 
组 的解： 寻找矩阵特征值只需要写出它的特方程并求其根.但是.这些建议遇到了来自 
多方面的异议. 

直 接展汗 行列式时，带有 m 个未知数的方程组的求解要求 m \ m 量级的算术运算. 
当/〃 = 30时这个运算次数就已经在现代计算机上无法实现了.对于更大的 m , 应用有 
这样运算 M 的方法在可以预见的未来也将是不可能的. 

这些经典的方法甚至对于小的 m 也无法应用的另一个原因是计算时舍入误差对最 
终结果有严重影响.即使 m = 20,在现代计算机上计算时.由于数值量级的溢出使得计 
算紧急停止的情况是常有的.即使这样的停止不发生.由于计算误差的影响.计算结果也 
远非真实.同样的情况也会岀现在应用特征多项式的显式表达式来计算矩阵的特征值. 

代数问题的求解方法分为精确方法、迭代方法和概率方法.通常应用这种方法求 
解的问题类型可以相应地叫作带有少量、中等数量和大量未知量的问题.计算机容量和 
存储结构的变化.运算速度的提高和数值方法的发展导致方法的应用范闱扩展到更高阶 
的方程组.当前，精确方法通常用于求解方程数 H 在 10 1 量级以内的方程组，而迭代方法 
口于求解方程数目在1 () 7 量级以内的方程组. 

在迭代过程的研究中我们需要矩阵和向量的范数概念.回顾向量和矩阵空间中基本 
范数的定义.如果在向量 x = (./：!.••• . x m ) T 的空间中引入范数 || x ||, 则基于这个范数， 
矩阵空间中矩阵4的范数为 




= sup ||,4 x ||/|| x | . 



⑴ 


x cc — 


max 

1 彡 .7(m 


J'J 1 


向:空间中最常用的范数有 


⑵ 
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—- 

IWIi = l x -?l 


⑶ 


相应地，矩阵范数为 


IWI 




⑷ 


恭丨 El 




⑼ 






max A 

1 «r/7 


P"2 = 

这里及今后 Ab 表示矩阵 D 的特征值. 

我们对实数情况推导这些关系.由 （2) 式有 


a 


II 圳 I 


max 


a ij X j 


J 


⑹ 


⑺ 


^ max | aij | max | X j | 彡 max 


max \xj 


则 


pxll 

l x l|c 


^ max I ^ 


J 


让 


E 


在 • i = l 处达到.对向量 


x = ( sign ( a / i ), ••- , sign ( a / m )) 


我们有 || x || 


1，且 


Px | OG 彡 


a h x j 




max ^2 I a ij I 11 x I 


j 


从这些关系式可以导出 （5). 

同样，对于由 （3) 定义的向量范数，我们有 


n^iii ^ Y1 


J2 a ^ x j 


^ ( niax^|a l7 | ^\xj 


即 


HAxll 

| x||i 


^ max 
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让 


max 


^1^-1 在 i Z 处达到.对仅仅有一个分量 A 不为零的向量 X, 我们有 


ll^ x lll ~ > : 、 ' a ij X J = > : l a i / ll ;r d = ( > : l a i /| I l T / 


max 

3 


Em) ^i^-i 


max 




由此推出 （6). 


由 II 川 |2 的定义和 （4) 我们有 


II 川 | 2 = sup 


ll -4 x || 




x | 


sup 


(.4 x ? Ax ) 
( x , x ) 


sup 


(,4 T .4 x , x ) 

( x , x ) 


矩阵 A T A 是对称的，因为 （.4 T A) r = A t ( A t ) t = A t A . 


设矩阵 B 为对称的， ei , ••- . e rn 为相应于特征值 Ai ，•… ， A m 的正交特征向量组 


将任意向量 x 表示成 ^ r , e ,. 我们有 


(j5x ， x) 


因此 




X! A?； i ci i 


( Z ? x ， x ) 彡 (max A ^) | q| 2 = (max Ai )( x , x ) 


⑹ 


且 


( Bx ， x ) 》 (min Ai )( x ， x) 


⑼ 


同时 （ Be ^ ed /^ e ^ ei ) = 从这些关系式推岀 

\( Bx . x )\ 

sup —-— = max \Xi\. 

x (X ， X) i 

因为 (^ T Ax , x ) = ( Ax , Ax) ^ 0, 则所有入彡 0 .在 （10) 中取 B 

\( A T Ax ^ x )\ { { 

Sup ~~~~ = rnax = maxA 47Vl . 

从最后关系式得到 ⑺ x ( ， ） 1 1 

我们也注意到一个重要的特殊情况. 

如果只为对称矩阵，则二二 | A \| 2 , 因此有 

|卜4|| 2 = max | A ^|. (11) 

如果 Ax 二 Ax ， 则 || A || || x || 彡 || Ax || = | A | || x ||. 于是，矩阵 A 的任意特征值的模不 
会超过该矩阵的任意范数. 


( 10 ) 


A T A 得到 


§1. 未知数依次消元法 

我们研究求解方程组 ,4 x = b 的精确方法，其中 4 = [aj 为 m x m 矩阵 . det 乂 # 0 

t) — (Ol ， m+l ， • • • ， “m ， m+l) • 
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如果假定没有进行舍人时在有限多次算术和逻辑运算后某个方法能给出精确解，则 
该方法属于精确方法类型.如果方程组矩阵的非零元素个数具有 m 2 量级，则对于当前 
用于求解这些方程组的大多数精确方法，要求的运算次数有 m 3 量级.因此，为使精确 
方法可用，这样的运算次数对于所给计算机必须是可接 受的； 另外的限制在于计算机存 
储结构和容量. 

关于“当前使用的方法”的说法具有如下含义.为了求解上述方程组，还存在一些方法, 
其运算次数的量级更小，但是由于结果对计算误差很敏感，这些方法未被积极采用. 

线性方程组求解的最著名的方法是高斯消元法.我们来研究它的一个可能的实现. 
假定 t ^ O . 方程组 

m 

^aijXj = i = 1, ••- ,77 i (1) 

的第一个方程除以系数 a n 得到 

771 

j=2 

然后，从其余的每个方程中减去第一个方程乘相应系数结果这些方程变成形式 

m 

°\j X j ― a ! ， m+l ，2 = 2, • •• , m. 

j =2 

第一个未知量除第一个方程外从所有其他方程中消去了.进一步假定/ 0,第二个方 
程除以系数以 2 ,且从第二个方程开始消除未知量 x 2 , 如此 下去. 结果逐次消除未知量， 
方程组变成了带三角形矩阵的形式 

m 

x i + a ij X j = a i , m+l ?义=1，… ，771. ⑶ 

j = i +\ 

把原始问题变成形式 （2) 的整个计算过程称为高斯方法的正过程 

从方程组 （2) 的第 m 个方程中确定 x m ， 从第 m - 1个方程确定 x m - i , 等等直到 
: Ti . 这样的整个计算过程称为高斯方法的逆过程. 

不难验证.高斯方法正过程的实现要求 iV 〜 2 m 3 /3次算术运算，而逆过程则有 
N 〜 m 2 次算术运算. 

为方便起见，今后引入记号= a … 下列运算的结果消除 1) 第 i 个方程除以 
ajf 1 , 2) 从编号 A : = i + 1.... , m 的方程中减去第 i 个方程除以再乘后所得 
到的方程.第一个运算等价于方程组左乘对角矩阵 
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第二个运算等价于左乘矩阵 


- Q z + l,z 1 

I • • 

• # 

• • 

\ _a mj 1 / 

这样，进彳 j •这些变换后得到的方程组 （2) 写成如下形式 

CAx = Cb , 其中 C = C m … C ； Ci. 

左（右）二角形矩阵的乘积还是左（右）三角形矩阵①，因此矩阵 C 是左三角形矩阵. 
从逆矩阵元素的公式 

^ A j7 ./det A 


推出左（右）二角形矩阵的逆矩阵也是左（右）三角形矩阵.于是，矩阵 B 二 C- 1 是左三 
角形矩阵. 

引人;号 （7/1 =从由建立过程 〆 4二1且矩阵 D 是右三角形矩阵.由此可得矩 
阵 A 可 表小成 左右三角形矩阵的 乘积： 

a = c— 1 d = bd. 


等式，4 = 与条件 dh = U = 1 ，... ，m —起构成相对于三角形矩阵 B 和 D 

m 

的元素的方程组 ：= a ifc . 因为当 i < j 时= ◦，且当 /c < j 时 々 A ： = 0,这 


个方程组可以写成 


in { i ,/ c } 

〉: bijdjk = Q，ik 


(3) 


或者等价地写成 


k 


djk = ) 当 & < i 时 


▼ 

〉: bijdjk =1 CLu 与 i 〈 /c 时 • 

3=^ 

回顾条件 4 二 1. 我们得到一组定义元素^和木 7 的递推关系 


fc-l 


bjk = (lik — >: bijdjk ， 与 $ ’Z 时 


(Hk 


1)幻吐作 


(hk 


bii 


当 i < A : 时. 


⑷ 


©左、右 二 角形矩阵也称为下、上三角形矩阵——译者注. 
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计算对于整个 （ i , A :) = (1，1)，…， ( l ， m ), (2,1)，…， (2, m )， …， ( m , 1), …， ( m ， m ) 逐步 
进行.从今往后当求和的上界小于下界时，认为整个和式等于零. 

于是， 代替将⑴变为⑵所进行的变换可以直接借助公式⑷来计算 B 和 R 如 
果所有的^不等于零，则这些计算可以实现.设 A k ' B k ， D k 为矩阵的 A ： 阶主 
子式•由 （3), 4 = Bk . Dk . 因为 det _ D/c 二 1, det 执 = hi …6；^,则 det Afc = bu … bkk . 
于是， 

^kk = dct f det -A/e— 1. 

这样，为实现公式⑷的计算当且仅当如下条件满足 

det Ak ^ 0, k = 1, • • * ,77 i . (5) 

在一系列情况下事先已知条件 （5) 满足.例如，许多数学物理问题转变成求带有正定矩 
阵4的方程组的解.但是，在一般情况下不可能事先知道这个条件.也可能出现这样的 
情况： 所有的 det ,4 A: / 0. 但在6^中存在非常小的数且除以它将得到带有大的绝对误 
差的大数.其结果导致解严重失真. 

记 Cb = d = « m+1 ，… ,d m ， m+1 ) 丁. 因为 1 = B 且 CM = A 则成立等式 
Dd = b,L>x = d. 于是，原始方程的矩阵被分解成左、右三角形矩阵的乘积，原方程组的 
求解变成逐次解两个带有三角形矩阵的方程组 Bd = b.Dx = d. 这要求大约 iV 〜 2ni 2 
次算术运算. 

矩阵 Z 分解为三角形矩阵和定义向量 d 的操作次序可以更方便地统一起来.方程 
组 ZM = b 的方程 


nj ‘ 以写成形式（3)，即 


于是，值 d t ， m + l 可以按照公式 （4) 与其余值屯同时 计算. 

在求解实际问题时常常出现需要求解这样的方程组.其矩阵包含大量零元素.通常 
这些矩阵具有所谓 的带状结构. 更准确地说，如果矩阵4当 \ i - j \ > q ^ 0^ = (1 则矩 
阵 A 叫作 （2 g + 1) -对角的，或者具有带 状结构 •数 (2^+1) 叫作 带宽. 在应用高斯方法 
求解带有带状矩阵的方程组时算术运算次数和存储量要求可以实质地减少. 

习题 1 研究高斯方法的特性，以及借助于带状矩阵分解为左右三角形矩阵乘积 
的方程组求解方法的特性.证明，为找到解（当 -> oc 时）需要 0( mq 2 ) 次算术运 
算.在条件 1《 q 《 m 下寻找运算次数的主项. 

习题 2 对于带状矩阵，估计应用高斯方法时计算机消耗的存储量. 

不借助于计算机进行计算时，随机误差概率很高.为了消除这些误差，有时引入 方程组 


^2 hi d ： )Jn+l 




rn 


rnin{z,m+1 } 

〉: bijdj、m + l = ^2,rn +1 
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的检验列 a m+ 2 = ( yil，m 十2,… ， a m ， m + 2) T , 它由方程组的检验兀素 a :， m +2 = d t j 构成. 

J=1 

在对方程进行变换时，对检验元素的运算与对方程自由项的运算相同.运算结果是，每个新方 
程的检验元素应该等于这个方程的系数之和.如果两者相差较大，这就表明，计算误差较大， 
或者算法对计算误差不稳定. 

例如，借助公式 （4) 将方程组 ,4 x = b 转化成 Dx = d 时，方程组 Dx = d 的每个方程 
的检验元素山, m +2 按照同样的公式 （4) 计算.固定 i 计算所有的 元素‘ 以后，通过验证 



实现检验.高斯方法的逆过程也带来方程组行检验元素的汁算. 


为避免计算误差的严重影响，应 用带主元选择的高斯方法. 它与上面描述的高斯方 


法的区別如下.假设通过未知量的消元过程得到方程组 

m 

而 + a ij x j = a :，m + l， = 1 ， 

• 7 =i+l 




，/ c ， 




i,m+1 ， 


/c + 1 ， •. • ， m. 


k 


将寻找 / 使得 = max | a ^ +1 -| 且进行变量互换: c fc+1 = 心和心 = x k+i . 进一步, 

从第 A + 2个方程开始的 A 有方程中消去未知量以 +1 .这样的变量交换导致消元次序 
的改变，在许多情况下实质上减小了解对舍入误差的敏感性. 

常常要求求解几个带有同样矩阵 A 的方程组 Ax = b q ， q = 1， •…， p . 按照下列方 
式进行则更 方便： 引人记号 

bq = (a.i’m+g ， .•’ ， a m ， m +q ) ， 

按公式⑷进行计算，并计算 i < k《m + p 时的元素结果得到 p 个带三角形矩阵 
的相应于原问题的方程组 


rjn 

Dx = dg, dqi — (^1 . . . ， ^m,Tn-\-q) i 9 = 1， • . . ， P. 

分别独立求解方程组中的每一个.用这种方式求解 P 个方程组的算术运算次数为 iv 〜 
2 m 3 / 3 4- 2 pm 2 . 


上面描述的方法有时用于不额外增加巨大代价时得到解的误差判断，其中误差来源于计 
算舍人.给定向量 z ， 其分量与解的分量尽可能具有同样的次序和符号.在缺乏充分信息的情 
况下常常取 z = (1， .. • ， 1) T 计算向量 c = .4 z . 与原方程组同时求解方程组 Az = c . 

设 x' 和/为这些方程组实际得到的解.可以得到的解的误差判断/- X, 这个判断 
基于 假定： 具有同样矩阵和不同右边部分的方程组应用消元法求解时的相对误差，即 || x - 
xl/M 和 || z - z , ||/|| z , ||, 不会相差很大的倍数. 

为得到计算过程中舍人时产生的实际误 k 值判断，另一个方法是通 过改变尺度来 改变计 
算误差的积累.与原方程组同时采用同样方法求解方程组 


( a .4) x ； = 6 b . 其中 a , (3 为标量. 
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当 a 和0不是2的整数次幂时.比较向量 x 和给出计算误差值的表示.例如，可 
以取 a = = \/5. 


许多问题的研究导致必须求解带对称正定矩阵的线性方程组.例如，这样的方程组 
岀现在用有限元方法或者有限差分方法求解微分方程的过程中.在这些情况中方程组的 
矩阵也具有带状结构. 

对于这样的方程组以及更一般的带有不一定为正定的埃尔米特矩阵的方程组可以 
应用平方根方法 （霍列茨基方法). 将矩阵表示成 


S*DS 、 


⑹ 


其中 S 为右三角形矩阵，即 


511 S ]2 


- s 22 


S * 为 S 的共轭矩阵，并且所有的& >0. D 为带有元素等于+1或 -1 的对角矩 
阵.矩阵等式（ 6 )构成方程组 


a ii 


〉: Sk . i . Skjd.kk = 1 + ... 十 SiiSijdu ， I ^ J . 


m > j 时类似的方程可省略，因为相应于下标对 （' u ) 和 ( jj ) 的方程等价.由此得到 
定义元素和力 V 的递推公式 


da = sign ( a ti - ^ \ s k i \ 2 d k k 


i-l 




^ : ^ki \ ^^kk 


i-l 


- 〉 : ^ki^kj^kk 


Sij 


Su(l 


< /• 


因矩阵 S 是右三角形的，于是在获得表达式 （6) 后原方程组的解转化成依次求解 
两个带三角形矩阵的方程组的解.注意到在乂 > 0时，所有= 1且 A = S * S . 


习题3 用平方根方法求解带实正定矩阵 A 的方程组时，估计算术运算次数和计 
算机存储量（满足条件= a # 时存储矩阵 A 时所需要的容量减少). 

用有限元方法求解数学物理边值问题的许多实际程序包按如下流程构造.在对矩阵 
A 进行行和列换位（同时交换第 i 行和第 j 行以及第 i 列和第 j 列）的变形以后，方程 
组变成带有最小带宽的形式.接下来应用平方根方法.为此，以减小计算量为目的，在求 
解带有另外右边部分的方程组 Ax 二 b 时，存储矩阵 S . 


注记这个方法在有效性上不如迭代方法. 

习题4 对于带状结构的矩阵.估计平方根方法的算术运算次数和需要的存储量. 
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如果怀疑实际得到的解 X 1 由于计算误差严重失真，则可以采取如下方法.定义向 
tb ] = b - Ax 1 . 误差 r 1 = x - x 1 满足方程组 

Ar 1 二 4 x —.4 X 1 = b 1 . (7) 

在实际舍入条件下解这个方程组.得到 r 1 的近似值 rd . 设 x 2 = x 1 + r (1) . 如果对新的 
近似的精度不满意.则重复这样的操作.求解方程组 （7) 时对其右边分量按照求解方程 
组 （1) 时的右边分量进行同样的操作.因此，在计算机上以浮点方式进行计算时自然期 
望这些方程组解的相对误差具有同样的量级.因为舍入误差通常很小.则 Hb 1 !! « || b ||. 
从而 || r i || 《11 x 1,且⑺的解通常比 （1) 的解具有小得多的绝对误差.于是，应用上述 
方法能提高近似解的精度. 

当计算过程中计算机存储包含矩阵 B 和 D 时.特別适合应用这个方法.耶么，每 
次提高精度要求都要找到向量= b - Ax A ’ 并求解两个带二角形矩阵的方程组.则 
总共要求 TV ! 〜4/77 2 算术运算，远小于将矩阵 d 表示为 .4 = DB 时所要求的运算量 
iV 0 〜 2/7i 3 /3. 

上面描述的逐步提高近似解精度的方法常常按照如下形式来实现.设矩阵 G 在某种意 
义下近似矩阵儿但求解方程组 Bx = c 比求解方程组 .4 x = b 要求更少的计算量.以方程 
组 Bx 二 b 的解作为解的第一次近似 x 1 .差 x — x 1 满足方程组 

y4(x — x 1 ) = b - Ax 1 , 

代替求解这个方程组.我们寻找如下方程组的解 

Dr ] = b — ,4x'. 


且 u ： X 2 = X 1 + r 1 . 于是，每次近似按照如下公式从前一次近似得到 

x n+, = x n + /be") = (£•- B + B~ ] b. 


如果矩阵与 £? 充分接近.则矩阵 E - B - W 具有小的范数且这样的迭代过程快速收敛 
(也参看 §10). 


远不如求解方程组常见的问题是矩阵求逆问题.对逆矩阵 X = .4- 1 我们有等式 
九 Y 二 BDX = E . 于是：为寻找矩阵 X 只需逐次求解两个矩阵方程 = E，DX = Y . 
不难汁算，按照这一步骤寻找逆矩阵 4 — 1 时.一般计算量为 / V 2 〜 2 m 3 次算术运算. 

在必须提高逆矩阵近似精度时可以借助迭代过程 叉 /c = X k ^(2 E - AX k ^) 进行. 
为研究迭代过程收敛性，我们来讨论矩阵 G k = E - AX k . 我们有 

G k = E - AX k = E - AX k . l (2 E - AX ^ x ) = (E - AX k . x ) 2 = G 2 k _ v 


由此得到一串等式 


= G 4 k 


2 


= G 0 - 


因为 


- X k = A- [ (E - AX k ) = A^ l G k = A^ l Gl\ 




所以我们有估计 
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||A- 1 -X fe ||^||,4- 1 ||.||G 0 || 2fc . 

于是，当初始近似充分好时，即如果 || E -^ Yo || ^ 1,则这个迭代过程以比几何级数更 
快的速度收敛. 


§2. 反射方法 


当前已经研究了如此多的线性代数方程组的精确求解方法，以至于简单列举这些方 
法也很闲难.与高斯消元法一样，这些方法中的大多数都是基于将方程组 Ax = b 转化 
成新的方程组 CAx = Cb 使得方程组 Bx = d 比原方程组求解更简单，其中 B = C .4, 
d = Cb . 在选择合适的矩阵 C 时需要至少考虑下列两个因素.第一，它的计算不应该很 
复杂和困难.第二.乘矩阵 C 不应该在某种意义下损害矩阵4 (矩阵的条件数不应该发 
生严重改变（参看 §11)). 

下面描述的反射方法在一定程度上满足这些条件.在要求 7 V 〜 4 rn 3 /3 次运算的方 
法中，这个方法在当前是计算误差稳定性最好的方法之一.在要求 W 〜 2 m 3 次运算的 
方法中，计算误差最稳定的方法是追赶法. 

我们研究 A 为实矩阵的情况.如果 w 为某个单位长度的列向量，即 （ w , w ) = 1，则 

矩阵 

U = E — 2 ww 7 

称为反射矩阵.这里 ww r 理解为列向量 w 与行向量的乘积所得的矩阵.即 wwT 二 
( Wij ), 其中 •二 WiWj . 从定义得出 ww r 是对称矩阵. 

直接验证可知 ：V = f / T 且 

UU 7 = (E — *2 ww r )(E — 2 ww ’ ) T = E — 2 ww 7 — 2 ww r + 4 ww r ww 1 = E , 
这里我们提请注意 

w 7 w = ( w . w ) = 1. (1) 

于是，矩阵 y 为对称且正交的. 


回顾代数学中的一个事实.设 f / 和 B 为两个 m 阶矩阵. B 为 U 的多项式， B 二 PtiU ). 
那么，可以重新调整其特征值的顺序使得 Af 二 = !,••• . m . 


因为 U 是对称的且 V 2 = UU T 二而五的所有特征值为1，则矩阵 (7 的所有特 
征值满足条件= 1,即它们或者等于+1,或者等于- 1. 

相应于特征值 -1 的特征向量为 w . 事实上 

f/w = w — 2 ww r w = w — 2 w = — w . (2) 


所有的与 W 正交的向量是特征向量.相应的特征值为 +1. 事实上，设 （ V . W ) = 0, 
那么，我们有 


TT 1 

LJv = v — 2ww v = v — 2w(w, v) = v. 


⑶ 
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将任意向量 y 表示成 y = z + v . 其中 z = 7 W . ( v . w ) = 0. 为此，应该取向量 y 
在向量 w 上的投影作为 z ， 即 z 二 （ y . w ) w , 且 v = y — ( y . w ) w . 由 （2) 和 （3) 我们有 
f/ y = — z 十 v . 于是， （7 y 是向量 y 的相对于垂直于向量 w 的超平面的镜面反射. 

应用反射矩阵的儿何性质，不难解决下列 问题： 在反射 
矩阵中适当选择向量 w 使得给定向量 y ^0通过反射矩阵 
U = E — 2 ww r 变换后的结果 Vy 具有给定的单位向量 e 
的方向. 

因为 V 是正交矩阵，而正交变换保持向量长度不变，所 
以我们应该有 Uy = ae 或者 Uy = — ae , 其中 o = \/( y . y ). 
因此，平行于反射平面的方向或者由向量 y - oe 或者向量 
y + oe 来确定（参看图 6.2.1). 

于是，将寻找向量 wi = 土 /^(y - ae ) 或者 w 2 二土 /^^(y + ae ), 其中内= 
\ J{y - ae . y - ae ), p 2 二 ^/(y + eve , y -h ae ). 显然，这一过程总是可实现的.如果向量 
y 和 e 共线，而此时或者 Pl 或者/> 2 等于零，则不应该做任何反射. 

反射矩阵在线性代数的各种问题的数值求解中有着广泛的应用（特别，在我们所研 
究的问题中方程组的矩阵变成三角形式). 

引理 任意方阵可以表示成正交矩阵与上三角形矩阵（或称为右三角形矩阵）的 

乘积. 



1^1 ( i . 2.1 


证明设给定 m 阶方阵.我们将按照依次左乘一些正交矩阵的途径将其化为右三 
角形矩阵.在转化的第一步中取矩阵 Z 的第一个列向量作为前面讨论的向量 y : 

rr 

y 1 ~ 11， • • • ，1 ) • 

如果 = 勿 1 二 … 二 a m i = 0, 贝 1 Jih 』 4 (1 ) = .4, U \ = E 且引入记号 ag) = 叫」， 我们 
转向下一步.在相反的情况下，矩阵 A 左乘反射矩阵 R = E m -2 w lW f , 其中 Wl 的选 
择使得向量 f / iyi 与向量 ei = (1.0,-.. ,0) r 共线.此处及以后巧表示阶单位矩阵. 

至此第一步结束，且下一步将研究带有元素4^的矩阵^ 1 ),如果是第一种情况， 
则这个矩阵等于.4,如果是第二种情况，则乂⑴二 LhA . 

假设我们已经完成了 / - 1 > 0步，现在转向带有元素 0 ^~ 1) 的矩阵其中 
当 i > : j,j = ，/ — 1时 =0. 在 m - / + 1维向量空间 R m — l+1 中我们研 

究向量 


yi = 



如果 = ^+ 2 ] = ... = o . 则让转向下一步.否则建立反射 
矩阵 V ) = E ni - i + \ - 2 w / w / r (矩阵 V ；和向量 w / 的维数等于 m - / + 1), 变换向量 y / 
成与向量 e / = (1， (),... A)) T e R ni — l +1 共线的向量，&考虑矩阵 

A (l) = 
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(e^ x o\ 

其中 uI = • 显然这一过程总能实现.且在第 （m - 1) 步之后，我们转向 

V 0 V J 

矩阵 

这个矩阵具有右=角形式. 

如果记 Urn - lU ^-' U , = U . 则从最后一个等式推出 .4 二 ^’.4^-". 其中 [/ T 
为正交矩阵，而 .4(— ^为右三角形矩阵.引理得证. 

冋到方程组= b 的求解.借助于指出的反射变换.我们将其化为等价形式 

A {rn - l) x = Ub. 

其中 U 为右三角形矩阵.如果矩阵 ,4(— 的所有对角线元素不等于零，则依次 
寻找./•„,，•••，&.如果对角线上出现等于零的元素，则最后的方程组与原方程组的表示 
等价. 


习题1 推导 m — oc 时反射方法近似的运算次数. 

我们来研究带有复矩阵 .4 和复向量 b 的方程组 Zx 二 b . 设 

A = A\ -1A2, b 二 b] + ih 2 , x 二 x】+ /X2. 

原方程组等价于方程组 

Cy = d , (4) 

其中实矩阵 C * 和实向量 d 表亦如下： 



因此，代替直接求解原问题可以转向求解问题（4)，并且可应用上面的反射方法. 

但 是也对 以有另外的途径，即直接将反射方法应用于原方程组 dx = b. 这里反射 
矩阵 U = E — 2 ww * 是带有特征值々/ = 的两矩阵， w * = (%，••• ， m m ) T (以芝 
记复数^的共轭复数 

习题2 导出复数矩阵情况的反射方法. 

习题3 研究反射方法对求解带有带状矩阵的方程组的应用情况. 

§3. 简单迭代方法 

线性方程组求解的一个迭代方法是 简单迭代法. 将方程组 

Ax = b ( 1 ) 


变成形式 


x = Bx + c, 


⑵ 
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并且它的解是序列 

x n+1 二 Z ? x 77 +C (3) 

的极限. 

每一个方程组 

x = x — D(Ax — b ) (4) 

都具有形式 （2). 且当 det D ^ 0时等价于方程组 （1). 同时每一个等价于 （1) 的方程组 
(2) 可以写成带有矩阵 D = ( E - B ) A ~ 1 的形式 （4). 

定理1 (关于简单迭代法收敛性的充分条件）如果 || Z ?|| < 1，则方程组 （2) 有唯 
一 的解，且迭代过程 （3) 以几何级数速度收敛于解. 

证明对于方程组 （ 2) 的每一个解有 ||x|| < ||B|| ||x|| + ||c ||， 因此成立不等式 
||x||(l - | 问 |) 彡 ||c|| 或 ||x|| 彡 （1 — ||B||)- 1 ||c||. 由此推出齐次方程组 X 二 Bx 解的存 
在性和唯一性，于是.方程组 （2) 的解同样存在且唯一.设 X 为方程组 （2) 的解.从 （2) 
和 （3) 得到关于相对误差汁= X " - X 的 方程： 

r n+1 = Br n . (5) 

从 （5) 得到等式 

r n = B n r °. (6) 


由此推出 || r "|| 彡 ||5| H | r °|| -^0. 定理得证. 

为了表征迭代过程的性能.比较方便的一种指标是第 n 次迭代以后的误差与初始 
误差之比的下降 速度： 



= sup 

x°^X 


l | r °|| 


=snp 

r(VO 


||^ n r°|| 


D n 


可以保证，如果 || 召〃 || 即 

n ^ n £ = ln ( e _1 )/ ln (|| B || _1 ), ⑺ 


则有& 彡二 

如果存在常数 M 使得当 x / 0时 


||x||/3/||x|| a 彡 74 ||x|U/||x||^ ^ 7/3a, 

则范数 || x ||« 和 11x11 , 3 称为等价的.我们有 

l|r n ||^ 7a/3||r"|U ^ 7^||BCI|r°||^ 7a^a||^ir^||r 0 || /5 . 

于是，如 果证明 定理的条件对于范数 IM | a 满足.则结论相对于任意等价范数也成立. 

有限维空间中的任意两个范数是等价的.特别，本章中引入的相应于公式 （2), (3)， 
(4) 计算的范数 || x || 1? || x || 2 , || x || l 3 C 相互等价，这是因为有不等式 

|| x||oc ^ || x || 2 ^ || x||i < mllxll ^. 


引理假设矩阵 B 的所有特征值\位于圆 | A | < ^内，并且模等于 y 的特征值相 
应的若尔当块维数为 1. 则存在矩阵 \ = 其范数为 HAIU ^ q . 
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证明 


尔当型 


设7/ = q - max | Ai |. 矩阵7厂 1 Z ? 的特征值为7厂 1 将矩阵 


B 变成若 


D ~ l { ir l B)D 


"― W 


0 


»12 


"—% 


0 


()23 


其【1 


+ 1取值0或者 1. 在乘 r / 之后得到 

/ Ai ai 2 V 0 


A = D— l BD 


() A 2 a 23^/ 


如果 | A 2 | = + 则由引理条件有 


由此推出 | A . i | + \ ois + iv \ = Q - 如果 


|A ,| < r /， 则 


|Ai| + |a. M -+r"| 彡 nicix |Ai| + // = q. 

\^\<q 


于是， ||A||oc = max (| A 7 ；| -h |a ； M+ 1 r/|) $ 仏 

i 

定理 2 (关于简单迭代方法收敛性的充分必要条件） 假设方程组 （2) 有唯一的解. 

迭代过程 （ 3) 对任意初始近似收敛于方程组 （ 2) 的解当且仅当矩阵 Z? 的所有特征值的 
模小于 1. 

证明 充分性取满足 mpc | A ,| < q < \ 的任意的 (?. 相应于这个 g 引理条件满 
足.因此存在矩阵 D 使得当 A 乞 D - 1 /?!) 时 || A|U 彡&由于 B ，贝 IJ 

D n = D \ D ~ l D ' - D ~ l DAD ~ ] = DA n D - 1 . 

因此当 n — oc 时 


iiu piuin,〆 —(.) 


且 

|| x " - IIDUID - Ullx 0 - XIU — 0. (8) 

于是，也有 || x n — XIK — 0, || x n - X || 2 — 0- 

如果 Xi 为坐标向量， X 二 （ x 】 ，…，:“广，则 x 二 ^ XiXi . 设 || . || 为某个范数，则 

i 

||x|| < 二 |x f | ||x',|| < IWloc E llXill. 

i i 

所以对任意范数 II • II 我们有 

iix"-xk "i") in "。 - mi# — xiu - (〕. (9) 
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关系式 （8) 和 （9) 也意味着误差的任意范数减小速度快于任意的分母大于 n \ ax | A i | 的 
几何级数. 1 

必要性 .设 | A t | > 1且 ei 为矩阵 B 的相应的特征向量.那么，对于初始近似 
x n = X 十 ce !, c / (), 我们有 

r ° = cei 且当 n — 00 时 r n = X } l ce \ y ^ O . 

习题 1 假设矩阵 B 除了单特征值 Ai 二1外所有其他的特征值均位于单位圆内 
部，且方程组 （2) 有解 X . 所有的 x = X + ce x 也是方程组的解.证明，迭代过程 （3) 收 
敛于其中的一个解. 


§4. 简单迭代方法在计算机上实现的特点 


如果 矩阵万 的所有特征值位于单位圆的内部.则似乎可以证明，在计算机中数的 
量级有限和存在舍人的实际条件下，方法的性能不会出现任何问题.有时列出以下理由: 
对每一个近似而言,舍人导致的扰动等价于迭代过程的初始条件扰动.因为过程收敛.是 
“ n 了自校正的”.所以这些扰动终究会消失，且将得到原问题很好的近似解. 

但是.在解某些方程组时出现如下情况.矩阵 B 的所有特征值位于圆 | A | < 1/2内, 
而由于计算机中数字阶码溢出，在经过某个迭代次数以后迭代过程中断.另外的情况下 
这种溢出不发生.但计算时得到的向量不收敛于解.由于如下原因后一种情况是特 
别危险的.对以无根据地决定.在条件 max < 1/2下某个确定的迭代次数,例如迭代 
100次.已经足以获得满足精度要求的解.然后进行这100次迭代，并将所得到的结果看 
作是所要求的解.因此.类似现象的出现推动了对迭代过程的更详细研究和算子理论中 


新概念的形成. 

为了理解现象的本质，给出某些例子是有益的.在例子中可以以一种明显的形式探 

索这类现象.作为模型，我们选择相应于如下两对角矩阵的迭代过程 

fa 0 0 … 0 、 

0 Q /? … 0 

# 鬌 參 # • • • 

\0 0 0 … a) 

求矩阵说的 n 次方，得到三角形矩阵 




其中元素 6=) 二 如果 r 0 = (0,…， 0. 1) T ，则 



患) T ， 
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当 n < m 时最后的表达式可以简化为 

m 

|| r n ||x 二 Eda | n -( m - 


m 一 


m — 1 


E C k n \a\ n ~ k \l3\ k = C^\ar~ k \t3\ k = (\a\ + \0\) n . 


k =0 


k =0 


研究情况 | a | < 1>| + |別〉 1, |^/(1- a )| < 1 .设 C = c ' 
IF 可知，对这样的 c , 所研究的方程组的解为 


((〕，••• ，0，1 ) T 直接验 


X 0 


1 — Q 


士). 


佔计 


llXOlh . 


是正确的，其中 


1 °° 

i— V - 

— o \ 1 

1 k = L ) 


— a 


1 - a | 1 - 




在初始近似 x l) = X 0 4- c ° 时我们有 P 


且由上面所导出的结果，当 n < 


时有 




选择 m 使得数 a =⑴…+ |/3|) m - 1 - a ;]/ m 超过计算机容许的界限.从先前所得 
的关系式推出 

|| x m - 1 || 00 ^ in / m ) (『-1 - Irt ) /rn > a . 

因此，所给出的例子具有如下 特性: 初始近似的范数不大,迭代过程在没有舍入和计算机 
数量级限制的情况下收敛，但由于近似分量的值大到无法容忍，迭代过程在 n = m - 1 
步之前就会停止. 

我们转向在某一步对计算进行舍入操作的实际情况，来更详细地研究什么情况下不 
会发生溢出.代替通过如下关系式得到 X - 1 : 

x * n+1 = Z ? x* n + c + p n , 

其中，为迭代过程中舍入误差之和 • 

由此以及 (3.2) 式得到关于误差 - X 的方程 

r * n+1 = p n + Bv * n . (1) 

通过前一项来表示每个 r *" 得到 

r*n 二 p n-l + Br *n-l = f) n-l + B(p n - 2 + r* n ~ 2 ) 

= p n ~ l -f Bp n ~ 2 + ... + B n -V) + B n r*°. 

正如已看到的一样，当 M < l ,| a | + |/?|〉1时范数 || 坷 || 有如下 特性： 对于小的 
n , 它具有增长的趋势，对于大的 n 则趋向于零.（可以证明最大值 p ( B 0 ) = max 11^11 
在与 rn 同阶的值 n = ㈣ 处达到 .） 在范数 || B n || 的这一特性下可能出现下列？ f 况•值 
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mp || x -|| 不会如此之大以至于发生溢出且计算停止.同时 潮 2—. 》 R , 其中7?为 
^的最大容许误差.因此.通常当 n 〉 n 0 时在 （2) 的右边部分的项中出现范数远大于 i ? 
的项 ^- o p n - l - no 结果不能建立带有容许精度的近似 X ' 

对上述说法进行如下总结.高阶矩阵具有本质上不同于低阶矩阵的性质.除了这 
些矩阵的特征值外，还存在 近似特 征值，即使得 ||.4 x - Ax || ^ c || x || 成立的值 A ， 其中 
|| x || # 0且 f 非常小. 

例如，矩阵说当任意特征值 A 位于圆 |a - A | < |^|内时可以建立向量 xa 使得 
II-^OXA - Ax a ||oc ^ 6 a || xa || oo , 其中 g = |/3| | (A - a )/( 3 \ m . 

当 n 与 m 同阶时幂次矩阵的特性在许多情况下由这样的“近似特征向量” x A 和 
“近似特征值” A 确定. 

习题1 建立相应于上面引入的值 Q 的“近似特征向量” x A . 

n — 1 

累积计算误差 Pn = Y , Bn ~ V ~' p 3 很大的原因可能不仅是由于个别项的值很大，也由 

j=0 

于项数很多造成. 

设 B 为对称矩阵，且 || B || 2 - ma^c | A ^| 二< 1， e 1 为相应于的标准化特征向 
量.假定在第 j 步进行舍入 〆 =其中 p 具有阶厂、我们有等式 

Pti — P / v (A^) e — p — i 一入丄 e • 
j=o b 

因为迭代次数取成使得 ， n || 《1成立，而 ， n || = ( A ^)", 则可以认为 || pn || ^ "(1- A ^). 
于是，如果接近于1，则迭代步骤中舍人的累积影响可以是相当大的. 

我们来说明这样量级的计算误差是不可避免的.假定代替方程组 (3.2) 我们来求解方程 
组 X = BX + c 十 p ei . 这个方程组解的差 X - x 满足关系式 （X _ x ) = B(X - x ) + pe u 
由此 X - x = ( E - B )~ ] pe l - (1 - A 。— V ei . 因此，量级 (1- A ^)~ V 的误差是不可消 
除的.迭代过程中的近似扰动相当于不可消除误差. 

§5. 实际误差估计的 P -过程和提高收敛速度 

我们来研究方程组近似解的误差估计问题.如果 X * 为方程组 ZX = b 的近似解, 
而 X 为精确解，则可以写岀等式 

|| X * - XI 卜 || A - 1 (^ x *- b)K Ill'll MX * — b ||, 
rt 〗 于估计 M -1 的复杂性这个不等式很少应用.因此 ， 在迭代方法所得到的近似值的误 
差实际分析中，通常代替这个估计应用下面不严谨但更简单的误差估计，它建立在由计 
算过程所得到的附加信息的基础上. 

应用下列实 用误差估计的合理性判据： 如果当 n — oo 时 

||v n — ( x n_ X)||/||x n — 別— 0 ， ⑴ 
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则 v n 用作近似值 x n 的实际误差，其中当 n — oc 时 — X . 显然，有 || v n || 〜 
l | x n - X ||. 

研究简单的迭代方法 X — 1 = B ? + c . 为叙述简单起见，我们限制当万具有简单 
结构的情况（即它的若尔当标准型为对角矩阵，因此它具有完备的特征向量组). 

设 = 1, •. • 为矩阵 B 的特征值，按照 | A .,| 递减的方式排序，并且1 〉 |AJ > 
| A 2 | ^ | A 3 | ^ - ^ | A m |, m e ? ； 为相应的特征向量且 Ihll = 1, 它们构成一个完备的向 
量组.将向量 r G 按照基底 e 7: 展幵： 〆 1 = -则有 

r ° - x n -X = B n r ° = ^ c^ei = 4- 0(| A 2 | n ). (2) 

这里及今后表达式 x n = y 〃 + 0{ e n ) 具有如下含义：当 n —• oc 时 

进一步，在本节中 || x || 总是指 || x || 2 . 

我们来基于计算过程中得到的信息建立向量 W 〃 = dA ^ e ! 的近似.由 （2) 我们有 

X"— 2 — X = w n A 「 2 +0(|A 2 n, 

x n - 1 -X = w n A 7 1 +0(| A 2 | n ), 


x n -X = w ri - f -0( lA 2 | n ). 


相邻的关系式相减，得到 

x n-l _ x n-2 = w n (1 _ + 0(|A 2 | n ), 

x n — X n-L = w n( X _ A: 1 ) + 0(|A 2 | n ). 

由此可得 

( x n _ x n-l. x n _ x n-l) 二 || w n||2 |l - Ar 1 1 2 + 0("W n || |A 2 | n ), 
( X n - 1 — x n_ 2 ， x n_ x n-l 卜 || w n || 2 |1 - A^^Af 1 +0(||w n || |A 2 | n ). 


设 





应用关系式 （4) 且在假定 Cl / () 之下在 At 的表达式的分子和分母分别除以 || w "|| 2 | l - 
ArfAr 1 , 得到 


A 


㈤ _ 


Al + 0 


+ 0 



因为 


„ T n 八 \ n 

w = Ci Ai ， 


⑸ 


则有 


A^ ) = A 1 + 0(|A 2 /A 1 n 


⑹ 
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将 （3) 中的第二个式子除以 


(Ai 


n) 


— X 


一 1 


1 —Ar 1 


( A( i 


n) 


A 


(n) 




得到 


0(| A 2 |")=w 


入 l 一入 i 


A , (才 .）— 1) 


0(| A 2 |-). 


从 （5) 和⑹推出 Hw^Ai - Ai n) )|| =0(| A 2 | n ). 因此, 


X 


A 


(r?) 


+ o (| A 2 n . 


rti 此和⑵式可得 


X 


+o(|A 2 n ， 


其中 V ” = ( X ”— x ”- 1 )/^ —( A (广 ))- 丨).注意到由 （3)，（6) 有 || v -|| - | d | | A 1 r i +0(| A 2 r t ). 

从这些等式推出满足判据 （1), 因此它可以作为近似值 X " 的实际误差估计. 

当 ci = • • • = c / = 0,乂 (） 时.如果 | A / + i | > | A / + 2|, 则上述讨论仍然保持正确. 
需要在所有的关系式中当 i = 1,2时用 A ^, q + i , e z + i 代替 A ^. c ^ e ,. 所描述的获得近 
似解估计的方法称为过程. 

如果设 y 〃二 xv 〃，则 y n - X = 0(| A 2 | n ). 因此，一般来说同 x u 相比， y " 是后 
续迭代中更好的初始条件.按这样的方式逐步进行精确化，有时能成功减少一般的迭代 
次数. 


为使下列近似式正确 


X 


⑺ 


必须在等式 


X 二 


的右边有一项 A 据主导地位.如果这样，则向 M X” - X 


X 


近似地成正比.丘 


f^n 


l(x 


n — 


X 


)1 


| x n—l _ x n-2|| || x n —1 _ x n | 


1 


于是 . m /ii ^ i 是使得先前导出的结论正确的必要条件. w 此，也可取它作为实际 " f 行性 
条件 （7). 

例如，下列应用过程的简单迭代方法的流程可以加快收敛速度.给定某个满足1 > 
7/ > 0的数7/和小的数 U 〉 0. 如果迭代过程中出现^ 1 - 7 h 则计算 V '并且向量 y " 
被用作下次迭代的初始近似.如果 W 彡1 - 7/且 || v "|| 则迭代过程停止，其中5为要 

求的精度. 

如果7/非常小，则条件 fin 彡 i — ” 将只在非常大的迭代次数以后满足，从而不能加快 
收敛速度.当 r / 较大时，我们的结论所依据的关系式大体满足.因此不排除应用收敛的 V -过 
程时迭代过程速度减慢的情况.当存在舍入误差时迭代情况也会变得更复杂.这样.上面描 
述的流程实际上要求研究大量的例子以便选择最优的 r /， 7 / 并且要指出使算法可用的值 f 的 
下界.如果对同样的迭代过程进行改变（在我们的情况中是从 x ” 变到 y n ). 则有时验证这种 
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改变是否导致情况变坏是有益的.作为改变的合理性判据.可以取某种同 x" 和 y 〃 的误差 
范数相关的关系式，例如取如下类型的不 等式： 

\\(E - B)y n - c\\ ^ q\\(E - B)x n - cl 

下 列情况促使我们要说明必须指出值 s 的下界.为了明确起见，假设 Ai 〉 0. 当给定 x "- 1 
计算 x 〃 时舍入误差出现扰动值 Jx ' 其范数具有阶范数具有阶 （ l - AiTV 的扰动 
可能是这个结果的推论.由此推出当 e < (1 - A ,)~ V 时迭代过程有时可能不能结束.得出 
的结论表明，方法实现时出现许多这样的时刻.其分析要求严格的数学推导和进行大量数 M 
实验.因此.不管简单迭代方法怎样“简单”，建立这个方法的标准程序是完全有理由的. 

§6. 迭代过程收敛速度的最优化 

我们来研究求解方程组 Ax = b 的简单迭代 方法： 

x n+l 二 x n _ _ b ). 

我们已看到，这个迭代过程的收敛速度实质上与矩阵 B = E - aA 的特征值的最 
大模有关.如果 Ai , ••- , A n 为矩阵 A 的特征值，则 max | A 2 ( B )| = max 11 - o ； A ? |. 从图 

6.6.1 可以看出，对不同符号的实特征值，这个最大值<于1，且迭代 ii 程发散. 

我们来考虑经常遇到的情况，即所有的\ > 0.值\已知的情况是相当少有的，但 
典型的情况是对所有的 i 知道这些值的形如0 < " 彡\彡 A / < 00的估计.迭代过程的 
收敛速度可以由值 

o ( q ) = max 1 — aAl 

来描述.我们来研究如何选择 a 来极小化 p ( a ) 的问题. 

为寻找 ruinp ( a ) 利用几何图形更方便（图 6.6.2). 显然，当 a < 0时 p ( a ) 彡1.当 
0 < o 彡 吋函数 1- aA 在区间 A /] 上非负且单调递减，因此= 1 - a / i •当 




图 6. G .1 图 6.6.2 
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M~ l < a 时值1 - aA / 为负，且它的模随着 a 的增加而增加.在某个 a = a 0 出现 

1 - a 0 /-i = -(1 - c \ 0 M ) , (1) 

从而 p ( a 0 ) = |1 — a 0 ^|. 若 n < ( vo , 贝 1 J p ( a ) = 1 — a :// > 1 — a 0 / v . = p ( a ； 0 ) •若 a 0 < a ：, 
则 p ( a ) 彡 |1 — olM \ = Mot — 1 ^ M q 0 — 1 = p ( a 0 ). 于是，值 a = a 0 是所要寻找的.解 
关于 a 0 的方程 （1) 得到 a 0 = 2 /(M + "). 由此可得 

p ( a 0 ) = (M - / i )/( A / + ",)• 

习题 1 证明当 《 = || 川 I - 1 时迭代过程是收敛的. 

作为矩阵 .4 >0的方程组的例子（此处及以后不等式乂〉0意思是/ I 为对称正定 
矩阵)，我们研究迭代过程收敛速度最优化问题的更加形式化的描述. 

如果矩阵非零元素的个数远大于其维数.则矩阵与向量乘积运算比向量的数乘或向 
量加法运算更困难.因此.在估计迭代过程及其最优化的困难性时我们可以取矩阵,4与 
向量的乘积次数作为困难性的度量. 

一般说来，所有满足 det yl ^ 0的方程组 Ax 二 b 可以在两边同乘矩阵转化为 

(如通常所说的对称化）带有对称正定矩阵的方程组.事实上.方程组 ,4 T v 4 x 二 A T b 等 

价于原方程组，矩阵是对称的.因为 ( A t A) t = A T A , 并且矩阵 A t A 是正定的, 

因为当 x / 0时 (.4 r , lx , x ) - || Ax || 2 > (). 尽可能避免对称化，因为如我们将看到的一 

样，对称化经常会导致迭代过程收敛性变差. 

我们来研究儿个比简单迭代更一般的迭代方法.也就是在简单迭代 

x a： + i = _ r (^ x A ' - b ) 

的方法中，我们将认为迭代参数 t 可以随着迭代过程而改变.于是，方法变成形式 

X A ' +1 = - r k + i ( Ax k - b ), /r = 0. 1 ，…， （2) 

其中 x G 为某个初始近似. 

给定某个整数 n > (〕并按照公式 （2) 进行77,次迭代.由 （2), 误差 - X 满 
足关系式 

r fc+i 二 一 Tk +1 Ar k = (E - r k + l A ) r k . (3) 

那么，通过迭代方法 （2) 的 n 次迭代，误差^将由初始误差 r G 表示为 

r n = (E - T n A ) r n - 1 =... = ( 五一 r n A ). • • (E — n ^) r °, (4) 

其中 r ° = x ° - X 为初始近似的误差. 

引人记号 Qn ( A ) = ( E - r n A ) ...( E - r x A ). 于是，算子（矩阵） Q n ( A ) 将迭代过程 
第零步和第 n 步近似的误差联系起来.由 （4) 我们有 

|| r n || 2 ^|| Qn ( A )|| 2 || r 0 || 2 . (5) 

(本节中范数符号 || • || 将总是指范数 || • || 2 .) 

我们来研究下面的最优化问题.寻找这样的迭代参数 T !,... , r n , 使得范数 
|| Q n (.4)|| 最小.只要矩阵，4是对称的，则矩阵 Q n ( A ) 也是对称的.由此推岀，如果 
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A 为 A 的特征值，则 Q n ( X ) 是矩阵 Q n { A ) 的特征值.于是有 

||Q n (A)|| = max |Q n (Aj)|, ⑹ 

其中 A 7 为矩阵 A 的特征值.假定\ > 0. 因为⑹中的特征值未知，而仅 

仅已知其变化区间，寻找算子 Q n ( A ) 的范数的问题被算子范数的估计问题代替.已知条 
件是災的谱所属于的区间，即 ||Q,|4)|| = max \ Q n (\)l 注意到多项式 Q n ( X ) 具有形 

入 

式 Qn ( A ) = 1 + 我们引人次数不超过 n 的多项式类每个多项式在零点处等于 
1. 于是，可以按照如下方式重新叙述原最优化问题.要求在类上寻找多项式 Q ^( A ) 
使得 

Q (乂 ( A ) 二 arg min || Q n ㈤ I 卜 arg min niax | Qn ( A )|, (7) 

QnGK n QnG/Vn "彡入彡 M 

这里符号 arg 通常指自变量，即寻找多项式 Q2 € 使得等式 min || Q n (^)ll - 

Qti € / C r 

I 峨⑷ II 成立. 

实际上，类的引入拓宽了多项式的类.因为在原问题中假定在区间 M ] 上搜 
寻的多项式应该有 n 个根.此外.如我们将看到的一样，这个类的拓宽不会改变最优化 
问题的求解结果. 


引理等式 


Q°nW 


Tn 


A1 + " - 2 A 
M - m 


⑻ 


成立，其中4为 n 次切比雪夫多项式 ，而 = r n 


M + // 
M - LL 


证明假定引理结论不正确，即存在多项式 Qn e /( n ， 其范数小于 Q : 
为在区间[- i , i ] 上 | r n | < 1，则按照假定我们有严格不等式 


的范数.因 


majc | Q n ( A )| < max \ Q ° n ( X )\ = t ~ l . 

/4 ^ A ^ A / 

我们来研究多项式 S n ( A ) = Q ° n ( X ) - Qn ( A ). 设 

“ M + m M - m 丌 j • ^ 

A J = ----- cos —, j = 0 r - 

2 2 n 

从等式 T n (x) = cos ( narccosx ) 我们有 


⑼ 


QW ) = (-1) J C . 


因为 V ’ € [ fi . M ], 则由 （9) 式有 




由此推出 sign 5 V ,.( V ) = sign Q °( A J ). 

点 A 0 ,-- - , A " 在区间 [ m , M ] 上单调分布.因为当从这些点中的一个变到另一个时 
5 n ( A ) 改变符号，所以义 ( A ) 在 M ] 上有 n 个根.此外， 

义(0)=如0)-仏(0) = 1-1=0. 

我们得到了一个 n 次多项式，它有 n +1 个零点.于是， 5 n ( A ) = 0, Q n ( X ) = Q ° n ( X ). 

. m ^x | Qn ( A )| = t : 1 . 

[m ， m] 

我们得出与 （9) 式矛盾的结果.引理 得证- 
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注意到，因为由建立过程知 Q ° n ( X ) 在区间 [// 上有 n 个零点，所以多项式 Q ^ A ) 
也是原来最优化问题的解. 

我们来估计所得方法的收敛速度.应用切比雪夫多项式的显式表达 


心=誇时有 


7’n ㈤=(V + ^2 )/2, Ai, 2 = X =b 


X 土 


2 


A / + ft 

JT - ~~ 


土 


fi 


M + // 
M - // 


2 


(#土 #) 


2 


( VM + 


( 10 ) 


引入记号 A 0 = { VM ^ » .从 （10) 可得 Ai 二 A 0 , A 2 = A - 1 . 因为 < 1, 


所以对于大的 n 有 


n = T n 


M + " 
M —" 


2 




由于 A 纟和 Ag 的符号相同，则 


tn > Y/2 = A^/2. 

基于上述可以提出几个典型的迭代过程. 


( 11 ) 


一 种情况是给定序列值 n 0 = 0 < rii < ^2 • • * ,近似 x u< 由迭代公式 

x n i+1 = x n t _ pO _^ A ^ Ax n t _ b) (12) 

定义，其中％ = n i+1 ―叫且 P 0_ i ( A ) = A K ( A ) — 1). 我们有 
其中％, = 且最终有 

||々|| 2 < W 』 r 0 || 2 . 

我们来看必三 / c ， 即 m = 认的情况.那么， i £ x n * = y ", 可以将迭代公式 (12) 写成 

y l+ 1 =y ? -n°-i(^)(^-b). 

相应的误差估计为 


ll^-xih^Kr ||y°-x|| 2 . 

这个迭代过程称为（按迭代次数） 最优线性步迭代过程 .对& 
(5), 关系 


时的特殊情况，由 


Pf ) ( A ) = l - AQg ( A ) 


M - f i - 2 A 

M — // 
~~ M + u 


1 - A 


M + /i 


U 


1 


M + " ? 


(7\ 


M -[i 

1 M —", 

t \ A / - f - /x 


M - fi 

成立.于是. 最优线性一步迭代过程具 有形式 

◦ 

•i+l _ 


y 


y 


而误差由下列方式估计: 


AI + \1 


W — b )， 


y l -x ||“（ ||y°-x || 2 


(13) 
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( 我们已经在本节中建立了这 个方法) . 

可以验证，多项式 PlL } ( A ) 的系数随着的增加快速增长，因此对于大的当应 
川这些系数值的信息计算 x 〃 的算法对计算误差十分敏感. 「 h 此，为了计算应该用 
方法 （2). 

由于从 （4) 可推出 


Qk(X) = (l- T k X ) • •. (1 - ri A ) = Q2(A), 

则 t , 是多项式 QlW 的根的倒数.但由上面的证明有 Q ⑽= t - l T k 


A 1 + // — 2 A 


即这个多项式的根等于 


M — // 




A / + " 
~2^ 


M — // (2 j — 1 )/T 

2 COS ~ 2 k ~~ 


J 


rti 此推出值 n 应该从集合 


(14) 


2 


M + // — (M — //) cos 


(2j-l)7T 
2 k ^ 


j = 1 .…， A : 


(15) 


_选择.闹定序列 T ! = A 


，丁 k 


A 7 1 ,我们有由/计算 y /+1 的算法 （2). 


对于大的和任意选择的 h 、... . j k 按公式（2)， （15) 的算法舍入误差也是不稳定 
的.例如.如果取 d = Ar 1 , 则由 （3) 误差方程有形式 d = ( E - r . Ay -^ 当存在舍人 
时它可以写成 


r 


I 





依次由前一项 表示屹 得到等式 

k fc — 1 

一 = n - 以 ) r °n y 4 )〆. 

i=l i=0 i-\-2^j^k 

这里对 P 取带有范数町 = \ t k \- 1 < 1 的算子 Q [] k ( A ), 同时作为针对内的算子可以取 
带有非常大的范数. 

在实际计算 时为丫 保证算法对于舍入的稳定性人们对 n 实行“混合”.当 A ： = V 时 
的混合算法描述如下.对 j = 1, ••- ，/依次建立数的“最大混合”排列.当 
j = 1 时它由两个数 2,1 构成.假设已建立了一个排列 （6 T 1 , …接下来的排列 
取为（2』+ 1 - + 1 — 6 T 1 ，％— 1 …）.例如， 当/ = 4时这个排列具有形式 

(11，6,14,3,10,7,15,2,12,5,13,4,9,8,16, 1). 对于具有这样的迭代参数的算法，转换算子 
的范数总是不会超过 1. 给定 k = 2 l . 建立数表 b \ ，…為 并以如下值按 （2) 进行 迭代： 

Ti = 2 j (A/ + — (M - cos ^(巧、, ~— ^ • (16) 


正如上面已提到的一样. h 步最优过程有不足之处，即迭代次数一定要是々的倍数. 
当 k 值较大时（而这在实际中常常出现，因为在此情况下可以提高收敛速度)，这在方程 
组求解时导致额外的花费. 

我们来讨论迭代过程的建立问题.它对任意々如同 / T - 步最优过程一样给出同样的 
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误差佔汁 . 为建立这样的问题，我们要求对任意々误差向量 W 满足方程 


r 


k 


k 



(M + ^ l)E - 2 A 


对人:二 77. — 1 ， A ： 


A / — // 

n , k — n + 1 依次写出关系式（17)，得到 


r 


0 


(17) 


r 


n — 1 


n — 



(A// + / i)E-2A、 0 

1 I --- 11 


M 




r 


71 


r 


n +1 


t ^ T n ( ( - A/ 々戶 ■ :¥ 

ill — // 

[M ^ n ) E -2 A 


(18) 


十 1 』 n+l 


切比雪夫多项式由递推关系 


M - // 


r 


o 



矩阵 一2/ 


了 — 2 T t ,(. c ) -f T n -1 ( x ) = 0 (19) 

的第一个方程两边乘第三个方程两边乘 /,- h . 而第二个方程两边乘 
{M + -2 A 


M - LL 


. 将所得结果相加，得到 


^ n - ir 7 ^ 1 - 2 t n 


( A / + — 2-4 n 


T n — 


M - ft 
(M + fi)E - 2 A 
M - a 


r n + Wir " 


+ T fl+ i 


( M - h ^) E -2 A 


A [ — fi 


( 20 ) 


JM ^, t ) E -2 A T ^ f{M + ^) E -2 A 


r 


o 


Nf — fi 乂 Af — fi 

根据 （19), 在 （20) 式花括号内的表达式等于零.于是，迭代过程要寻找的误差 r 
应该满足关系式 

n—l 


n 


tn-ir 


2L. (A/ + //)E ~ 2/1 r-+Wir n+1 


因为 r n = x 


M - fi 

X , 将这个关系式代入 （21) 得到 

n — 1 


()• 


( 21 ) 


n 一 


】X 


^ ( A /+ /.)£；-2^4 xn + Wixn+1 

M — u 


= [ tn -. E - 2 t n {AI \^ )E -- -f t n+l E I X . 


( 22 ) 


AI 




ill (19) 式和等式 f 


。 ㈣ 有 

Wi - 2 ' M + 


M 


关系式 （22) 可以改写成 

M +1 x 时 1 -2 




tn + t 


71 一 


0, 


(23) 


M 




tnX 11 + t, t _ L X r/ — 1 


4——(.4 x n - b ). 


(24) 


Af-/z 厂— • -…- M - & 

我们得到了所要求的递推关系.现在来将其变成更一般的形式.由 (23), 等式 （24) 


吋以改写成 


^ n+ i x 7 ^ 1 — (f n +l + ,n-l )X’ 7 + f n -iX n 1 


2 


M + ^ 


(,n+l + k-lKZx" _ b) 


或莕 


X " + 1 = x " + c j nU；n — 1 ( x ” — x n_1 ) - 


2 


M + ft 


(1 + u ； n u； n -i )(-4 x " — b ), 


(25) 
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其中 a ；。 = t n / t ri + i . (23) 式两边除以 ^ +1 得到 


由此可得 




M + // 
M - fi 


u; n + iO n uj n ^-i = 0. 


当 n . > 0时 u; n = 



9 


A / + " 
M - // 



= U )/ h - 



于是，可以从 （2 G ) 递推计算值叫 . 然后从 （25) 计算向量 x " +1 . 为得到整个向量 
X 1 ， … ， x n 要求进行 n 次矩阵与向量的乘法， 0( n ) 次向量数乘、向量加法和数值运算. 
为此，对于所有的 A :， 由（5)，（9)，估计 

| jx A — X||2 ^ || x () — X"2 (27) 


成立.二次方程 



M + " 
M -Jl 


+ 1 = 0 


有两个正根 

M + /名 

^ = -T7 - 土 

M — /./ 



M + // \ 
M - // ) 


将其中较小的根 _ 

M + ", 一 / / il/ + // \ 2 ^ — y/M - yjji _ 丄 

M - 卩 ‘ V ~ ^ / \/M + yjjl A 。 

记为心 

迭代过程 (25). (26) 称为（按迭代量） 最优线性迭代过程. 在实现迭代过程 （ 25) (26) 
时当矩阵 d 应用了任意&次后我们得到 （6) 式意义下的最优结果.由上所述可以看出, 
迭代过程 (25), (26) 的收敛速度比 （ 12) 更快.但是，当考虑到节省计算机存储量时则公 
式 （12) 更有利. 

我们来推导所建立的迭代过程的更直观的收敛速度估计.由 （27) 和 （11), 对于最优 
的迭代过程估计 

||x n -X|| 2 ^2A 0 - n ||x°-X|| 2 


成立.如果 2 A -" ^ e , 则误差 P 的范数减小至少广 1 倍.由此得到保证解的精度达到 
e 的迭代次数估计 

n ^ ni = log Ao (*2/ c ) = (In 入 0 )— 1 ln (2/ e ). 

对于许多问题数 M / ii 可能非常大.因此，当 Mht - oc 时有 

Ao = 1 + 2 x /^7 m + 0(/// M ). 

于是 

In A 0 ~ ni 〜 O.by/M/fi\n(2/£). 

为进行比较，我们来研究最优线性一步过程，根据 n (13) 其误差估计为 

in"〆 （辑 ) n " X °- X 


2 - 
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山此得到迭代次数佔汁 


I ^ H 2 


In 


A 1 + // 
M - // 


In 


s 


当 M/ii -> oc 时有 


In 


A / + " 2 / / 
M - n 〜 M 




IA 1 1 

- lii - 

2 // c 


于是，比较而言，最优迭代过程在迭代次数方而减少大约倍 


习题 2 研究迭代过程 




x = x ' - 1 (/4 x ’— - b )， 

设 P 为奇数.且对所有的 T(), - - - ，丁 p k - I 与下列数值相同: 

丌 (2 i - 1)' 


1 • 2 … • 


7 i—i = 2 M + " — (M — cos 


2 p k 


•/ = 1， •••， 〆 • 


验证对任意 ；=/ 近似/与由最优线性迭代过程得到的近似相同. 


习题 3 设 T 。 = 2/( A / fl), T{ = 1/ A /, T "2 = l//i 且对每个 A : 〉 1 值 了 2 沁十 1 ， • ■. ， 


^2 k+] 


与下列值相同: 


h 


2 1 il / + " - ( A / — fi ) cos —~ - 


.2 k 


证明对于这一迭代过程对任意 n = 2 k+l 成立估计 


x n — X || 2 彡 


即 


(AS ' 1 -A^)(A 0 -A 


x °- X || 2 


0 


X 


n 


X || 2 = O ( A ( r )|| x 0 - X || 2 . 


我们来研究典型的数学物繩问题，这个问题转化成求解带有大比值 M / m 的线性方程组. 
设在矩形0彡 X ,, X2 ^ 1内求解泊松 ( Poisson ) 方程 —Au = [ 其边界条件为零.给定带 
有步长= 1//的网格并近似微分问题的方 程组： 当 （) < < /时 


十 l，n — 2'iirnn 1,7i "m ， n+l — + llrn，n — 


h ： 2 


h ： 2 


frnn 


(28) 


若 m(l — m)(l — n)n = 0，则 u mn = 0. 

这个方程组的矩阵是正定的，且对于它有 


2 

" = min Xi = 8/“ sin 


2 


M = max Xi = Sr cos 



即 〜 2//7 T . 例如，当步长 / = 30 时迭代次数大约节省 2 () 倍. 


本节开始时曾指出，当方程组对称化时.它的性质可能变坏.事实上.假设这个过程 
应用到 Z 已是对称矩阵的方程组，即由方程组 .4 x = b 变为 .4 2 x = 4 b . 如果原方程组 
中最大最小特征值之比等于 M // x , 则在新的方程组中它将是 （ M // i ) 2 且迭代过程的收 
敛速度将变慢. 
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注记 


当 n — oc 时冇 



VM - 

V + \ JT 1, 


于是，对于大的 n ， 迭代公式 （25) 近似于公式 

z 时 1 = z n -f u ; 2 ( z n - z ^ 1 ) - — ^― (1 +^ 2 )( Az n - h ). (29) 

• A / + /, 

如果气 n > 1 时按照这个公式进行迭代，则在条件= x °. z ] = y ] 下这个迭代过程要 
求大约与迭代过程 （25) 同样的迭代次数. 


习题4 


对迭代过程 （29) 证明其误差估计满足 

n 〈 2 +("-1)(1-a 0 - 2 ) 

lk °||2 ' 1 + A C 7 2 



(30) 


提示将误差表示为 P E z ^ e ,. 其中 { e ,.} 为矩阵4的特征向量构成的完备 

人=1 

正交系.代人 （29) 得到将联系起来的差分方程.得到关于 < 的显式表 
示.基于此得到要求的佔计 （30). 

习题5 证明，估计 （30) 在满足条件 5(.4) C [//, M ] 的矩阵集合上不可能更好. 


§7. 赛德尔方法 

假定要求解方程组 Ax 二 h , 其矩阵的对角线上的所有元素不等于零.在赛德尔 
( Seidel ) 迭代方法中依次使解的分量精确化，并且第々个分量从第 A : 个方程找到.也就 
是.如果 x 〃 = , x -) T , 则下一个近似由如下一组关系式确定： 

an.ry +1 + «12-^2 + …+ 二 ,)1. 

fl.2l.r; ,+ 1 + 0,22J'2^ { a 23 « r 23 …+ — ^2^ ( 丄） 


ami 工 1 

方程组 （1) 可以表示成 


+ ^ m 2' r 2 + 1 + 


• • • 


(I 


X 


n +1 


b 


Bx n+l + C^ n = b . 


⑵ 


其中 



( «11 

0 

0 

… o ^ 



a \2 

a i3 … 

。 177i 、 


«21 

«22 

0 

… 0 


0 

0 

^23 … 

«2m 

D - 

螫 

• 

鬌 

籲 ♦ ■ • 

， c = 

钃 

• 

• • • • 

參 


\ 

""m2 

^m3 

* a mm J 


1 ° 

0 

o … 

0 
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[h 此 "r 得 


-D- l Cx n + B 一 1 b. 


( 3 ) 


于是.赛德尔方法等价于某个简单迭代方法.因此，其在任意初始近似情况下是收敛的当 
且仅当矩阵 B - l C 的所有特征值的模小于 1. 由等式 

det(—B —iC - XE) = det(-Z?- 1 )det(C + BX) 

矩阵 B ~ ] C 的特征值是方程 det(C + Z?A) = 0 的根. 

于是，赛德尔方法收敛的充分必要条件可以叙述如下：方程 

( «12 fl 13 … \ 


det 


( 1 2 m 


⑷ 


rn ^ 


所有的根的模小于 1. 


常常可以提出赛德尔方法的更便于应州的收敛性充分条件 


习题 


设对于所有的V:有 

E 

3 ^ 


I ^ (Mu 


< 1 


试得出估计 


in.xuf iix o —xii 


相对于更复杂的非线性方程组求解问题以及多变量函数最优化问题来说，线性方 
程组的求解问题是标准的.为将方法推广到更复杂的问题主要要理解其保证收敛性 
的更“粗略”的定性特征.以此为目的，更期望获得方法的几何解释.以 l 7 , 记平面 


aijXj — hi = 0. 当从近似 rl 


n +1 


n+1 

7— 1 ， 


，: C) 获得近似（X 7 广 1 ，… 


J = 




，… .O 时把近似解平行于而轴移刈直到与平面 相交. 于是，几何 h 赛德尔方 



l?l 6.7.1 


图 6.7.2 


图 (3.7.3 
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法 nj •解释为，平行于坐标轴 A 循环平移某个点直到与平面 L , 相交.而这个点相应于依 
次得到的近似值.图 6.7.1 图 G.7.3 解释了当 m 二 2 时，赛德尔方法收敛、发散和有循 
环的情况（如通常所说的“死循环”).对比前两个图表明把方程重新排列时赛德尔方法 
的收敛性可能改变. 

特別感兴趣的几何情形岀现在矩阵 .4 为对称时的情况. 

定理 设乂 为实对称正定矩阵.那么.赛德尔方法收敛. 


证明 当 Z 为对称矩阵时有 

F ( y ) = (^(y - X)，y - X ) - (AX.X) = (Ay.y) - 2(AX.y) = ( Ay . y ) - 2( b . y ). 
如果 A > 0, 则当 y # X 时 (.4( y - X),y - X ) > 0. 因此函数 F ( y ) 当 y = X 时有最 
小值.并且是唯一的.于是，方程组= b 的求解问题等价于寻找函数 F ( y ) 的唯一最 
小值点. 

多变量函数的最小值方法之一是按 坐标下降法. 

设函数 F ( xi … , x m ) 极值点的近似值为 ㈤ ^ 

^).研究作为 变量叼 的函数并找 
到它的最小值点 a : l . 然后从近似 •… ，./☆), 按照 
对变量 X 2 极小化函数 F ( x \. X 2 , X { ^- ' -^ m ) 找到下一个 
近似 ,4,)- 过程循环往复.在近似过程中， 

分量 A 按照平行于&轴的直线移动直到达到这条直线 
上的最小值 F(X) 二 C •点.显然，这个点是所研究的直线 
与等高线 F ( x ) = c 的切点.因此，在二维的情况近似图 
形如图 6.7.4 所示. 图 6 . 7.4 

我们应用按坐标下降法来寻找函数 F ( y ) 的极值.以 Fo ( x ) 记函数 F ( x ) + (.4 X , X ) 
- (^( x - X ), x - X ). 对变量以极小化时沿平行 于轴吖 进行平移直到点满足= (). 
于是，与赛德尔方法一样，新的值:从这个方程确定，即 

K k = 2 - b k^j = 0 - ( 5 ) 

这样.函数 F ( y ) 的极小化按坐标下降法和原方程组按赛德尔方法得到的近似解相同. 

如果# X ，则方程组中至少有一个方程不满足且相应的值 F ,^( x n )^(). 在这些 
k 中选择最小的.那么，在对分量々，…进行修正时我们保持在点 x 〃处，而在对 
x k 进行修正时沿着 F ( x ) 的最小值方向进行平移.在修正其余分量时值 F ( x ) 不增长 • 
于是. 



F(x n+1 ) < F(x n ), F 0 (x n+, ) < F 0 (x"), 


因此当 x " 卢 X 时 


F 0 ( x n +1 )/ F 0 ( x n ) < L 


⑹ 
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ill (3) 有等式 r n+1 = - B - [ Cr n , 其中 r rl 
时 


X . 关系式 （6) 可以改写成：当 r n # 0 




⑺ 


在球面 ||r^|| 2 = 1 上值 p(r 〃） 连续，因此它可以达到其最大值仰.因为 A >0, 所以总 
有 ip ( r n ) > 0. 因此有仰〉 0 .让_ = A. 由⑺有 A 2 < 1. 显然，对任意 c # 0有 
Arr n ) = ㈡ r ”)， 因此对任意汁有 ^(r n ) - ^(rV||r n ||2) ^ A 2 . 由此可得不等式 

F 0 ( x ^ ] )/ F 0 ( x n )^\^ (8) 

从而有 


F 0 (x°) ^ A 27i F () (x°). 


从 （3.8), (3.9) 推出不等式 

minA^||y - X ||^ ^ F 0 ( y ) < maxA l 4 || y - X ||^. 

Itl 此得到收敛速度估计 


x "_ X || 2 q /^^ UA ，_ 

nun 


樊 “n — x " 2 . 


定理得 iE 


min A 


/i 


min A 


/I 


⑼ 



| 冬 1 (i,7.5 



从图 6.7.5 可以看出.如果椭圆轴的方向接近坐标轴的方 
向，即矩阵 A 近似于对角矩阵.则赛德尔方法收敛速度更快些. 

在图 （ i .7.4 中.依次得到的近似总是单调向左和向下移动. 
各个分量总是单调向同一方向移动.是一类矩阵都具有的特 
征.并且单调移动也在解的分量中观察到，此解的收敛速度最 
慢.在这鸣情况下为提高收敛速度采用如 下松弛方法. 在按照 
赛德尔方法对每个分量进行修正时沿同样方向进行 P 分之一 
的移动.于是.近似解从关系式 

(B- + D ( D 厂 )+ C、、b (10) 


找到，其中 D 为对角线元素是⑹的对角矩阵.如实际计算所看到的一样，当 d > 0时 


在区间 -1 < p < 1中适当选取松弛指标: p . 当0 < p < 1时，松弛方法通常叫超 松弛法 
(或 者上边松弛法). 在图 6.7.4 中 符号。 表示赛德尔方法的 近似， * 表示 p = 1/4时超松 
弛法的近似.例如，为使误差减小到 1 倍.当用赛德尔方法求解方程组 (6.28) 时要求 
迭代次数的量级为如果应用 p 二 1 > 0时的超松弛方法.则要求 

迭代次数的量级为要详细研究在此情况下参数 a ; 的选择.特别，在许 
多情况下松弛参数 P 的最优值 III 实验来确定.有时松弛参数 P 的选择与 n 和 i 有关. 

对于^ > 0的情况再次转向其几何描述（参看图 6.7.4). 在按照 — 1 < p < 1时的松 
弛法对分量 A 进行修正后我们得到位于椭圆 F ( x ) = F ( x °) 内部或者边界上的点.如 
同建立赛德尔方法收敛时的情况一样.我们断言当 -1 < p < 1时总是有：如果 x " # X , 


则 F n (x n+l ) < F () (x^). 
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习题 2 证明，在条件|化| ^ (] < 1 之下，松弛方法以几何级数速度收敛. 


§8. 最速梯度下降法 


广泛应用的求多变量函数最小值的方法是 梯度下降法. 把前一个近似沿与函数 F ( x ) 
的梯度相反的方向移动，就得到下一个近似.每一个后续近似通过如下方式 寻找： 

二，— 〜 gradF ( x n ). (1) 

上面的描述不能唯一地确定算法.因为没有指出参数心的选择.例如，可以用极小 
化下而函数值的办法定义该 参数： 

F ( x n -(5 n gradF ( x n )). (2) 

在此情况下所研究的方法称 为最速梯度下降法， 或简称为 最速下降法. 

对于相应于矩阵 /I = 〉 （） 的线性方程组.寻找函数 F ( x ) = (Ax.x) - 2( b . x ) 

的极小值问题可以以显式的方式解决.在此具体情况下 

grad F = 2 (/lx — b ) 

且 

x ”+i =x n _ 2 S n ( Ax n - b ). 

以 An 记 2 〜，即让 

x n+1 = - A n (.4 x n - b ). (3) 


设 ^( A n ) = 注意到 A = A T ， 我们来计算 ^( A n ). 我们有 


ip(A n ) = F{x n ) - 2 A n (.4 x n - b . ,4 x n - b ) + (A(Ax n - b ), Ax n - b ) A ^ 


由此可得 


△ 


7/ 


(Ax n - b ; .4 x n - b ) 
(.4(.4 x n — b ), Ax n - b ) 


⑷ 


图 6.8.1 显示了最速下降法的依次近似以及函数 F 的等值 
线.迭代过程 （3)， （4) 叫作 所研究的线性方程组求解的 最速下 
降法. 

设矩阵乂的特征值分布在即乂 4 C 



定理 


最速下降法的近似值满足关系式 
^ o ( x n K n F () ( x °), F 0 ( x ) 


M + ". 


证明当 y 


n 


X n 时进行最优一步迭代过程的一次迭代 

^ 2 


y 


71 -f 1 


y 


A/ + /.i 

迭代误差 = y " - X 由如下关系式 表示： 

2 


(Ay n - b ). 


r 


n+1 


E 


M + / 


.4 r n . 


图 6.8.1 


( y 4( x - X ), x - X ). 


(5) 


⑹ 
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U ： 为矩阵 A 的正交特征向量组： .4 e , : = A . e .^ e ^ e ,) 

M , 则对所有的满足关系式 

M - " 2 v ^ M - fi 


因为 M K ( 


且由此得 


1 —— — M — " 
M + /i M + // M + ^ 


I 

设二 E C 7: e t . 成立如下 关系: 




⑺ 


(.4 r n ， r n ) = fy ^ QA ? . e ? ；, y ^ Qej ^ = ^ A^cf 


•n + 1 


b 7 ei . 其中 b ' 




.n+1 ^n+ 


考虑到 （7) 式得到 


! ) ^ Yl Xib ^ = Y1 




2 Xi 

M + 


2 


\ 2 A , 

、■/ V / + /i 
c ?. 


M — u \ 2 


(dr 71 十 1 ， +1 K « r ”. 


因为 ^ o ( y n ) 


( Ar r \ r n ), 则这意味着 


Fo ( y n+1 ) $ 


W l ) 


M 

M 


Fo ( x -). 


近似值 y n +1 可以写成⑴的 形式: 


y n_f 1 = x n — agradF ( x n ), a = (M H - ",) 一 1 . 

因为在所有形如 （1) 的近似中，函数 F ( x ) 在 x - +1 处达到最小值，所以 F ( x n+1 ) ^ 
F ( y -+ 1 ). 由此推出估计 

2 、 

F 0 ( x ， < Fo(y ， < {^r^) Fo(x7l) ， 

因此定理结论正确.类似于 (7.9) 可以得到不等式 

在最速下降法的每一步迭代过程中，虽然值凡 ( x ) 的减小明显地不小于迭代过程 
(6), 但我们得到了几乎同样的收敛速度估计.但是，这些方法存在原理上的差别. 迭代过 
程 （6) 的建立要求关于谱边界 / i , M 的信息.在方法 （3), ⑷ 中则不需要这样的信息. 

也注意到一个重要的情况，即最速下降法是 非线性 的迭代方法.每一步参数的选择 
与所得到的近似有关. 

但是，最速下降法 （3), (4) 同简单过程 （6) 相比有如下不足.在寻找每个后续近似时，它 
要求不是一次而是两次矩阵与向量乘法的繁重运算. 

在每次迭代时可以按照如下方式避免两次矩阵与向量的乘积.记 w n = .4 x n - b 且改 
写⑶成 

x n+1 = x n - A n w n . 


•n+1 


: (M + ",)- 1 . 

处达到最小值，所以 F ( x - +1 ) 


F 0 (X n ), 


⑻ 
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向量 w n 称为误 差向量 .（8) 式左乘4且减去 b . 得到 



⑼ 


定义 An 的公式 （4) 可以写成 

: (W'W-) 

n — ( Aw ' w 71 ). 

在迭代过程中寄存向量 x ' w n 且在每一步依次 i 十算 .4 w n , A n , x n+1 


( 10 ) 

w " +1 . 在原始的最速 


下降法 （3), (4) 中每步迭代误差等价于初始近似的扰动.且由于过程收敛，其影响应该具有 
衰减的趋势. 


在迭代过程⑻一 （1.0) 中计算误差的累积具有更复杂的特性. 


习题 1 试推导最速下降法收敛速度估计 

|| W - X || 2 < (1 - "/M 广 || x 0 — X || 2 . 

迭代过程的实际选择应该考虑关于谱边界、计算机存储容量和结构等的已有信息. 
例如，在求解用于近似偏微分方程的网格方程时，有时按照如下途径进行.首先在粗略 
的网格上研究问题，然后相应于更细致的网格尽可能更精确地确定值 " 和再应用最 
优线性迭代过程. 

将注意力转到感兴趣的情况.从赛德尔方法迭代的几何描述看出，当方程组乘因子 
且坐标轴尺度变化时，即统一替换为& = hy u 方法的收敛速度不发生改变. 

另外的情况出现在最速下降法中.例如.设 A 二 E 为单位矩阵.那么有 

mm 

F ( x ) = (、4 x . x ) - 2( b . x ) = ^2 x i - 2 X ! f)iXi 

且在一次迭代中最速下降法收敛（自行证明 !). 进 if 坐标替 f 而= k t y ^ k z > 0. 方程组 
的矩阵乂在此情况下将是对角矩阵，对角线上的元素为那么，极小化泛函 

m m 

F { y ) = ( Ay . y ) - 2( b . y ) = ^ hy'f - ^ b . yi . 

在心变化范围很大时.函数 f 的等高线将 i 非常长 d 的椭圆，且最速下降法的收 
敛速度将非常慢. 

§9. 共轭梯度法 

共轭梯度法用于求解带有对称正定矩阵的线性代数方程组 

Ax = b . (1) 

假定我们有某个初始近似 x G . 以 r () = ^( x ° - X )记为初始误差，这里 X 为方程组 
(1) 的精确解.以记迭代方法的第 n 步误差.同以前一样，假设第 n 步误差满足关系 

r " = P n (.4) r °, P n (0) - 1. (2) 

提出如下 问题: 在常数项等于1的 n 次多项式类上寻找多项式 P n ( A ) 使得泛函 F ( x ") = 
( y 4 x n , x n ) - 2( b , x n ) 的值达到极小. 
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因为 

F ( x n ) 二 （,4 x ' x ”) - 2( b , x ") = ||.4 x " - bH ^, - || X || 2 4 = ||H — || X | 匕， 

则给定的问题可以重新叙述 如下： 在常数项等于1的 n 次多项式类上要求找到这样的 
多项式 P n (\) 使得误差范数 || r "| L 4 -, 达到极小.应该注意到.所寻找的多项式一般与初 
始近似有关.不难看到，在寻找的多项式 P n ( A ) 中项的系数不等于零.实际上，如 
果这个系数等于零，则意味着多项式 Pn ( X ) 与多项式 P „- i ( A ) 相同.即 r 〃 = r ^ 1 . 但这 

仅在 || r —^ U-i 二0时才可能.否则，让 g = (/- T 7 ^—/ li *"- 1 , 我们有 || g | U -. < 
in 】. 于是， 

l|r n |U-. = ||Pn(^)r (, ||^_ 1 = ( 7 ~ ^.-i(A)r° 】 =||g|U- < IK— 

所得到的矛盾表明，的系数不等于零. * 

我们来说明这个问题总是唯一可解.设 

Pn ( X ) = ^ n) = 1, r ° = “ (3) 

^ ： — Q 2=1 

其中 ri # 0. i = 1.. •. ， & 而 h 为矩阵 A 的特征向量.因为矩阵 4 为对称的，这样的展 

开总是可能的.不失一般性，可以认为 e , 相应于矩阵 .4 的不同特征值.实际上，如果在 

,2 

表达式 （3) 中有形如^ 的项，其中仏相应于同一个特征值 A , 则这个和式可以表 
示为 

h 

E 

i=l\ 



lh 此推出 e 是矩阵 .4 的相应于特征值 A 的单位特征向量.于是，今后将认为表达式 （3) 
中的特征向量 e / 相应于不同的特征值.向量 r 〃 具有形式 


Pn(A) 


f ^ 




k =() 


k =0 


k =0 


llr^H^! = (A — r'r 71 )= Ed 


E 以 


k =0 


i =0 


E4 n M r0 E A 


/c+jf-l .2 




我们寻找这个相应于系数 


的表达式的极小值.让其偏导数等于零，得到 


㉛ 




(n) 




+/-i 




i =0 
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于是，在极小值点应该满足等式 

( r n ，,4’ r 0 ) = 0. / = 0,... , n - 1. (4) 

设 n d 1. 从线性代数教程可知.向量 r °,.4 r 0 ,... 构成线性无关组 

(克雷洛夫 ( Krylov ) 空间中的基底).事实上，假设相反.那么，存在不同时为零的常数 


q- 


c ()， … 


使得 ^ c ? ^ r °=0. ^- r ° 的展开式 （3) 代入此式得到 




i=0 

(7 —1 


(i 


()• 


( 7-1 q q 产一 1 

CiA 1 r j e j = c i r j^j e j = 

?:=0 i=0 j= 1 r=0 j = \ j=l \ i=0 

于是，因为 # o , 则应该满足等式 

Ci = o. / = l,..• 

即系数 q 应该满足方程组（5).\程组 （5) 的系数矩阵行列式是范德蒙德 （ Vandmnomie ) 
行列式，且由于假定所有\互不相同，所以这个行列式不等于零.由此，等式⑸仅当 

c ,_! = 0时 满足. 于是，向量 r 0 ,^ 0 ,.- - 确实构成线性无关组. 




^■0 


n 


n 


多项式 P n (入）二 YA n) X k 有 n 个未知系数（其中 #) = 1). 因为 P =乙#) 


k=0 


k =0 


A k r l \ 则关系式⑷可以改写成 


TL 


Y,c^\A k r°,A l r°) = 0, / = 0 , 


• • • 


ri — 1. 


k=o 


最后这个关系式表示关于 4 n ) , A := I ,--- ,77. 的线性代数方程组.因为向量 r °,.4 r 0 ,..- , 

线性无关，所以系数 c[ n \k= I , - - , n 可唯一求得.这意味着提出的问题总是 
有唯一■的解. 


寻找到系数 



(U) 


k = I ,...，7 Z 后， （2) 中的值 X "可以通过如下方式找到.我们有 


n 


0 


4 - i r n = x n — X 二 p n (A){x° - X ) = Y^c { k n) A k (x [) -X) 

k =0 


n 


n 


c^ ] A k {^° - X ) + x 0 -X = x 0 -X + L 


由此 I lf 得 


k 


k 


n 


x n = X 0 + L c[ n) A k ~ l (Ax 0 - b ). 


k=l 


这样寻找的途径是无效的.因此，按照如下方式获得有效的公式.以 L kl k ^ 
q- 1 i 己向量 r 0 , Ar G ，…， A k r° 的线性包络.由此可得若 j < / c 则 Lj C L fc ， 且 

= PjiA )^ e L k „ 

但由于 cf ) # 0,则当 i < j •时 W 由此推出，向量 r ' r 1 ，...， r ” 也构成的基 

底.事实上，假定 r Q ， r i ， …， P 构成 L , 的基底，而向量组 r ' r 1 , …， rj + 1 线性相关•则 

參 

J 

r J+1 =J2^ rk e L J - 
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得到的矛盾表明向量一.!' 1 ，…， ， r n 构成 L n 的基底. 

因为 r H Q ， …，，- V 构成 L n _ x 的基底.则关系式 （4) 意味着向量与空间 
L n _! 中所有向量正交，且 （4) 本身又可以写成（由如上证明） 

( r n , r z ) = 0, / = 0, • ♦ * , n — 1. (6) 

我们来说明向量也构成的基底.按照其建立过程可知 
向量 属于 L n , 且由上面的证明有 Ar - 1 i L n _!. 于是，向量 r ' r 1 ， …，^- 1 , 
的确构成 L n 的基底.那么，向量 r ” G L n 可以按照这个基底唯一展开 

n— 1 

r n = Yl ^ vk ^^ Avn ~ 1 ' ⑺ 

/^― Q 

因为 r n 与 r 7 , j = 0,…， n — 1 正交.且 .j = 0.… ， n — 3时 ( ylr n-1 , r -^) = ( r n_1 , ylr - 7 )= 
0, 则从⑺推出 7 A ： = 0. A : = 0, ••- ，n —3. 那么，⑺具有形式 

r ”. 二 Tn-〆 1 — 1 + 7n- 2 r n — 2 + ^ 产 1 . (8) 


从展开式 

•7 n 

r J = r° 4- ^ c [. l] A 1 ' v ( \ j = n — 2, n — 1, = y ^ pkA k r i] 

和条件 ( ylrn -1^0)^ 0,71^2 得到 Po = 0. 那么，由 （8) 有 

r n = (7 n-i + 7n - 2 ) r ° + ^ c [ n ) A k r ° = P n ( A ) r °. 

ZIT 1 

但 P n (0) = l , 由此 7 n - l +7 n -2 = l , 且方程 _ (8) 可以改写成 

r n - 7n-ir n - 1 + (1 - 7n-i)r n -' 2 + 7W 1 . 

引入记号 7 n-l - 1 = « n _ l 5 7 n - 0 n - u 得到相应于误差的三个相邻项的最终关系 

r n - r "- 1 -f - r n — 2 ) + ⑼ 


将⑼式中的 W 用其表达式 .4 xj - b 代替，且等式两边应用算子 A - 1 得到 

x n 二 x n-l + an _ l(x n-l_ x n ~ 2 ) + ^ n - 1 - b). (10) 

由上述证明，方法 （10) 等价于原方法 （2), 从而唯一确定.由此推出，系数，/^ q 从 
误差正交性条件 （6) 唯一找到.通过 （9) 与汁- 1 和 r n - 2 的数量 m 得到确定这些系数 
的方程组，且具有形式 


(l+a n _ 1 )||r- 1 || 2 +^ n _ 1 ||r- 1 ||2 =0, 


( 11 ) 


-a n _i||r n _ 2 || 2 + 0 n _ 1 (Ar 7l - 1 ， r n - 2 ) = 0. 

在第一步中，已知值 x G , 应该从极小化泛函 F ( x l ) 的条件中找到 x 1 时，得到最速 


梯度下降法的公式 

或者等价地， 




r 0 2 


2 




^ r ° 


llr°H 2 

l|r °|| 2 4 


( 如 0 - b )， 


( 12 ) 


(13) 


即 a 0 二 0, Ai = 


llr°ll 2 

l|r () H 2 / 
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我们来证明迭代过程 （10) 的有限性，即在没有舍人误差情况下在有限步迭代内我 
们得到方程组 （1) 的精确解.同以前一样，设 r* G = ^ r ? e z , 其中 e 7 . 为矩阵 A 的相 

应于不同特征值的特征向量.以 L q . x 记向量 e l 5 --'~ e , 的线性包络.因为所有向量 
r ' A : = (),•••，g - 1都从关系式（9)， （12) 中寻找，则 r fc e L q ^ 构成其正交基底.向量 
G L (卜 u 且由上面证明可知它与向量 r 0 ,-.. 正交.这仅当 P = 0 时才有可能. 
于是，按照公式 （13), (10) 进行 g 次迭代我们得到方程组 （1) 在没有舍人误差情况 
下的精确解. 


现在来估计方法的收敛速度.为此应用在最速梯度下降法收敛速度估计时要求的方 
法.设 y Q = x G 且 f 为采用线性最优过程求解方程组 （1) 时得到的近似.那么.由§6中 
的证明可知误差 w - = y " - X 满足关系式 

W 71 = Q n (^)w°, Qn (0) = 1, (14) 


其中 Qn ( A ) 为区间 [//, M ] 上的切比雪夫多项式，且在零点等于1,并且有估计 

IIQn04)|| < ^ 2 二 ，其中 Ao 推 '办 


特别，由此推出 


M + V 


Vm 


l|w n K2 


7 m - 


w 


0 


我们来求得线性最优过程在另一范数下的收敛速度估计.设 W G = 那么， 

1= 1 

q q 

W n = ~ 〉二 叫 Qn ( 八 ) h — 〉 : 

i=l i= 1 

且 

|w n ||& = (‘ 4w n ， w n ) = X.QliXi) ^ max Q^(A)^ A z o; 2 2 

7^ XeblM] 

= || 仏 ㈤ || 2 ||w 0 || 2 A < (^-^r) 2 ||w°||i 
即 ° 

|| w n |U 彡 x - ,- x — llw ° lU - (15) 

A 0 + A 0 

因为 

l|w n ||S = (A ( ， - X),y" - X) = (A-^^-b),^ -b) = IIH ， 

其中 z n = Aw n , 则从 （15) 推出估计 

IKIU - 乂 — n llz 0 ll,4-i. (16) 

/\ 0 + /\ 0 

(14) 两边乘矩阵 X 得到线性最优过程的第 n 步和第零步误差的关系式 

Z n - Qn ( A ) z ° = Qn ( A ) r °. (17) 
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由向量 r n 的建立知，在形如 （2) 的向量中 r n 极小化泛函 || y || A - i , 或者同样地, 
在所有使得 r = y - X 具有形式⑵的向量 y 中向量 x n 极小化泛函 F ( y ). 那么， 
F ( x〃K F ( y n ) 1 由此可得 


IKIL” < IKIU- “ 


2 




2 


77ll r °IU 


但由于 


\n _i_ \ —n ii \n . \ — 

A 0 A 0 A 0 A 0 

A -^ ^ l | x n - X | U , 则从最后一 t 关系式得到共轭梯度法的收敛速度估计 

IK-X11^ 二 2 J x 0 —XIU. (18) 

A o + 

可以借助于迭代过程得到上述方法的近似 X ' 其中每一步仅进行一次矩阵与向量 
的乘法且减小了存储负担.首先计算 Sl - r ° - .4 x ° - b . 然后当 n > 0时依次计算 


2 

3 


4 


CY 


( 


)/ (/4 s n ， s n ) ， 


O n As 


^ ri ^ n i 


(3 n = (r r \r n )/(^-\v n - 1 ) 

S / i+i = r n + f ^ n s 7l . 


另外的一种方法变种是，第 1 步和第4步可为 


.( v n ^ ( s rM r n i )/( As n ， s n ) ， 


4 - Pji — (r , i4s n )/ (s n , i4s n ), 

这个变型不同于原始情形，在这个情形中计算误差可能发生严重偏差.按照对计算误 
差迭代结果的稳定性判据，这些方法中究竟哪一个更具优势，数值实验没有给出明确的 
回答. 

在求解带有大量未知数的方程组时有时更合理的是.进行一定次数的迭代，然后中 
断过程且从得到的近似出发再重新开始. 


§10. 应用等效谱算子的迭代方法 


除了形如 




的简单迭代方法以外.经常还应用迭代方法 

Bx n+1 二 Bx n - a ( Ax n - b ), (2) 

其中矩阵 B ^ E 使得方程组 By = c 能够容易求解.如果关系式 （2) 乘 B - K 则得到 

x ；i+1 = x n - aB -^ Ax 72 - b ). 

于是.迭代过程 （2) 等价于带有矩阵 E - aB - M 的简单迭代方法. 

研究4〉 （） 且 A 的最大特征值 A / 和最小特征值/ I 之比很大的情况.于是，先前 


研究的迭代过程的收敛速度很慢.设 B > 0且 

" ( Ax ， x ) 

= sup — - Mi 

x ( 召 X ， X) 


in 


( Ax , x ) 

( Bx ， x ) 


⑶ 




§10. 应用等效谱算子的迭代方法 


.2 


假设带有矩阵 B 的方程组容易求解，且 A / i///i < A /// I . 

当比值不很大时.本节所研究的迭代方法通常叫作应 用等效谱算子的迭代 
方法 （康托洛维奇 Jl.B. KaHTOpOBMM , 吉亚康诺夫 E . r . ilbHKOHOB ). 当代这些迭代方 
法叫作 带有预处理的方法. 而矩阵（算子） Z ? 叫作 预处理因子. 我们来说明.当成功选择 
矩阵 B 时同简单方法 （1) 相比迭代方法 （2) 具有更好的收敛性. 

精确解 X 满足等式 

BX = BX-a(AX - b). 

将 （2) 减去上式，得到 

5r n+l = Br n - aAr n . (4) 



由关系式 /4 = A t ， (\/方)= (\/^) r 可知矩阵 C 对称. 研究表达式 

16 ， (X) = (Cx, x)/(x, x). 

设 (v^) _1 x = y, 则上式可以写成 

iu(x) = w (Wy) = (^4y.y)/(^y,y). 

由⑶有 w ( x ) e 因此矩阵 C 的所有特征值属于区间 

当 a = 2/lAfj -h/n) 矩阵 E - olC 的特征值的模不大于值 (M 1 -/i 1 )/(M 1 +//,)• 


因此， \\E-aCh ^ (Mx-MiVCMi+^x), 且类似于 (6.13 ) 有 

陶(鮮 ) V " 2 . 

注意到 


l|v 0 || 2 . 


⑹ 
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如果对任意 y 有0 < " 2 彡 ( By . y )/( y , y ) ^ A / 2 , 则从⑹推出估计 

" 11 + J ^ ^ y /i 2 

因为函数 



2. 


M — 1 — ("/ A /) 

71/ 十 // 1 十 (/ i / A /) 


随着 M // i 减小单调减小，则新的迭代过程的收敛速度比 （1) 的更快. 

在最终求解问题时将由公式 （1) 的迭代转化为由公式 （2) 的迭代应该考虑这些迭 
代过程中的算术运算量.如果按照迭代公式 （2) 迭代本质上要求更大量的运算，则这样 
的转化可能是不适当的. 


习题 1 设 T ( A ) 为按公式 （1) 的一次迭代的算术运算量， T ( B ) 为按公式⑵的 


一次迭代的算术运算量.说明下列断言的 理由： 如果 

寧 )( in ^0— 1<r — n 
则转换成按 （2) 的迭代是适当的. 


M + // 
M — // 



类似于按迭代方法 （1) 来建立迭代方法（2)，可以建立另外一些类似于§8—§10中 
讨论的方法. 


设有迭代过程，其中后续近似误差由如下等式 表示: 




写出等式 



其中 C = ( x /5) — •让 V 7i = y / Br n 并将⑺式左乘 执 得到方程 


⑺ 




Dr 


ri+ 1 


Br n (仙- 1 广 Mr 


这个关于误差的方程相应于迭代过程 


z ? x n+i = Bx n — Y2^( AB ^ l y^ l ( Ayin ~ h )- ( 8 ) 

i = 1 

如果对参数进行最优化使得误差估汁 || v n +1 || 2 /|| v n || 2 最优，则与§6中一样得到形如 
(8) 的最优迭代方法. 

类似于最优线性迭代方法 (6.25), (6.26) 有迭代过程 

By n+1 = 丑 y n + “— 1 B ( y n - y n — ! ) - .. -(1 + ^ n - i )(/ ly n - b ), 

简十 Ml 

其中类似于由 M 和 / i 建立〜，由 Mi 和/幻建立‘（参看 (6.26)). 
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方法 （2) 与最速下降方法结合导出如下方法.近似 x n +1 从如下关系式 寻找： 

Bx n+1 = Bx n — a n (Ax n - b ). (9) 

为此，系数 a n 由如下泛函的极小化条件 定义： 


F ( x n+1 ) = (、4 x 7 l + 1 ， x n+1 ) - 2( b 1 x n+, ). 


从⑼式得到 


因为 


dx n+l 

(ic^n 


=—(y\x n — b ). 


dF{y： 7l+l ) 

dcXfi 



= 2(.4( x n - a n B - l (,4 x n - b ))- b . -B~ ] {Ax n - b )), 

则条件 dF(^ l )/da n =0 是关于的线性方程. 

类似于迭代过程 （9.10) 有 


= Bx n + a n {Bx n - Bx n_1 ) +/?n(^4x n - b ). 

习题 2 对于 §9 最后描述的共轭梯度法的两种情况，建立带有预处理因子的类似 
的方法. 

本节研究的方法广泛应用于求解当矩阵 A > 0的特征值分布范围大时的方程 
Ax = b . 


§11. 方程组近似解的误差和矩阵的条件数.正规化 

假定方程组的矩阵以及右边部分不精确、那么代替求解方程组 

.4 x = b (1) 

实际上应该求解方程组 

A}X = bi , Ai = .4 A . bj = b + 77 . (2) 

假设已知 || A || 和 || r /|| 的估计.我们来给出解的误差估计. 

首先分离出误差主项.将 （1) 和 （2) 的解分别记为 X 和 X '误差 X * - X 记为 I *. 
将和 X * 的表达式代人 （2), 有 

(A H - A)(X -1- r ) = b -h q . 

将此方程减去 （1) 式得到 

At 4 - AX + Ar = 77 , 


由此可得 


Ar = T ] — AX — Ar , 
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亦即 


r - A ~ l ( r]-AX - Ar ). 


(3) 


如果 || A || 和 || r /|| 较小.则应该期望 || r || 也很小.耶么，项 Ar 具有更小的阶.略去此项, 
得到 

r ^ A-\ n - AX). 


巾此推出误差估计 

llrKa ^ H^^IKNKIlAII || X ||). (4) 

严格的误差估计通过如下方式得到.由 （3). 成立不等式 

Iklimi IMI + p - 1 !! || A || || X || + p - 1 || || A || || r ||. 

假定 p - 1 !! I | A || < i . 将最后一项移到左边并且两边除以 || r || 的系数得到估计 

IM-Mldlz/lKllAll _ 

"" 、 l-II^IIIIAII ' (j) 

相当普遍的情况是方程组矩阵的误差实际上小于右端项中的误差.此时，作为这种 
情况下的模型问题我们研究方程组矩阵为精确值的情况.那么.在⑸式中让 △ = 0. 
则有 

l|rK||v4- 1 || h||. 


为了描述方程右端项误差与解的误差之间关系的定性特征，我们引入 方程组的条件 
数和方程组矩阵的条件数的 概念.右端项与方程组解的绝对误差以及方程组系数的测量 
时的尺度有关.通过右端项和解的相对误差之间的关系来刻画方程组的性质更方便. 


为此，作 为方程组的条件数. 我们引入数 

sup • IMI — IM 


l|b|| 


sup 


IMI 


iix"• iibii ； "xiim 

由此可得解的相对误差估计通过方程组的条件数和右边部分相对误差的表示: 

ll r ll / — 1卜?11 


因为 


,4 


V 


则 


IIXII 




iibir 


⑹ 


sup 


M 

NI 


,4 


且 


M 

l | X || 


M 一 ！ 11 


有时仅通过矩阵 A 的性质来粗略描述方程组特征更方便.将这个特性 u ( A ) 
称为 矩阵欠 的 条件数 （或 制约 数). 由此定义以及 （6) 式，有估计 


二 sup 

b 


| r | 


^ "㈤ 


ll."l 


|| X || 、… || b ||， 

它仅仅通过方程组的矩阵性质将右端项部分和解的相对误差联系起来.因为 

|| b || ||,4 xj | 



则 
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/小 4) = || A || H ^ 1 


由于矩阵的任意范数不小于其特征值模的最大值.贝 ij HI 彡 max | A i 4 |. 又矩阵乂和乂一 1 
的特征值互逆.则 


于是， 


||‘4一 1 1| 彡 max 


1 


1 


Xa I min \ Xa 


"(•4) 彡 max \ Xa \/ niin ； A ^| ^ 1. 


特別.当 j 时有 

MII2 = max | A . 4 |, 

于是.在范数 || • || 2 的情况下有 


I A — 


•) = max —- 

|a.4| 



min Xa 


/ y ( A ) = max \ \ a \/ 

我们来研究右端项在计算机中存在舍人时解的误差问题.如通常一样设〖为计算机 
中数的二进制字长.右端项每个元6,的舍入误差带有相对误差量级0(2- ( ).即具有绝 
对误差 0(|6 ? ；|2 -这是因为 

||"" = 0(|| b ||2， 且 M /|| b || = 0(2-，). 

于是， 


| r ||/|| X|J ^ u ( A ) 0(2^). 


在实际工作中.很少用到上面得到的不等式或者某个其他的方法获得关于线性方程 


组近似解的严格误差估 it . 但是，关于解的误差量级的信息有利于获得以怎样的精度合 
理求解问题这样的定性结论.关系式（4)， （5) 给出了解的误差上界，它是原始数据误差 
的结果.从等式 （3) 可以看出，估计 （4). (5) 足够精确，企图得到解的误差大大小于 a 是 
没有意义的. 

带有大的条件数的方程组和矩阵常称为具有坏制约性.而带有小的条件数时则称为 


具有好制约性.如果 （4) 的右边部分、它用原始数据误差估计解的误差、或者汁算误差 
的估计等不是非常高，则关注问题求解的某些其他信息是有益的.求解这类问题的方法 
应该像 未校正问 题情况一样. 

我们来研究当 A 为对角矩阵的简单情况.设 , A m ^ 0为其特征值，且按照 
模 | A t | 减小的顺序排列，相应的正交特征向量 系记为 ei ，…， e m . 方程组 Ax = b 的解 


是如下向量 






(b.eQ 

入厂 


当实际给定右边部分 b = b + //时解为 

v ( b ， e /) + (,/， e 7 :) 

入 A ： G 

i=l 1 
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系数当\很小时可能非常大，以至于导致解严重失真.有时在寻找的解的展 

m 


开式 H 


，中，预先已知相应于小的模 | A 7 | 系数也小.在这种情况下应该取某个方 


法以滤”解的这些分量. 

当 m 不大时，为求解这一问题有时应用下列方法：给定某个数 g > 0,对 i < g 寻 
找所有的\和 e 7 .， 且让 


Q 

x ^ 



(b ， ej) 




q 应该从问题的附加信息中适当选择. 

我们以矩阵例子来解释另外两个方法，其中假定所有\ > 0. 

第一种 方法. 给定某个数 Q > 0,寻找如下方程组的解 x " : 

{aE + A ) x a = b . 

将解写成形式 

x «_ l e . 

X _^ A 7:+ a e ” 

Z =1 

因为 

1 1 a 

_ ■ ■ ■ ■■ ■ ■ 

Ai + a ： Aj(A?_ + ck) 

则小的参数 a 的存在不会本质上改变具有大的\的项.同时当 A , 时有 


( b , e ,) 

《 

( b ， e 《） 

Xi 4 - a 


Ai 


这意味着引入参数 a 导致相应于小 A 7 的项的作用大大减小.通常由实验的方法比较各 
种不同 a 值的计算结果来适当选择最优参数 a . 

第二种方法.釆用某个迭代方法求解方程组.研究按照某个初始条件 x G 由如下迭 
代公式求解的情况： 

x n+1 = x n - a (.4 x n - b ). (7) 



将这些表达式代入 （7), 并使 e 7: 的系数相等得到关系式 

z] l+1 = a0 i + (l-a\ i )z^ 

逐次通过前面各项表示每个4,有 

z? = a/3i + (1 — a\ l )z] 1 ~ l = a0i + (1 — a\i)(a(3i -f (1 - a\i)z ^~ 2 )= - 

n — 1 

=(y0i (1 一 ot\i) k + (1 — a\i) n z^. 

k =0 
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如果 |1 — a \ i \ < 1,则当 n — > oo 时 

n — 1 oc 1 

E (1 - aA 7 y — [ (1 - a\i) k = — , (1- aX.r -> 0, 

/c=0 k=0 1 

因此 < — /3- i / A ,, 设 a a (max A ,)' 1 , 即相对地较小.对于大的值 A a .，(I - a \ i ) n 随着 n 
的增加快速趋向于零 .且彳 趋向于极限值 di / Xi . 同时.适当选择初始近似可以使得# 
对于大的\相对的小.于是对于不大的 n 相应于这些\的 系数# 将不是无法容忍的 
大，且得到的近似是可以接受的. 

另一些情况下问题的解可以通过极小化某个近似于 F ( x ) = (,4 x , x )-2( b . x ) 的泛 
函得到，例如带有小的值 a > 0的泛函 F ( x ) + a ( x . x ). 

上述方法能否应用于非对称矩阵 A 的情况本质上取决于矩阵的若尔当型结构及一 
系列其他性质有关.这里解经常通过极小化泛函 

(Ax — b , Ax — b ) + q(x ， x ) 

得到，其中 a 〉0为小参数.值 a 又是通过实验比较其不同取值下的计算结果来选择. 
另一类方法基于方程组矩阵4的如下 表示： 

.4 = GAP , 

其中 G 和 P 为正交矩阵，而 A 为两对角矩阵.在 j ;和 j = i + 1时的 元素久 ^可能 
不等于零. 

大多数带有坏的条件数矩阵的方程组的求解方法属于 正规化方法. 

习题1 设 〕 = [巧] 为 m x m 阶矩阵，其元素为 

， V 、 当 j =夂 

a 7 j = < Q , 当 j = i + 1， 

‘ 0,当 j 一 + 1. 

1. 计算矩阵且证明结论：当 | g | < b | 时矩阵 W m) 在某种意义下是好的 
条件数矩阵，而当 W 〉|/彳且 m 很大时是坏的条件数矩阵. 

2. 写出方程组 A ( m ) x 二 b 由右边部分表示的显式解. 


3. 通过极小化泛函 

(.4 (n ^x - b. 4 (m) x - b) + a(x ， x) 

写岀向量 Xa 由右边部分 b 表示的显式表达式. 


4. 试定性描述在应用这个校正后达到的效果. 


我们解释在§6中为何试图避免把矩阵对称化的原因.例如，我们来看看当对埃尔米 
特矩阵进行对称化时会发生什么.于是 ， Z = ，4 T 且 A T A = .4 2 .当矩阵平方时，其特征 


值也被平方.因此在范数 | 卜4|| = ||,4|| 2 情况下我们有 


卜 


max |A^ 2 1 (max |A. 4 |) 2 
min IA, 42 1 (min |A/i| ) 2 


= …⑷ ) 2 . 
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山于 iy ( A ) ^ 1. 则由此推出在埃尔米特矩阵对称化时条件数不会减小.在》1时 
条件数木质上会显著增大. 

习题2 给出使得//(；4 2 )=卜(4)) 2 的非对称矩阵的例子. 

我们研究另一种方法来求解具有坏条件数的线性代数方程组.设 

Ax = b . (8) 

将认为矩阵 .4 M 的谱既有与1同阶的特征值也有接近于（甚至等于）零的特征值.这恰 
好意味着矩阵 A 是坏条件数矩阵. 

注意到.根据我们对矩阵的特征值的假定，部分特征值可能等于零.于是，方 

程 （8) —般说来 n ]* 能在传统意义下没有解. 

我们称极小化误差泛函的向量 X 为方程（…的解，即 

X = argmin \\Ay — b ||. (9) 

y 

本节中的范数理解为向量的欧几里得范数.写出泛函 屯 ( y ) = ||.4 y - b || 2 的欧拉方程.我 
们得到 


y4U*b. (10) 

不同于方程 （8). 方程（川）总是有解.事实上.直接验证表明 ker .1 M = ker / l . 线性方程 
组（1(〕）有解的允分必要条件是方程组的右边部分与其矩阵核的正交性，即向量应 
该正交于核 la * r .4 M . 亦即核 ker .4. 但从右边部分的形式 nj 以看出，它确实正交于,4的 
核.于是.方程组 （10) 总是有解.一般情况下.可能存在多个解. 

下而描述的方法归结为对泛函 ^( y ) 应用按 坐标最优下降 法进行极小化.在每一步, 
坐标的选择使 得其下 降是最优的.最优的含义是使得泛函 4>( y ) 达到极小.作为坐标（基 
底）向量吋以选择任意正交向量系 • 

设 w h ... , wg 为 7? m 的任意正交向量系（不一定为基底）且至少对于其中的某个 
向量有/ 0. E W ' 为向量 •• - , w , 的线性包络.将在空间 W 上寻找向量来极 
小化误差泛函中 ( y ). 为此研究下列迭代方法.设 x u = 0. 如果近似已经找到，则下 
一 个近似通过如下形式寻找 x k ~ L = x k 4 - 其中 G = const , 

jk = arg min ^min ^>( x A + 1 )J . (11) 

引入与近似相关的误差 

= Ax h - b . (12) 

写出泛函 ^( x ^ 1 ) 相应于 G 极小化的条件.我们有 

少 ( x A ， +1 ) = IIC^wj + Ax fc - b || 2 二 Q 2 ||‘4 wJ 2 + 2 C fc ( Aw 7 ,^) + ||^'|| 2 . (13) 

注意到，在寻找极小值中 ( x fc +1 ) 时只需考虑使得 ||^ w 7 -|| / 0的 w 7 , 因为否则泛函 
的值不发生改变.作为变量 C / c 的函数巾 ( x fc +1 ) 是二次多项式.并且根据上面的注记 Cf 
的系数为 正的. 由此推出，如果||^-|| ^0. 则对于固定的 j , 伞 ( x fc +1 ) 关于 CV . 的极小 
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值存在且唯一 


于是.从 （13) 推出 Q 满足方程 

(9<l>(x fc+1 ) 


0C k 


26^|圳| 2 + 2(加/) = 0 


由此可得 


C k 


( ZwW ) 


对这样选择的 cv . 有 


k+l m2 ii di2 (加 


^(x fc+1 ) = !1^' +1 11 2 = Ill'll 2 - 


II 加』 


且 


Jk = arg max 


1( 火 w)l 
||.4 Wy || ■ 


k +1 


k + C A .w 


总结上述得到如下算法： 

1) 计算向量 Aw hJ = 1， ... 以及它的范数 ll ^ w .- ll . 接下来仅仅考虑使得 

0的向量 w 7 . 不失一般性，认为这些向量的个数为义 

2) 根据先验信息选择 x Q . 特别，可以取 x G = 0 . 


3) 


如果已找到.则九和 CV 按如下公式 计算: 


Jk = arg max 


K 乂 

P w /ii 


(加以 fc ) 

k — — Mw.u.11 2 . 

4) 下一个近似 x ^ +1 由如下公式 计算： 

/ 十 1 二 x A . +CfcWjfe - 


(14) 


(15) 


我们将发现该方法的困难性.为此.估计每步的算术运算次数.首先注意到预先的运 


算（第1步）一般情况要求 0[ m 2 q ) 次运算. 

迭代方法的第3步要求 0[ mq ) 次, 而第4步要求 O ( m ) 次算术 运算. 

于是，方法的一般困难性在于 0( m 2 + mql ) 次算术运算，其中/为迭代过程的步数 • 
也注意到， （14) 中的允在一般情况下不唯一（可能有几个这样的下标).在这样的 
情况下可以取其中最小值作 为九. 

我们来研究迭代方法的收敛性. 


引理设 gi ,...， g f 为仏 n 中任意选择的线性无关的单位向量， L 为这些向量的 
线性包络.则存在7,0 < 7 < 1，使得对于任意 x e L , 下列不等式是正确的： 

||x - (x,gfc)gA：|| ^ 7||x||, 

k = arg max|(x,g 7 )|. 
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证明 让 


■0(X) 二 ||X - ( x . g fc ) g A .|| 2 , 
k = argmax |( x , gj )|. 

我们证明，泛函 VHx ) 连续.为此只需证明泛函 ( x , g ,) 的连续性.其中下标々如上定义. 
我们研究差 |( x , g A .)|- |( y . g ? )|. 其中 下标々 如上定义，而下标/对于 y 以类似的方式 
来定义. 

为确定起见设 |( x , g ,)| > |( y . gO |. 那么，下列不等式成立： 

l ( x ， gfc )|- |( y ， gr )| 彡 l ( x . g / c )| - |( y . g/,-)l ^ I(x - y . gA-)l ^ max|(x - yi g 7 )|, 

由此推出所研究的泛函的连续性. ' 

假定引理结论不正确.那么，存在序列 {X.J 使得 ||x z || = 1 且矽 (x. z ) 彡 1 其中 
当 i — 00 时 q — 0. 因为在有限维空间中球面 5-{x:||x|| = l} 为紧的，则存在收敛 
的子序列.为叙述简单起见假定序列本身收敛.即 V 二 mn x ? , 根据泛函0的连续性 
有矽 ( x *) 二 1 且 || x *|| 二 1. 于是，当 A : = argmaxKx ' gJT 裔•有 

V ， (X*) = "X* — (X'gA ； )gfc || 2 = ||x*|| 2 - 2(x'g/。） 2 + (x%g/ c ) 2 ||g^|| 2 
=||xf - (x'g/0 2 = 1. 

由此推出 ( X ' gfe ) = 0. 因为对于任意 j = 1，-.，(! 有 |( x *, g fc )| ^ I ( x *, g ,)|, 则对于任 
意 j = 1，... j 有 ( X \ gj ) = 0 . 因为 X * 属于向量 gl ，…， g / 的线性包络，则最后等式 
仅对于 X * -0 成立，这与条件 || x *|| = l 矛盾.引理 得证. 


定理 由方法 （14), (15) 在迭代过程中得到的近似 X * 是基本序列，且以几何级 
数收敛于某个向量，这个向量使得误差泛函 ^( x ) 在子空间 PF 上达到极小值.即存在 
q < I 使得 

|| x fc - x °°|| 彡 Cq k , x °° = lim x ^. 

k—oc 

常敦 q 与基底 { w ; } 的选择以及算子 4 有关 • 


证明 因为 + 0,所以存在常数6 > 0使得 

IM w / fc ll 彡 & v 妃 （ 16 ) 

设 G 为向量 b 在由向量 ，.4 w g 张成的子空间上的正交投影.而疒为向 

- b 在同样的子空间上的正交投影.则从 （14), (15) 推岀向量疒满足关系 


式 



(Q 九） 

P w jJI 2 " 



让 = Awi / WwtW . 那么， （17) 变为 

(/c+i = 0 — (C'g 7 Jg 九 . 

因为 q 从 m (也即 nc fe + i ii ) 的极小值条件来选择，则 

jk = arg max l(C"-g,)l ， 
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且此吋前面引理的条件满足.耶么，从该引理条件可以推出估计 



II 7<1- 


(18) 


由(14)， (15) 有 

— (广加八 ) k (CUwa.) 

"Pw 7 -JP W r X W 

由此并考虑到 （16) 得到估计 

将估计 （18) 应用于所得的不等式，有 

||x ⑷— 


由此推岀关系式 

p+k p 

| x fc+p_ x fc|| ^ ||x , + 1 - x”| 彡乞 

i — 0 

于是，{ X ”是基呆序列.且有极限 x °° 
泛函巾 ( y ). 定理得证. 


,l|b|| 




7_ 


(1-7 M 


llbll, VpeN. 


根据建立过程， XX 在子空间上极小化 


在如下情况下上面描述的带有坏条件数矩阵的方程组求解方法特别有效，即当事先 
得到的信息表示成某种解的结构特性的情况.例如.当已知基底函数 Wj . 且解表示成这 
些数量较少的函数的展开式.这样的情况经常出现在信号数字变换问题中. 

在^为充分小的情况下这一方法也是特別有效的.换句话说，为了有效地应用该方 
法，应该对原问题进行合理的参数化.这常常根据事先得到有关解的信息来完成.例如. 
如果已知解代表某个带有少数谐波的振荡过程，则其行为一般说来是未知的. 

上面叙述的方法也依据下列情况建立，即当不按照相应于基底 {w ? } 中的某个轴的 
一维子空间，而是按照超平面进行下降实现.在此情况下，收敛速度实际上通常更高，但 
迭代过程每一步的运算次数增加. 


§12. 特征值问题 

在不同情况下对关于矩阵特征值和特征向量的信息有不同需求，由此产生了各种各 
样的问题和各种各样的求解方法. 

1 . 在求解一系列力学、物理、化学问题时要求获得某些矩阵的所有特征值.而有时 
还要求获得所有特征向量.这个问题叫作完全特征值问题. 

2 . 在许多情况下，仅仅要求找到矩阵的按模最大或按模最小的特征值.例如，在求解 
某些核物理问题时就会出现这类问题.这里必须求解的问题等价于寻找阶数为10 3 〜 10 (i 
或者甚至更高量级的矩阵的特征值问题.在低阶矩阵情况下求解这类问题经常应用迭代 
方法，而在高阶情况下则经常应用概率方法. 

3. 在研究振荡过程时，有时要求找到矩阵的两个按模最大的特征值，并且其中较小 
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者通常只需以较小的精度来确定即可. 


4. 也有这样的矩阵特征值问题，其中要求它最接近给定的值 A G , 或者找到给定值 
A () 与矩阵谱之间的距离. 


形式上可以说，这些所谓的 局部特征值问 题是一般特征值问题的特殊 情况， 且只需 
考虑对一般问题的求解方法做些限制.但是，这种处理方法导致的大计算量是不能接受 
的.在讨论涉及求解矩阵特征值的具体问题的提法时，大量计算常常正是用于确定关于 
矩阵谱的足够用的最少信息量. 

问题 2—4 的解通常变成寻找某个矩阵 B = g ( A ) 按模最大的特征值，使得这个特 
征值相应于矩阵 A 的要寻找的特征值. 

研究当矩阵 .4 的所有特征值为实数的情况.如果要求找到矩阵 A 的最大或最小特 
征值，则应该取 g ( A ) = A + cE . 显然.当 c 为充分大的正数（负数）时矩阵 A + cE 的模 
最大（最小）特征值相应于矩阵 Z 的按模最大（最小）特征值.在问题4中对某个 c 矩 
阵 E _ C ( A _ X ° E ) 2 的模最大特征值相应于矩阵 .4 的要找的特征值.有时可以应用矩 
阵 M - 入 0 E )- 1 作为矩阵 g ( A ). 为此，矩阵 （A - A 0 ^)- 1 不能以显式形式写出，而计算 
过程中必需的向量 （A - A 0 ^)-^ 通过求解方程组 （.4 - A°£；)x = y 得到 • 

我们来研究典型的求解矩阵 A 的两个按模最大的特征值问题.为简单起见.假定存 
在完全特征向量系 e ；: 


Ae ? = Aj - ej , |/、i | > |〜| > 1入3| 彡…彡 I Ami . 

给定某个向量且依次计算向量 x n+1 = Ax n \ 表示 x () 为 X 11 = f c/h, 我们有 

i=l 


771 



由此推出关系 


让 


x^dAye, +0(|A 2 | n ). 
(x n ,x")-(c 1 A 7 1 i e 1 +0(|A 2 | n ), 
c 1 A^e 1 +0(|A 2 n) = |c 1 | 2 |A 1 | 2 " + 0(|A 1 nA 2 | n ), 

(x" +1 .x") = M+k +0(|A 2 | ， Cl A ? e 】 +0(|A 2 「)) 

= A 1 |c 1 | 2 |A 1 | 2n + 0(|A 1 r|A 2 r). 


A (n) = (x ， + l ?x n )/(x ^ x n )? 


从最后一个关系式当 # 0 时得到 

A (n) = A 1 lc 1 l 2 |A 1 l 2 - + Q(lA 1 riA 2 r) 
1 IciPIAxpn + OdAxl-lAsI-) 
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入1 

=Ai+ °(l^l )• 

习题1 证明对于对称矩阵有 Af = Ai + 0 (\ X 2 / Xi \ 2n )- 



(1) 


除了 （1) 以外我们还有 


llx 


(n) 


= M ? i + o ( iA 2 n ， 

m 

Y ^ CiX i ei 


M — hllA 沪 + 0(| A 2 |” 

Cl a ? n / A 2 n \ 

i + o(|^[) “人 

于是，在这个迭代过程中也得到相应于 Ai 的特征向量 


e! 十 O 


这里 Wn = arg { ciA 7 J 7 } 


ei + O 


+ 0 


入2 

入1 


可能出现矩阵乂具有两个按模最大的特征值 Ai / A 2 , |AJ = | A 2 | > | A 3 | > •. •.在 
此情况下值 AjW 将只能在 Cl 或 c 2 等于零的特殊情况下才能确定.如果预先已知这些 
特征值有两个，则它们以及相应的特征向量也可以类似于和 ef 确定. 


我们来研究当 AAi,A 2 ,x° 均为实，且 A! > 0 , A: = -A 2 的特殊情况.那么 

x；i — ciA^ei H- C2(—Ai)"e2 + 0(|A3| n ), 

x n + 2 = cxA^ei + c 2 (-A!r + 2 e 2 + 0 (|A 3 | n ) 

= A?( Cl A? ei + 。 2 (-\ 广巧 ） + 0 (|A 3 | n ). 


由此得到 

A (n) =( 

: X n 十 2 ， X n )/(X n ,X^ 

,1 ) = ^^0(\\ 3 /\^). 

当 f n) > 

0 时让 A(i n 2 ) = 士 1 

v4 (n) . 我们有 



z? +1 = 

x n+l + A (n) x n = 

2 c 1 Ar +1 e 1 + 0(| A 3 r ), 

因此 


二 z m = 

= ei +0(| 入 3 财 ). 

同样地有 

zf 1 = 

x 斜 1 + A?)x n 二 

202 ^2 ^ le 2 + ^(1^3| 7， ) 5 

且 

4 n) 

= z ^ i /\\zr i \~- 

= e 2 - j - OdAa/AiD. 
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如果 A , 为矩阵,4的特征值,则共辄矩阵 ,4* 的特征值为 X . 为此，如果= A , e ,, 
A*gj = Xjgj , Xi ^ A ,, M ( e u ej ) = 0. 因此，当 |Ai | 〉 | A 2 | 〉 | A 3 | 彡…时为寻找特征 
值 A 2 可以如此进行.得到近似 h a ei , 类似地确定 gl 的近似&且进行标准化使其 
满足条件 ( e ^ gO ^ l . 进一步按照公式进行迭代.为去除平行于 e] 的向 
量，随时对向量 y n 相对于 I 正交化，即在下一次迭代开始时代替 y n 我们取向量 

y n = y n -( y n ? gi ) ei . 

•m 

自然地，如果在初始近似 y Q = E 木 e , 中项 d 2 e 2 同其他项相比占优，则迭代过 

程的收敛性更好.从描述的寻找 Ai We ! 的迭代过程中取某个近似取向量 y G = 
x l - ( x t , g l ) e l 作为初始近似 . /不应该取得太小，否则当 j > 2时分量同 c 2 X l 2 e 2 
相比将不会很小.同时，/也不应该取得太大，因为在此情况下分量 c 2 A ? 2 e 2 同计算误差 
相比将很小. 

常常可能遇到如卩 说法： 如果^ =0,则描述的迭代过程看起来不应该给出收敛于按模 
最大特征值的近似.但实际上由于在迭代过程中存在舍人，可能出现与 ei 成比例的分量，且 
要求的结果一样能得到. 

实际上在使用带有大的字长的现代计算机时可能出现几次迭代之后计算误差的影响还 

m 

不是很大，同时值^ CiX ^ e , 与 C2A ^ e 2 相比很小.那么， Ax n ^ const , - x n 且可能得出不可 

信的 结论： 寻找的个特征值找到了.因此在所找到的特征值的正确性没有验证的情况下 
应该还要以另一些值 y G 进行一次或几次计算.在即使有舍入存在的一些情况下与引成比 
例的分量也不一定出现.在对微分和枳分算子的特征值求解问题中有时会出现带有独特性质 
的矩阵儿例如，经常会遇到如下情况：对任意 i ， j 成立等式 

— drn + 1 — —J - (2) 

为确定起见我们研究 m 为偶数的情况.我们把由等式 a = ： r m +] M，i = 1, ••- , m 描述的向 
量 X 称为偶的，而由等式 : Ti = - x m + 1 _, 描述的向量为奇的.在条件⑶之下如果向量 x 为 
偶的则向量 .4 x 是偶的，如果向量 x 为奇的则向量 ,4 x 是奇的.因此偶向量和奇向量的子空 
间是算子 .4 的特征子空间.于是.存在取自这些子空间的完全特征向量系，即它们或是奇的 
或是偶的向量.这种情况可以得到实际 应用： 如果向量 x (> 是偶的或是奇的，则所有向量 x " 
具有同样的性质，因此在寻找每个后续向量 x " 时应该限制确定它的分量的前一半.此外，可 
以将相应于分量和的系数结合起来.例如，在为偶向量时 x " 的分量的计算 
可以按公式 

m/2 

^ r i +l = ^2 (叫 + 

进行.在这类迭代过程中我们不会超出偶或奇向量子空间的边界.因此如果 x G 和 ei 属于不 
同的子空间，则不会出现分量平行 于 61 的向量. 

除了在寻找每个向量 X "时直接消减计算量以外，由于如下原因利用性质 （2) 也是有益 
的.相当典型的情况是带有不大的奇数下标的特征向量是偶向量，而带有不大的偶数下标的 
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特征向量是奇向量.假定 | A 」 > | A 2 | > | A 3 | > •• •，则当为偶向量时总是有 

x n = C ] A 7 | l e 1 十 C3 入+ ... = c ： i/\?ei 十（9(|入3「）， 

于是，当 二 （ XaW . X ^ Ax ' X 71 ) 时 

入 (/” - 幻 = 0 (\\ 3 /\^). 

相应地当 x G 为奇向量时有 

X ” 二 02 ^ 2^2 4- 0(1 入 4 广） 

且当； 4 n ) = ( xW ' xl / tx ' xn ) 时 

Ap ) - A 2 = 0(| A 4 / A 2 | n ). 


为此不会出现任何问题来遏制分量与 ei 成比例. 

如果 |AJ > 1，则当 n — oc 时 || x 1— oc ， 因此对充分大的 n 发生阶码溢出和计 
算中断.如果 |Ad < 1,则11 x 1—0,且由阶码的有限性在计算机中可能出现从某个 n 
开始 X ”三 0. 为了避免这些现象.要及时对向量进行规范化使得 || x 1 = 1. 

对实际的误差估计和提高迭代过程的收敛速度可以采用过程以及另一些类似的 


提高求解线性方程组收敛速度的方法.例如，可以应用形如 X -+ 1 的迭代，其 

中多项式 g k (A) 的特殊选择与矩阵 X 的谱的已知信息相关. 


因为当 .4 = .4 r 时 


max A : 4 = sup 


(A 


min A 


(X X) ^ x (X ， x) 

则某些搜寻矩阵 ,4 的最大或最小特征值的方法以寻找泛函 ^>(x) = (Ax,x)/(x,x) 的驻 
点为基础. 


inf 


(Ax,x) 


习题2 设 A ! ^ 5,当 i 二2, • •. ， m 时1 < \ < 3. 使得根据给定信息有最好的 
收敛速度，建立形如 x n+1 = {A + cE)x n 的迭代过程找到 

对\ % 1,当 i 二2，.. . •，7 n 时2彡\彡3完成同样的工作. 

§13. 借助 QR - 算法的完全特征值问题的解 

存在一些精心研究的算法和程序用来求解完全特征值问题.因此.当岀现这样的问 
题时，建议首先应用求解这类问题的标准程序.其中最完善的是基于 QR - 算法的各种变 
形，该算法的一般流程如下. 

设4为任意实矩阵.由§2中的引理.可以将该矩阵写成 A = U T A n ^ u 其中 y 为 
正交矩阵，而 ^ n - l 为右三角形矩阵.将这个等式写成 

A^QxRu ( 1 ) 

其中 A 为正交矩阵，而风为右三角形矩阵.由 （1) 有 Ri = 因此矩阵山= 

RiQi =Q- x a AQx 相似于矩阵 A 
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按照下列规则建立矩阵序列 A n . 矩阵七 展开为形如人二 Qn ^ lRn ^ l 的正交矩 
阵和右三角形矩阵的乘积，11让 A n+ [ = i ? n + lQn + l - 因为 A n + 1 = Qn + l ^ nQn ^- l ^ 则所 
有矩阵互相相似且相似于原始矩阵儿 

让\为矩阵4的特征值，按模不增的方式排列 

l^il =…= |A/,| > |A/ 1 + i| =… •二 \\ h \ 〉…> |A/ s _ l+ i| =…= |A Z J. 

定理（省略证明） 设矩阵4的所有主子式非 奇异. 那么，矩阵序列火 „ 当 n — oc 
时形式上收敛于分块右三角形形式，每个块相应于按模相同的特征值. 

形式上收敛于分块右三角形矩阵意思是指在对所有矩阵进行同样的行和列排 
列以后得到的矩阵 in 满足关系：如果 4 < lk+ij < i 或者 4+1 < j，k = 1, •… ， s, 

则 < n) — 0. 

在实现描述的建立矩阵的算法时，实际上将看到矩阵的元素可能很小.让 
这些元素等于零且进行相应的行列重新排列，我们得到分块右三角形矩阵.这个矩阵的 
特征多项式等于对角线上各个分块矩阵特征多项式的乘积.如果矩阵4的所有特征值 
的模互不相同，则这样的行列重新排列不必要.矩阵趋向于对角线上元素等于这些 
特征值的对角矩阵. 

如果不仅要求寻找矩阵 A 的特征值.而且要寻找其特征向量以及其伴随向量，则在 
建立矩阵序列 ,4 Tl 的过程中应该记录下正交矩阵 P n 二 Qi … Q n , 它由递推公式 P n+1 = 
PnQn + l 来计算. 

习题1 证明 QR - 算法的每一步需要 iv 〜 10 m 3 /3 次算术运算. 

在实际中人们致力于研究各种提高收敛速度的算法.其中的方法之一归结如下.矩 
阵4预先化成等价的几乎右三角形矩阵. 

如果当 j i — 1时 ay == 0，则称矩阵乂为几乎右三角形矩阵. 

变换矩阵^4为几乎右三角形矩阵的算法在于逐步建立矩阵 A 使得其前/列具有 
几乎右三角形矩阵的形式，即若 j i — 1 且 j < /， 则 ay = 0. 对于矩阵 4 的第/ + 1 
列元素建立反射矩阵 U l+i (参看 §2) 使得在 B = 中元素 ，6 U +1 与 A 

的相应元素相同，而元素 6 /+3 j + i , ••- 等于零.让= Ut ^ AtU ^. 右乘矩 

阵 U 〔' 不改变矩阵 B 的前/ + 1列，因此矩阵为所要求的形式.在得到几乎右三 
角形矩阵 A m _! 以后再以最初形式应用 QR - 算法. 

习题2 证明，在这样的情况下， QR - 算法的每一步要求 iV 〜 6 m 2 次算术运算. 

为了更大幅度提高收敛速度应用带移位的 QR - 算法. 亦即，按递推公式 

A — uiE = Q\R\, Ai = R\Q\ + 

• • • 

Ai-\ — uiE = QiR“ Ai = RiQi uiE 

建立正交矩阵序列 Qz 和右三角形矩阵拍.矩阵烏相似于矩阵 A 由于“移位的引 
入成功地提高了收敛速度.关于参数 W 的最恰当选择的问题我们不再研究. 
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本章中特別导出了求解线性方程组的大量方法.求解问题时究竟应该选择其中的哪 
种方法呢？ 

如果方程组的阶不是很高，且按照机时消粍算术运算次数的量级 m 3 可以接受，其 
中 m 为方程组的阶，则可直接应用反射方法（算术运算次数 ；V = 4 m 3 /3) 或者追赶法 
(算术运算次数 iV a 2 m 3 . 但计算误差的偏差更小）的标准程序. 

在应用当前广泛采用的多 处理系统中， 应该注意到利用求和的（成对求和）非标准 
方法反射方法容 许并行处理达 0 (m In m ) 并行步，追赶法具有“隐 蔽” 并行性且其实现 
需要 0 ( m ) 并行步. 

当然，在此情况下应该注意到反射或追赶法的精确情形对于一般形状的矩阵来说要 
求同时在计算机中寄存 m 2 量级的数.如果这个存储量不处于计算机的内存中，或者由 
于程序的结构或者由于计算机内存和外部存储之间的信息交换可能不够快，应用这些程 
序可能是不适当的. 

在适当应用这些方法时，要想到分析是否町能应用结构最简单的迭代 方法： 简单迭 
代、赛德尔方法、超松弛方法、最速下降法等.如果求解单个问题，则由于相应程序的简 
单性，这些方法的应用可能完全适当.如果应用这些方法需要耗费大量的机时，则应该 
分析是否可能应用结构更复杂的方法：最优线性迭代过程、应用切比雪夫多项式根的方 
法、共轭梯度方法、应用谱等价算子的迭代方法等. 

如果问题的阶如此高以至于其解本身，即 X ,不处于计算机的内存中，则有时应用 
求解线性方程组的概率方法，其讨论超出了本书范围. 
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第七章非线性方程组和最优化问题的角军 


最优化问题，无论是生产过程还是经济过程的最优化，也无论是结构最优化还是数 
值算法最优化，其求解都把所研究问题的数学形式归结为寻找泛函的极值.最典型的情 
况是定义在区域 n 中的多变量函数的最优化问题，这个区域大多由不等式或等式来描 
述： 在条件 

，… ， Tm) ^ 0, i = 1，… 

你(工 1 ， . • . , X m ) =0， i = l .-- ,q 

之下求 

ilif 少 (on, … ,x m ). 

工 • 1， • • • ，工 m 

多变量函数的极小化问题也出现在应用变分方法求解数学物理问题的过程中，也出现在 
其他一些应用数学分支中. 

方程组 

••- , J ; m ) =0, 7: = I ,... ,m 

也记为 

F(X) = 0, 

它也出现在上述的许多问题中.例如，在第十章中将讨论求解边值问题时出现的类似方 
程组. 

函数极小化问题和方程组的求解可以互相转化.如果当 ( yu ... , Urn ) ^ ,0) 

时 屯(讥，… , y m ) 〉 ◦ 且少 (() .…， 0) = 0,则方程组 F ( x ) = 0的解等价于如下函数的 
极小化 

少 ( < /*1 (- 2:1 ， • . • ， 1 _ ’ . ， (工 1 ，.’ • ， *^' m )) • 

另一方面，设 inf 伞(:，… , x m ) 4 G 的内部中某个点 X 达到，且函数少在这个 

点可微，则极小值点4如下方程组 的解： 

^ Xi = 0, i = 1.… ， m. 
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这两个问题可以相互转化并不意味着仅仅只需要考虑其中的一个问题.这些问题可 
以相互转化表明它们是同等闲难的.关于这些问题的困难性表明.即使对于不是非常大 
的 m 也不存在通用的求解算法.缺乏这样的算法是由问题的本质所导致的. 

同时，对于大的 m 的问题也存在有效的求解算法，它们具有一定的内部结构（特別. 
包括使用变分法求解数学物理边值问题时产生的问题). 

假定给定类中的每个典型问题求解时要对应用于这类问题的方法进行理论上的研 
究和实验“调试”.在实际中.函数极小化问题向非线性方程组的转化，或者相反的转化 
是以降低求解的闲难性为目的的. 

例如.有时采用如下方式求解非线性方程组.首先建立泛函，它的极小值在方程组的 
解上达到.然后给岀极小值点的初始近似，以某种下降方法（参看 §3) 进行迭代且以这样 
的途径得到方程组解的满意近似.从这个近似出发借助于某个迭代方法进行精确化.这 
个方法要对方程组的求解问题特别有效.例如牛顿方法（参看 §2). 

我们来解释导致这种组合式应用方法的原因.我们把使得按给定方法的迭代收敛于 
问题解的初始条件集合称为方法的收敛区域.在初始阶段.应用下降方法比应用求解方 
程组的特殊方法具有更宽广的收敛区域.同时，后者在充分好的初始近似情况下通常具 
有更好的收敛速度.这也决定了把它应用在迭代的最后阶段. 

在求解线性方程组的例子中也看到.这个问题转化为寻找泛函极小值的问题导致构 
造求解原问题的新方法. 


§1. 简单迭代方法和相关问题 


正如线性方程组一样，我们从简单迭代方法着手研究 
这个方法 如下： 把方程组变成 


g(x )， 


或者 




^ TTI ) 


1 


rn 


且迭代按如下公式 进行: 


g(x n ), 


也即 


= " ㈣ ，…，: c )， 


1, ... ,rn 


( 1 ) 


⑺ 


我们来研究这个具有一般性的方法.设//为完备度量空间，而算子 y 二 g ( x ) 将// 


映射到自身.考虑迭代过程 


n+1 


g(x n ) 


(3) 


它用于求解方程 


X = g(x). 


⑷ 
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如果对某个 q < I 映射 y = g ( x ) 满足条件：对所有的 Xi ， x 2 有 

p ( g ( xi ), g ( x 2 )) ^ ^ p ( X !, X 2 ), (5) 

则这个映射称为压缩的. 


定理如果映射 y = g(x) 为压缩的，则方程 x = g(x) 有唯一的解 X ，并且 


p(x ， x^k 


q n a 
1 -(/ 


其中 a = p(x [ p(x,y) 为 x 与 y 之间的 距离 . 


证明 由 （5) 有 

= p ( g ( x ”). g ( x "— ⑽ ( x ' x " - i ), 

因此 p ( x n +1 , x n ) ^ q n p ( x l , x °) = q n a . 当〖> n 时有 一 系列不等式 

p ( x / , x n ) ^ p ( x ', x l ~ { ) + . . ■ + p ( x n+1 . x n ) 


< r/’- 1 a + … + q n a ( q n a ^ q 


q 1 a 


⑹ 


由柯西准则，序列^ 


o 


Q 


具有某个极限 X . 对 （6) 求/ 

q n a 


的极限，得到 


p(X ， x〃K 


一 •组 关系式 


1 -(/ 


p ( X ， g ( X)K p ( X , x ^ 1 )+ p ( x ^ 1 , g ( X )) = p ( X ， x " +1 ) + P ( g ( x ”‘)， g ( X )) 


" n + l " 

^ P ( X , X * 1 ) + gp ( x ' g(x)K 

成立.因为 n 为任意的，则 p ( X , g ( X )) = 0. 于是, X = g ( X ). 假定方程 （4) 有两个解 
X ,和 X 2 , 则 p ( X 1 , X 2 ) ^ / 9( g ( X 1 ) ? g ( X 2 )) ^ (7 P ( Xi , X 2 ) < p ( X 1 , X 2 ), 导出矛盾.定 
理得证. 


注记 当 n = 0时从 （6) 推出 p ( x l . x °) ^ 于是，所有近似值属于区域 

1—3 

fl ( x [ \ h ) : p ( x , x °) ^ h , h = a /(I — q ). 

在证明定理时映射 g ( x ) 仅仅针对集合 ^( x °,/0 的元素应用,而压缩性条件仅用于相应于 
集合 n ( x { \ h ) 中的元素对.因此,在定理叙述中只需假定映射 g ( x ) 定义在集合 ^( x °,/0 
上且对所有的 X ], x 2 G Q ( x °, h ) 满足条件 （5). 

如果求解一个标量方程，则简单迭代方法具有简单的几何解释.在平面 （ A ?/) 上 
画出 y 二 g ( x ) 和 y = x 的图像.这些线的交点相应于要找的解.如果在图上存在点 
(.r n ,.T n+1 ) = ( x n , g ( x n )), 则通过它画直线 v = .x n+1 与直线 y = x 相交，然后画直线 
a ； = 与曲线 y = WaO 相交，我们得到交点 （ x n +1 ， x n +2 ) .图 7.1.1 分别展示了在 
下列情况下后续近似的性质: a ) 0 < g \ x ) < 1 , b ) -1 < g \ x ) < 0 , c ) 1 < g \ x ), d ) 
g '{ x ) < -1. g \ x ) > 0 时的单调性质和 g \ x ) < 0 时的振荡性质不难从如下关系式看出: 

x n+1 -X = g(x n ) - g(X) 〜 g\X)(x n -X). 

对于非线性方程组 F ( x ) - 0, 类似的赛德尔方法是一个迭代过程，其中近似分量由如下 
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图 7.1.1 


关系定义: 


/狀屮 1 ，吋,… ,0 = 0. 

/ 2 (0 奸 , 0 - 0 , 


⑺ 


寻找每个新的值 x ^ 1 一般要求求解带一个未知量的非线性方程 

力« +1 ，…，工 ㈡ ，；!^ 1 ，：!^，…，:= 0. 

存在介于迭代方法 （2) 和 （7) 之间的方法，其近似分量由如下关系式定义: 

工 ? +1 =分 i( 工? ■，… O ， 


4 ，+ 1 =卩2« +1 ，的，…，0, 



方法⑺和⑻曾特别广泛地应用于各种模拟装置，因为它们要求较少的存储量且易于 
实现. 
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在方程组解 X 的相当小的邻域内为了使用简单迭代来近似，我们有 


其中 


x n+1 — X = g ( x ") — g ( X )^ B ( x n - X ), 



- dx j \ x 


(9) 


于是，在解的小邻域内寻找近似时,迭代方法 （2) (以及过程 （7) 和⑻）的近似误差 
大概服从与线性方程组求解的迭代方法误差同样的规律.关系式⑼的出现可以提高迭 
代过程的收敛速度. 

我们来研究 m = 1的情况，并建立类似的过程.当已有近似？时我们记 
: r nl = g ( x n ), x n2 = 由 （9) 有 

x nl - X ^ g \ X ){ x n - X ), 


x n2 -X ^ g , { X ){ x nl - X ). 


从这些关系式得到 


g '{ X ) ^ 


X 


n2 


X 


Til 


x nl 


,n2 


X 


X ^ 




nl 


X 


712 


X 


n'2 


X 


nl 


- g \ x ) 




X 


nl 


X 


n 


X 


nl 


x n2 x- n - (j; nl ) 
x n2 — 2 x nl + x n ' 


nl \ 2 


X 


ri2 


X 


nl 


nl 


g i ^ t v 

接下来在近似之后我们取 ' ' 

x n 2 x n - ( x nl ) 2 X n g(g{x n )) - {g{x n )) 2 


x 


n+1 


n2 


— 2 x nl - {- x n g { g { x n )) — + x n ' 


( 10 ) 


针对方程求解方法的特征我们引入方法的阶的概念.如果存在 Cl >0, c 2 < oo 使得 
在条件 p ( x u , X ) ^ ci 之下成立 


p(x- + 1 ? X)^c 2 (p(x",X)) fc , 

则称方法为第 A : 阶的 . 越大，在小的 p ( x ' X ) 值之下迭代过程的收敛越快，但在此情 
况下每次迭代更困难.在与此相关的实际计算中广泛使用一阶或二阶方法（例如，由公式 
(10) 定义的方法，或者下节要研究的牛顿方法). 


注记有时在文献中遇到另一些在我们看来不太合适的阶的 定义： 例如，如果在方 
法的实现时函数/,有直到& - 1阶导数，则称方程组 F ( x ) 二0的求解方法有 A : 阶 • 


在 §6.10 中我们研究了借助于谱等价算子求解线性方程组的迭代方法.类似的方法 
也用于求解非线性方程组.选择算子 G ( x ) 使得 x = 0是方程组 G ( x ) = 0的唯一解. 
对方程组 F ( x ) = 0 的解的近似 X -+ 1 由关系 

G(x n+1 - x n ) = F(x n ) (11) 

确定.应用最广泛的情况是 G 为线性算子.在一些情况下算子 G 的选择与 n 有关，甚 
至 与近似#有关.那么，在方案 （11) 中也包含了下面要研究的非线性方程求解的牛顿 
方法. 
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§2. 非线性方程组求解的牛顿方法 

如果已知方程组 

F ( x ) = 0 (1) 

解的充分好的初始近似，则提高精度的有效方法是牛顿法. 

牛顿法的思想归结 如下： 在已有的近似 x " 的邻域内原问题被替换成几个辅助的线 
性问题. 

后一问题的选择使得在已有近似的邻域内替换的误差比前一问题具有更高阶小的 
量（随后将给出其定义).取这个辅助问题的解作为后续近似. 

我们来研究标量方程 f ( x ) = 0的情况.自然取线性问题 

/(;) + - X n ) = 0 

作为其辅助问题.这个问题的解 X 二_ f(X n )/f(X n ) 被用作原方程解的后续近似，即 
迭代按如下公式 进行： 

*’、n + 1 ~ — ,f () / ., (丄 n ) • 

下面来研究更一般的情况——非线性泛函方程的解. 

设 f ( x ) 为将线性赋范空间奸映射到线性赋范空间 y 上的算子，其中 y 可能与 
H 相同.这些空间的范数相应地记为 || • || w 和 || • || y 、 如果当 || h|U — () 时满足条件 

||F(x + h)-F(x)-Ph|| y =o(||h||H )， (2) 

则从空间//到 F 的线性算子 P 称为是算子 F ( x ) 在点 x 处的导算子.今后将通过 
F ， (x) 来记这样的算子 P. 例如，设 

x = (. xi , ••- ，: r m ) T . F = (/ i , … ,/ m ) r . 

如果函数 /, 在给定点 x 的邻域内连续可微，则 

fi ( x \ 4- //■!，• • • , x ni + h m ) = fi (x 1 ，…， x m ) 4 - [ 3.1 八士 ' o r . (" h ll ). 

如果取左乘矩阵 ^ 

F ； ( x ) = \^~ 

作为算子 P . 则这些关系式的全体可以改写成形式 （2) .在 m = 1 的简单情况下，算子 
P 变成了乘导数尨的算子. 

设 X 为方程 F ( X ) 二 0的解 . x " 为 X 的某个近似.假定存在导数 F ' 由 （2) ，我 

们有 

|| F ( X ) - F ( x n ) - F , ( x n )(X - x n )||y = o (|| X - x n \\ H ). (3) 

如果值 ||X - xIh 很小，则可以写出近似等式 

F ( x n ) + F / ( x n )( X - x n ) « F ( X ). 

因为 F ( X ) = 0,所以 

F ( x n )- hF , ( x n )( X - x n )«0. 
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F ( x n ) + F , ( x n )( x n+1 - x n ) = 0 

的解存在，就把它取作后续的近似 x '〃 +1 . 顺便说一句,最后一个方程具有 (1.11) 的形式. 
假定算子 F ' 可逆，则这个解可以写成形式 

x n+l = x n — (F ’ (x n))-I F ^ny ⑷ 

这个迭代过程叫作牛顿法. 

设 = {x : ||x - X\\ H < a }. 假设某些 a , ai , a 2,0 < a , 0 < ai , a 2 < oo 满足条件: 

对任意 x e 和任意的 y 有 ||( F / ( x )) _1 y||H ^ ai||y||y, (5) 

对任意叫， U 2 G 有 

l | F ( ui ) - F ( u 2 ) - F / ( u 2 )(ui - u 2 )||y < a 2 || u 2 - Uil ^. (6) 

H c = « 1 « 2 , b = min { a , c -1 }. 

定理（关于牛顿法的收敛性） 在条件 （ 5) ， （ 6) 和 x Q G 之下牛顿迭代过程 （ 4) 
以如下误差估计 收敛： 

IK - XIlWcHx 0 — XU ") 2 ' ⑺ 

注记 如果在上面研究的例子中在函数解的某个邻域内有有界的二阶导数，则 
由泰勒公式有 

My) = A(x) + f 夂 ’“.’t: 二 --- (yj — %) + o(lly — x || 2 )， 

j=l 

于是，条件 （2) 满足. 

证明 设 x () G 【 V 对 n 应用归纳法证明所有的 x " e 〖4.假设这个结论对某个 n 
已证明.因为6彡 a , 则# G Q a . 将 iii = X . u 2 = 代入 （6) 得到 

l | F ( X ) - F ( x ") - F ，( x")(X — x")||y < a 2 || x " - X || 2 … 

因为 F(x n ) = -F/(x n )(x n+1 - x n ) ，而 F(X) 二 0, 则上述关系式可以改写成 

||F / (x")(x^ 1 -X)||v^a 2 ||x"-X|| 2 H . 

回顾 （5) 得到不等式 

||x 斜 1 -XllWcllxn-X^. (8) 

由此推出 

| x ’’+i _ x||/f < cb 2 = (cb)b ( b, 

因此 x ri +1 也属于 rv 于是，当 x G g %时所有的 x n 也属于且⑻式满足. 

设 g n = c || x n - X ||//. 不等式 （8) 乘 c 以后写成 (? n +1 彡 d •对 n 进行归纳证明不 
等式如< W . 当 n = 0时它是正确的.假设它当 n = k 时正确，我们得到 

^+1 ^ qt ^ (^t) 2 = Qo k+1 - 

于是，对所有的 n 有这意味着 

c || x n - X | U < ( C || x °_ X | ⑹ 2 ' 
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由此推出 （7) .由 C 和6的定义 

6*|| x ° — X ||， ■/ < c 6 彡 1， 

因此 — X . 定理得证. 

算子 F ^ x ") 的逆通常比值 F ( x n ) 更难计算.因此，牛顿方法常常需要按如下方 
式进行修改.在计算过程中选择或者预先给定某个递增的序列=().〜，&,•••.当 
71 k 彡 n < rik + i 时按如下公式进行迭代： 

X n+1 = x n _ (F'xW))- 1 F ( x n ). 

伴随这个修改，迭代次数的增加可以通过每一步迭代的“低廉代价”得到补偿.序列 { n fc } 
的选择要考虑这两方面的因素. 

我们来对标量方程 f ( x ) = 0的牛顿法给出几何解释，其中计算公式 （4) 变成 

x r^l =x n_ f{x n )/ff{x n ) ⑼ 

为得到: r n +1 , 几何上应该找到曲线= f { x ) 在点 { x n , f ( x n )) 的切线与 x 轴交点的横 
坐标（图 7.2.1). 即使在 ' f ( x ) 为三次多项式情况也可能出现由于初始近似选得不合适导 
致序列 { x n } 不收敛于根. 



图 7.2.1 图 7.2.2 


例如，在图 7.2.2 中展现的情况，所有偶次近似与 a 重合，而所有奇次近似与重 
合.这就是常说的，方法“进入了死循环”.对于更复杂的 问题. 当初始近似选得不合适时 
近似，的实际情况更加尤规律且更难进行分析. 

我们来比较牛顿法和简单迭代方法的渐近收敛速度.对于后者我们有误差估计 

|| x n - X || W — X ||, q <\. 


为使误差变得小于 e , 由上述估计只需取 

, || x ° - X || 

n ^ log 9 _i --- 

对牛顿方法，如果 ^ 


log 


… log2 1。 呼 〜 log2 log2 

lo&2 ㈣ 


则 （7) 的右边部分将小于&于是，渐近地，当 


0时牛顿法要求较少的迭代次数. 
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习题 1 证明，对于 / C 阶方法， / C > 1 , 在存在足够好的初始近似情况下，为达到精 
度 e 所要求的迭代次数将是 n 〜 log log e -1 / log / c . 


注意到写成公式 （4) 的牛顿法本身是简单迭代方法的 
变种.在标量方程 f ( x ) = 0的情况下还可以很好地看到牛 
顿法的一个特点.式 （9) 的右边 g ( x ) = x - f ( x )/ f f ( x ) M x 
的导数等于于是，如果 f ( x ) # 0,则 
g '{ x ) = 0,且在此情况下图 7.1.1 变为图 7.2.3 的形式. 

牛顿法是获取整数次方根的方便的方法.获取根％ 
的问题等价于求解方程# - a = 0的问题，其中7;为整数. 



在此情况下的牛顿法计算公式变成 

1 = 



图 7.2.3 


习题2 研究当1 < a < 4时计算^的算法，初始值: to 取为等于对于 v/S 在 

[1,4] 上的最优一致近似的多项式的 值 ：: ro = Pl ( a ) = M 验证不等式 - v^l ^ 
0.5 . IQ- 25 的正确性. 


求解标量方程 f ( x ) = 0时除了牛顿法外还 应用割线法 . 

这个方法的最简单情况归结如下.在迭代过程中固定某个点:近似 X -+ 1 按照通 
过点 （/,/(/)) 和 { x n J ( x n )) 的直线与 x 轴交点的横坐标来寻找（图 7.2.4). 

更有效的方法是取通过点 （ x ^ 1 ，/^^ 1 )) 和 ( x n , f ( x n )) 的直线与 x 轴交点的横 


坐标（图 7.2.5) 作为 X -+ 1 . 这条直线的方程为 

y n { x ) = }\ x n ) -h {x - x n ) 


- j\x 


-1 


X n — X 


从条件得到 

— f{x n ) - fix 71 - 1 )' () 

当值 |， +1 - x n | 或 |/( x n+1 ) - f(x n )\ 之一小于某个预先给定的小数6 > 0时，计算停 


( 10 ) 


止.与牛顿法一样，为达到精度 q 这一方法在足够好的初始近似之下要求 O ^ lnG / e )) 
次迭代. 



图 7.2.4 


fl 7.2.5 
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在求解 m 个方程的方程组 

F ( x ) = 0 

时，切割法的一个可能的推广如下.假设已定义了近似 , x - 且已知值 

/狀卜-)，… ，/,(?). 

让 y = Li ( x ) 为通过点 

n(x— )) ， ••• ’(x'/w)) 

的平面方程.取如下方程组的解作为后续近似 X # 1 : 

Li ( x ) = 0, i = 1， • • • ， m . 

当 n 很大时这些平面实际上变得平行，因此当 m 〉1时这个方法很少应用.通常 
只在精度要求不高时应用. 

实际上，当 n — 00时.这个方法具有顶点在 x 〃- m ，…， x n 的 m 维“压扁”的多 
面体的特征.其结果是使方程组 L “ x ) = 0 的条件数快速恶化.于是，算法变得对计算误 
差不稳定且常常不再收敛. 

最近出现了切割法的更完善的推广. 

除了上面描述的方法以外，还存在大量其他类似方法，其中在根的邻域内函数 /(. r ) 
由某个函数 g ( x ) 近似.而对这个函数，方程 g { x ) = 0可以有显式解.但是，所有这些 
方法的应用必须要有解的足够好的近似.有时应用 交叉方 法来确定它.定义 bo 使得 
f ( a 0 ) f ( b 0 ) < 0. 以某种方式选择点 cq e ( a 0 ,6 0 ), 例如，取 cq = ( a 0 + 6 0 )/2, 或者取通过 
点（知,/(«0))和 ( boJ ( b 0 )) 的割线与 X 轴的交点作为 Q ). 在计算得到 f ( c 0 ) 之后，从 
区间 [ a 0 , c () ] ^ [ c 0 ,/； 0 ] 中选取一个作为区间使得在其端点函数 f ( x ) 取相反的 
符号.如此进行下去. 

一个重要的问题是研究有效方法用于求解特定的典型方程.为寻找既带有实的乂带 
有复系数的多项式 P ( z ) = a 0 z m + ... + a m . 的根.这样的方法是 抛物线方法. 在给定 
根的近似后，按如下方式确定近似〜 +1 .建立二次插值多项式，它在点 
^n — 2 i ^n — \f 处与 P ( Z ) 的值相同.取这个多项式的最接近 2 n 的根作为 2 n+ l - 在抛物 
线方法的标准程序中对这个流程进行了修改. 

§3. 下降法 

经常应 用下降 法求解泛函的极小化问题.在给定近似下确定某个方向，沿着这个方 
向泛函减小，并且近似沿着这个方向移动.如果选择移动的值不是很大.则泛函的值一定 
减小 • 

我们来研究几个下降法的例子. 

在赛德尔方法的收敛性研究中，对于方程组二 b 当 A 〉0时我们曾描述了 
函数伞(: Ti , … ,. x * m ) 极小化的按坐标下降的循环方法：在给定近似 ^(： ri ,. T ^, - - - , x () rn ) 
后寻找值： Ti = x} 使 inf ^>(.Xi,X2, - - - , x ° m ) 达到极小值.然后寻找值： T2 二 4 使 
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¥ ( 1>(吨心，4...4,)达到极小值，等等.过程循环往复. 

2 以 PkX 记从 X 按坐标以下降得到的近似.按当前坐标下降得到近似后,下一个近 
似可以按循环坐标下降法写成 

x 1 = P 1 x°,x 2 = P 2 P 1 x 0 ,.-- , 

x m = P m ... Fix 0 , x m+1 - Fix 0 ,--- 

这个方法的实际实现时导出单变量函数的极小化问题.我们来单独研究单变量函数 
Hx ) 在给定极小值点的初始近似: r 二 x () 后的极小化问题.因为这个问题通常不能精确 
解决，所以常采用如下 方法： 取某些值:且建立满足条件 

Q 2 ( x 0 ) = ^( x °), Q 2 {x°) = ^>( x °), Q ‘2( 呈 °) 二伞 (5°) 

的拋物线"二 Q 2 ( x ), Q 2 { x ) 的极小值点的横坐标 x 取作下一个近似: r 1 . 可以建立一维 
情况的例子，其中按所描述方法得到的点序列不一定收敛于函数伞 ( x ) 的原来极值点. 

甚至如果在每一步按照相应的坐标搜寻函数 , x m ) 的绝对极值，则即使 
m = 2也可能出现迭代过程不收敛于原来的绝对极值点，而收敛于某个局部极值点.图 
7.3.1 展示了这样的函数的等高线和所得到的近似.在循环方式中下降就不一定了.从前 
面的研究看到，如果沿某些坐标的下降能保证函数 ^ x ) 的减小程度最大，则有时按照 
这些坐标的部分下降更适合. 

在另一些情况中，对每一个 n 在得到近似以后选择某个坐标集 

工 i(n，l ) ， ••• ， ^i(n,g(n)) ? 

从近似出发按这组坐标独立进行下降，即找到点 P i(n ^. 进一步计算 

啊 ㈣ x n) ， 

且相应的极小值点 P l { n ^ n 取为 x ^ +1 . 

有时用于实现下降的坐标编号的选择是不确定的.在这种情况下，我们称之 为随机 
按坐标下降. 

另一种下降方法 是最速 （梯度）下降法.按如下形式寻找后续近似（参见图 7.3.2): 

x n+l =x n — 5ngrad $( x n). 



图 7.3.1 



图 7.3.2 
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值心由条件 


min ^>(x 7/ — 8 n grad 伞 (x n )) 

确定，即这个算法又是由单 变量心 的函数的依次极小化构成. 

正如按坐标下降方法一样，在最速下降方法中不必获得单变量极小化辅助问题的完 
全解.在极小值点邻域内这个函数改变很小，旦精确寻找极值点不会产生本质的效果.在 
最速下降法情况中，关于单变量辅助函数极小化的计算量问题，还应该考虑函数值 少 ㈤ 
及其梯度计算的相对闲难性. 

为解释如何选择求解方法问题.我们来研究下列典型 问题： 常微分方程组的非线性 
边值问题的求解.在第九章将指出，这个问题可转化为非线性方程组 F ( x ) = 0的求 
解，即 


fi [ x ) = , x m ) = 0， i = 1, …， m 

的求解，且它具有如下性质. 

寻找一个值的计算量和同时计算同一个点的所有值力汴)，《=1，-. ，m 的计 
算量是一样的.将该计算量记为儿直接寻找值 OM ^/ dxj 和同时计算同一点的所有值 
dMx )/ dxj,i = 1...- , m 的计算量也是一样的.将该计算量记为 R 通常 B 》 A 
那么，在用牛顿法求解问题时，合理地应用近似公式 

3 fi (X. 1, ... ，工 m ) 〜 A ( 工 1， . . •，工 j — 1 ，工 j + △，工 j +1， . . . ， ^'m ) — j ， . . • ，工 m ) 

dXj △ 

⑴ 

计算导数 dfi ( x)/dxjj = 1,… ， m . 

牛顿法的收敛区域通常不是很大.因此，至少在迭代的初始阶段将这个问题的求解 
适合转化为某个泛函的极小值.且应用某个下降方法来求解.我们来研究简单的泛函情况 

m 

少 ( X ) = 5 Z ( W “ X )) 2 . 

因子人 = const ^ 0称为权值，它们从具 I 问题的条件中选择. 

设 x " = C ) 为得到的近似，且沿方向 △ = (~，… , A m ) 完成下降，其 

中 || A || = 1. 计算沿此方向导数的近似值 

l l = ( f l ( x ^ eA )- f i ( x n ))/ e . (2) 

在直线 X = + /△ 上有 

/i(x) % fi ( x n )-\ rtli . 

因此，下一个近似 x - +1 = X " + Z △由如下条件来 确定： 

m 

min ^ ( Xi ( fi ( x n ) - f - tl t )) 2 . 

注意到在此情况下在公式 （2) 中存^如何恰当地选择 e 的问题（为此参看 §2.16). 

存在约束条件时的函数极小化问题也称为条件极小值问题.条件极小值问题可以叙 
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述如下：在条件 

( J . 1， • • • ， ) > ()? ’ = 1， • • • ，,， 

MW ， . ， An) =0 ， i = h...，q 

之下寻找极小值 

A = inf 伞 (2 、 ，•… ,x Tn ) 


(3) 

⑷ 

⑸ 


的问题与无条件极小值问题 


inf 伞(叫 ，…, x rn ) 

(XI ， … ,X yn )eRm 

的求解相比，即其中.^)的下界在整个空间 R 7 „ 上确定，上述条件极小值问 
题的求解遇到了另外的闲难. 

上面所描述方法的直接应用变得不可能，因此必须对其进行修改. 

同时，约束类型为 （3), (4) 的函数极小值化问题对应用来说总是很迫切的.例如，存 
在一个完整的数学分支叫作线性规划.它用于求解当伞 . 也为变量％的线性函数时 
的问题 （3) — (5). 

在与问题 （3) — （5) 的求解相关的另一些方法中.我们回顾罚函数法.建立满足下 
列条件的函数序列 ^> a ( x - i , ••- ， x m ): 

1) , X * m ) 对所有 ( xi ，- •- , x m ) 有定义； 

2) 当 A — oo 时 inf …， x m ) = Ax —^ A ] 

R m 

3) 如果存在点 （％，••• ，无 m ) 和,0使得 

中(无】，… , x m ) = A , 〜 ( 2 寸，… ; x ^ n ) = A x , 

则当 A 一 OC 时 （4,... ,0 —(无 1，... ，无 m ). 

代替求解原始问题 （3) — （5) 来求解当 A 充分大时的极小值问题 inf ^> A (. Ti , ••- . 

R-m 

) - 

函数 <1> A 要求满足的第一个条件常常替换成更弱的条件.函数少> 定义在某个单连 
通区域 g a 上，当点 On ,... , x m ) 接近区域的边界或者当 X ? +…+ 一 0 C 时（在区 
域 Ga 无界的情况下）有 * * - , x m ) -> oo . 

在一些具体情况中，条件 3) 也有某些修改. 

我们给出例子来说明如何建立这样的函数为此，关系式 （3), ⑷写成这样的形 
式使得也对于所有的（々，••• .Xm) 有定义（或者对于 G A 中所有的( X !,--. , x m ) 
有定义). 

引人某个定义在 — oc < t < oc 上的非增函数 /?. ⑴使得 lim / I ⑴ > 0, lim 

i —*• —oo 

h ( t ) = 0. 例如，可以取 
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取函数 

m q 

中(工 1 ， … . X s ) + ••- , Xm ) + xy ^ h (\ ipi { x lr - , Xm )) 

立 i 1 

作为中 A(Tl, … ，工 m ) .项 Xip ‘ f ( x u ... ,x m ) 的引入迫使区域中满足也(: Ti ，… , x rn ) = 0 
的极值点移动到 （：! 七… , x ^) ? 同时项 A / i ( A ^( x 1? --. ,; r m )) 的引入则迫使区域中满足 
灼 (A ，…，: r m ) 彡0的极值点移动到«… , x ^). 

罚函数法具有如下不足.可能对于大的 A . 函数的等高线常常使得极小化方法 
的收敛性实质上变慢.在求解具体问题时罚函数法的应用技巧在于适当选择函数少 a 使 
得对于给定的近似下界 |/1 - /UI < ^迭代方法收敛速度的减慢程度最小. 

相应于所指出的罚函数法的上述不足，人们研究了求解条件极小值问题 (3) — (5) 
的大量其他方法. 


§4. 将高维问题转化为低维问题的其他方法 


有时研究把多维问题转化为一维问题的形式化处理方法是有益的. 
假设要在区域 

灼 ( 工 1， • ■. , x rn ) ^ 0 , i= 1 , ••-，/, 

也(工 1 ， … ，了 m) = 0 ， j = h …， q 

中寻找函数 ^( x ir -, x m ) 的极小值克可以写出等式 

A = min * - - ,x m ) = niin^> m (^ m ). 

^ 1 j * * * ^rn ^ m 

其中 

伞 m (.Trr,) = mill 少 (Xi, . • . ， X m ). 


⑴ 


每次极小值按照相应于条件 （1) 的极小值函数的定义域来选取.于是，原始的 m 个变量 
的函数极小值问题转化成单变量函数的极小值问题.其每个值由 m -1 个变量的函数极 
小值来定义.我们将函数 ^ m ( x m ) 的极小值本身转化为单变量函数的极小值，其每个值 
乂由 m - 2个变量的函数极小值来定义.如此进行下去，我们得到一组关系式 

A = min^ m (a： Trl ), 

rn 

^ rn (^rn) = mill ^rn — 1 (*^m —1 •} ^ m i 

T 7 J — 1 


( I > 3 (: r 3 , • • • ， x rn ) = min 中 2O2 , •…， $ m )， 

工 2 

伞 2( 工 2, •… , x in ) = min<l>i(xi, • - - ,x m ). 

看似简单的方法其实伴随着大的工作假定每个单变量函数的极小化要求计 
算极小值函数的 S 个值.那么，极小化 < P m ( x m ) 要求在 S 个参数值 X m 情况下寻找 
min 即计算函数的泸个值.这本身又要求对 S 2 

十算 ^ n - 2 ( x * m -2,^- l ，. Xm ), 等等.最后，要求计算函数的 •严 个值.即使对适当 
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的 s 和 m , 例如 .s = lO.m = 10,这个计算量已大到无法容忍.但是对小的 m 某些研 
究过的想法的变型是有益的.例如，可能出现这样的情况.给定初始近似 （#,..• , x ° m ). 
对于不很大的6•值，如= 3或, s = 4,实现所指出的算法.为此在某个平行多面体 
\ xi - x ^\ ^ 上计算函数值.取所得到的极小值点 ( xj ,..- 作为下一个近似.用 

类似的方式寻找近似 «•••,<), 但函数值中在平行多面体^ AJ 上计算, 
如此进行下去. 

我们来研究另一个方法，它的一般结构与上而描述的类似. 

如果函数少的等高线类似于 圆圈， 则在应用下降法时沿最小值方向进行快速移动 
(图 7.4.1). 但是，实际上更典型的情况是这些等高线近似为半轴差别很大的椭圆.那么， 
按照梯度沿最小值方向移动时会相当慢（图 7.4.2). 



?| 7.4.1 



7.4.2 


假定这些“椭圆”的轴以自然的方式分为 两组： 第一组由 m ! 个同量级且相对较小 
的轴线构成，第二组由 m 2 个同量级且相对较大的轴线构成. 

在求解此类型中的某些问题时推荐使用下列方法.称之 为峡谷方法. 给定某些近似 
值 x D 和 X 1 ， 且从这些近似中的每一个出发应用下降法进行几步迭代.得到近似值 X G 
和 X 1 .从图 7.4.3 看出，这些近似值分布在第二组轴线邻域中的流形内.迭代过程在于 
得到这个流形邻域内的近似值序列 X ' X 1 ，.... 当 m 2 = 1时近似值 X & 1 按如下方 
式寻找.引入通过 XM 和 t 的直线，且在这条直线上找到中 ㈤ 的极小值点的近似 
于是，这个近似按如下形式寻找： 

x /+1 = X 1 4- a { X l - X ’- 1 ). 

进一步，从 x i +1 出发进行几次迭代，并得到也位于峡谷内的近似 X & 1 . 当 m 2 〉1 
时，近似 x z +1 有时以如下形式找到： 

x /+1 ^ X ^+ afX ^ X ^^- f-^grad 中( X '). 

从图 7.4.4 看出，所描述的方法当 4>( x ) 的等高线具有更复杂结构的一系列情况也是有 

效的. 

方程组 



(2) 
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图 7.4.3 图 7.4.4 


的解也形式上转化成依次求解单个未知量的方程.研究关于未知量 X 2 , . • •， X 7n 的方程组 

(工 1， . . •，工 m .) ~ O ' ^ ~ 2, • * * , 777 ,. (3) 

设 T 2(： Z ： l ), …, X m ( Xi ) 为其解.将表示： T 2( Xi ), ... , 代人 （2) 中的第一个方程得 

到关于一个未知量 A 的方程 

Fi{xi) = fi{xi. r x 2 (x l ),-- = 0 . ⑷ 

值: C 2 ( n ),... 的寻找以及求解方程 （4) 可以通过数值方式进行.选择某个 

方法按照函数 F ^ X ,) 的值求解方程 （4). 对于每一个的值 . ^基于 （3) 的解的结果得到 
值■•- , x m ( x x ), 然后将其代人 （4) 的中间表达式.为解方程组 （3), 对每一个值 
X !使用同样的方法. 

设 x 3 { xi , x 2 )r - - , X m ( Xi ,. T 2 ) 为关于 x 3 , ••- ,Xm 的方程组 

Mxir - ,^ rn ) = 0 ? i = 3 ，-.-，m (5) 

的解.将 ^3(^ l , a ；2)， … , X m ( a ： i , a ：2) 代入 （2) 中的第二个方程得到 

厂 2 (工 1 ，工 2) = ,2(a ： l,T2 ， a ： 3 ( 工 1 ，工 2 )， … ,x m (xi,x 2 )) = 0. 

对于每一个这个方程相应于 a ： 2 可解.其解为 x 2 ( xi ), M x 3 ( xi , x 2 ( xi )), - - - , x rn { xi , 
x 2 ( xi )) 也构成 （3) 的解.对每一组 x 1? x 2 , 将方程组 （5) 变成未知量个数少1的方程组, 
然后再求解，如此进行下去. 

如果为求解每个单个未知量的辅助方程要求 S 次函数计算，则总体上这个算法要求 
方程组右边部分计算的量级为 

关于这个算法的实际应用可以按照本节开始时描述的极小值方法应用一样进行同 
样的阐述. 


习题1 研究当方程组 （2) 为线性情况下所描述的方法变成什么形式. 
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§5. 用稳定化方法求解定常问题 


广泛使用的求解定常问题的方法是 稳定化方法. 在这种情况下，为了求解定常问题， 
建立非定常过程，其解随时间的变化恰好与定常问题的解无关，且稳定于原定常问题的 


解.我们来研究微分方程组 


— --h grad 伞( X ) = 0. 
at 


⑴ 


向量 dx / dt 与函数少( X )的梯度成比例，即正交于其等高线且方向指向函数伞( X )值递 
减的方向.于是，在沿着方程组 （1) 的轨迹移动时值 ^>( x ) 不会增加.形式上这个结论的 
正确性从不等式 

= (grad 伞( X )，= — (grad 少( X)， grad 伞( X )) (2) 


— (grad 少( X)， grad ^>( x )) 


( 2 ) 


推出，这意味着除了函数伞 (x) 的稳定点以外处处有 d ^( x)/dt < 0. 

另一个非定常过程，其解在相当一般的假定下稳定于函数 <^(x) 
微分方程组 


的极小值点.它由 


^ +7 | + grad$(x) = ( 

描述.为求解这个方程组，我们 有：若 dx/ 也/ 0,则 


7 > 0 


(3) 


dt 


dt ' dt 


dt ' dt 2 


grad ^( x ), 


dx 

dt 


dx dx 
dt ? dt 


< 0 . 


⑷ 


第一种情况中的函数中 (X) 和第二种情况中的函数 | (%莹)+伞( X )可以看作物理 


z \ ai ai j 

系统的能量，其变化由方程 组⑴和 ⑶描述.关系式 （2) 和⑷表明，所研究的非定常 
过程具有“汇”，或者如通常所说的有能量耗散. 

为了阐明如何适当选择7,我们来研究一个简单模型：^为标量， ^( x ) = 那 


.那 


么， （3) 变成形式 


x n + 7 工 ， 十 


相应的特征方程为 

-f- "yX cl^ = 0, 

其根为/ \ 1)2 = — ^ 士 y - tt 2 , 且 A；i / A 2 , 即 7 / 2a 时，通解为 Cl exp { Xit } + 
C2 exp{A 2 t}. 

所研究的方程解的递减速度由如下值定义： 

a(7) = max{ReAi, ReA2}. 

当7 < 2a 时有7 2 /4 — a 2 < 0,因此 

ReAi = ReA2 = ^(7) = 一 7/2 彡 —a. 
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当7 > 2 a 时值 A ! 和 A 2 为实数，且 


ReAi = + 


耶么 



2 


4 


2 > ReA 2 


7 

2 


rr(7) = ReAi 


—i + 



7 

1 


2 


a 


2 



a 2 a 2 



于是， a ( 7 ) 的图像具有图 7.5.1 所展示的形式，且 min (7(7) = ( r {2 a ) = - a . 
问题的研究结果可以推出下列定性结论. ^ 


从这个模型 



图 7.5.1 


L 如果摩擦系数7非常小（在我们的情况中7《 
2 a ), 则方程组 （3) 的解缓慢趋向于平衡状态.为此（由 
于条件 ImAi . In ^/ O ) 发生围绕平衡状态的振荡. 

2. 如果7很大 （7 》加)，则解也缓慢收敛.原因 
在于对于大的摩擦系数7,运动不可能获得大的速度. 


中 ( J :) 的性质有关. 


3. 最优值7处于某个中间位置，且与具体函数 


基于求解方程组 （3) 的稳定化方法有时也叫 作重球方法.这个名 称来源于下列理由. 
我们研究质点在?/轴负方向的重力场中沿曲面 y 二 ^( x ) 的运动.假定摩擦力正比 
于速度且点不可能离开曲 fSf . 则点的运动由方程组 

d: 2 x dx grad ^( x ) 

dt 2 出 + 1 + || grad ^( x )|| 2 ◦ 

描述. 显然， 这个方程组的解随时间推移趋向于函数啊 x ) 的某个平衡点.在极值附近 
|| grad ^>( x )|| 《1,所以这个方程组接近方程组 （3). 


大部分稳定化方法由如下形式的方程 描述： 

( dx \ dx ( dx \ 

Ao ( X ， i) (x.-,grad$(x)j=0, ⑸ 

或者 

b °( x ' f) S + ( x - f- gmd$(x) ) =o ' ⑹ 

其中 

Ao(X.O) / 0, .4!(X,0,0) - 0. 


B 0 ( X , O )^0, B 1 ( X , O , O ) = 0, 

且满足保证收敛于极值点 X 的耗散性条件.一般来说，可以适当取算子 Ao 和 Bo 并将 
这些方程变成使和汉）为恒等算子的形式.但是原始书写形式实际上常常更方便. 

可以证明，这些收敛于解的非定常过程的建立可以完全解决寻找函数极小值的问题. 
余下的事仅仅是应用某个求解柯西问题的方法找到所得到的微分方程组的解. 
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实际上.定常问题转换化为非定常问题不总是能给出极小值问题的满意的解.关于 
数值积分步长值的选择还存在很大程度上的不确定性的问题.假定非定常问题的解以要 
求的精度在某个时间： T 内收敛于定常问题的解.如果以小步长 △ 进行积分，则得到的 
计算点将接近所研究的轨迹.从而可以看作达到了极值点的小的邻域内.但是，为此步长 
值 T / A 可能大到无法容忍的程度（图 7.5.2). 如果步长取得相当大.则可能出现计算的 
点严電偏离所研究的解，从而绝不会落入搜寻的极值点的邻域内（图 7.5.3). 



X ° 



xO 


稳定化方法不仅应用于泛函极值问题.也应用于任意定常问题 F ( x ) = 0. 建立某 
个形如 （5) 或者 （6) 的过程，其中以 F ( x ) 代替梯度 grad ^( x ), 且使得当， — oo 时 
x ( f ) — X ， X 为方程 F ( X ) = 0的根. 

研究线性方程组 Ax - b = 0的类似情况，其中假定矩阵的若尔当标准型为对角矩 
阵且其所有特征值\位于区间 ◦ < //彡彡乂 2 彡…彡 A m 彡 A / 内， e 〗，...， e m 为相 
应的特征向量，它们构成一个完备系. 

写出稳定化方法 

f+ db) = 0 ⑺ 

在常值步长的时间网格上的简单近似为 

v n+l _ x n 

-- + ( Ax 11 -b) = 0. 

相应的计算公式 丁 

x rt+1 = x ,J - r { Ax n - b ) 


与 §6.3 中的计算公式相同.误差= X " - X 满足关系式 r " +1 = (E - rA ) r n . 当 r G = 
时有 r ” •二 f q(l - rX ^ e ^ 且误差递减速度由值 'ax ll - rA^I 确定.在那里已 

4出，最合适的选择4 t 二 2/(" + M ), 于是可以断言误差为 0((( M -/ i.)/(M + / A )) n ) •最 
速下降方法也可以看作稳定化方法的近似.但带有变步长网格: x n+1 = x n -T n (Ax n -b). 
步长 r rl 每次从条件 miri ^>( x n+l ) 确定. 

Tn 


我们来研究稳定化方法 


d 2 x dx , 4 , 

— +7 - + (^ x - b ) 


()• 
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它在常值步长时间网格上的近似为 

x n+l _ 2x n 


X n + 1 - X 


7*2 1 

其中 7 > 0 为标量因子差 P 满足关系 丁 


+ ( Ax n - b ) = 0 


, 矽 I j%»•* I ^ i r ? 


n+i _ 2r n 1 


7*2 1 2'7 

按矩阵 ,4 的特征向量对向量进行 展开： 丁 


+ Ar 


0. 


⑻ 


r 




将表达式 r — 1 代入 （8), 因为向量 h 线性无关，则它们的系数等于零，于是得 
到一组关系式 


c; ,+ ] - 2c? + c\ 


2 


2 r 


+ Aicf = 0- 


如果 4 为特征方程 


d — 22 + 1 + ^ = 0 


2 


2 r 


⑼ 


的单根，则这组差分方程的解写成 
如果 z \^ 为特征方程 （9) 的重根，则解写成 

在许多情况下 || r n || 递减的决定性的因素是值 max ( max (| zi |, | z ^|)) ,它可能是值 


的上界，其中 z { X ) 为方程 


^ M i2(A)i 




( 10 ) 


*7*2 1 2t* 

的按模最大的根.我们不对极值题 （10) 给 出美全 的解，而仅限于启发性的思想和对答 
案的描述. 

当 x 1 = x G + a ( Ax Q - b ) 时，近似 x " 写成 （6.2.2) 的形式.因此所研究的迭代过 
程不可能给出比最优线性迭代过程 (6.6.19) 更好的近似.当 n -> oo 时最优线性迭代过 
程转化成迭代过程 (6.6.23), 考虑到明显的表达式 A 0 = (1 + y /^/ M)/(l - yW ^)， 它 
可以写成 


2 


x n+ 1 = X 


推 H ( X - - X - 1 


)- 


^+^7 " ’ ( V ^+ y ^) 2 

可以适当选择 t 和 7 使得迭代过程与所研究的相同.为此应该取 


( Ax n - b ). (11) 


7 


2 \J M // 


\/ M + 7 7 ’ M + " 

于是，在带有常数 7 的稳定化方法的框架下可以得到这样的迭代过程，它与最优线性过 

程没有本质上的不同. 


我们来关注 （11) 的根 < A ) 的性质.其特征方程为 y 


2 


2 


+ yjji 


( X/M + #) 


+ yjjl 


0. 
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将此方程写成 


2 2 - v4(A)z -f- Mo ~ 0, po = (\/M — (y/~M + vW， 

这里 A ( A ) 为 A 的线性函数，并且 A ( M ) = -2心 A ( p .) = 2// 0 • 于是，当 /i < A < M 时 


l ^( A )| < 2// 0 . 因此， '2(/1)= 川〕， 2 i , 2 ( M ) = —"0, 2 l ， 2 ( A ) =： 

具有非零虚部且当 /I < A < M 时 -// 0 . 

于是，我们得出了全部系数 7 和步长 t ， 对于它们有 



max 


| 2 (入)| = (#-#)/(\/^+办). 


从最优线性迭代过程的收敛速度估计可以看出这个估计没有得到改善. 


与共轭梯度法类似，对一般类型的泛函巾 (X) 的极小化问题可以研究如下方 法：后 
续的近似按形式 


x n+l = x n + Qn ( x n _ x n - 1 ) + ， / 3 n grad^>(x n ) 


寻找，其中 a n ,/3 n 由条件 min ^>( x n +1 ) 确定 • 

Q n ， /? n 

对求解定常问题时在稳定化方法和通常迭代方法之间进行对照可以建立新的迭代 
方法或者新的平稳过程. 


例如，考虑非线性方程组 F ( x ) = 0求解的牛顿计算公式 

x n-f 1 _ x n = _ ( F /( x n))_l F (X n ). (12) 


这个公式可以给出如下解释：引入连续时间〖并且将值看作某个函数在时刻&二 n 
的值.那么，关系式 （12) 写成 


x n+l 




= -( F / ( x "))- 1 F ( x -), 


它可以解释为对方程组 


dx 


dt 


-( F , ( x ))- 1 F ( x ) 


(13) 


进行近似得到.原问题的解是这个方程组的平衡点.当 x = X + n 时有 

(F^x))- 1 = (r(X))- 1 +0(||r/||), 

F ( x ) = F ( X ) + F '( X ) r ; + 0(\\v\\ 2 ) = F ' X )” + 

于是, 

3 =(盖= -(( F ^ X ))- 1 + 0(117711)(^( X )77 + 0(| M 2 )) = -77 + Odlr / H 2 ). 

由此推出 x = x 是 （13) 的近似稳定解. 

导数 dx / dt 替换为函数值在某些点化= 0,0, •… 的差商关系，得到关系式 

Y n+1 _ v n 

△ = -( F / ( x ri ))- 1 F ( x ri ), A a , - t n+i - t n , 

或者写成形式 N 


x n+1 = x n - Ayv ( F / ( x n ))- 1 F ( x n ). 


( 14 ) 


于是，对牛顿法构造的非定常过程使我们得到更一般形式的迭代过程 （14). 
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所研究的例子表明，某个迭代算法转化成相应的非定常过程具有带封闭性算法的许 
多一般性特征（算法封闭性的概念将在第九章引人).我们仅仅在充分好的初始近似条件 
下证明了牛顿法的收敛性.为扩展收敛区域有时要对牛顿法进行如下修改. 

给定泛函少( X )，例如少 ( x ) = || F ( x )|| 2 . 它的下界等于零,且在问题的解处达到下 
界.后续的近似按公式 （14) 寻找，并且由条件 

min 0( x n - △„( F ’( x n ))— 1 F ( x n )) 

确定.接下来的问题是如何^际寻找值使得这个极小值达到. 

一 个确定的通用方法如下.给定 A G (0.1),^6 (0,1] 和整数/〉0,对每一个 n 
依次计算 

X n+1’7 : 二 x n - X ， iF ， {x n ))- ] F(x n ), i = 0, … J 

且 ，+ u = 4>( x u +1 ^ : ). 如果对某个 A ' 彡 / 正好 r / n+1 ^' ^ 0 ^>( x n ), 则计算终止且让 
x a+1 二 x r,+1,A: . 在另一些程序中寻找 min q n + 1 、 7 . = a n+1,m 且让 x n+1 = x n+l,m . 

o < i^l 

如果 

(广十 1 '… ，(? n+u > 0 ^»( x n ), 


则可能有下列 情况： 

1) 临时变成其他方法； 

2) 终止； 

3) 改变参数 UK 0 . 

结束本节前我们提请注意,稳定化方法也可以应用于带有区域约束的函数极小值情 
况.那么，方程 （1), (3) 应该补充某些方程，落在边界上的点的轨迹将满足这些方程. 

§6. 什么是最优化以及怎样最优化？ 

上面研究了一些函数极小值和非线性方程组的求解方法.我们仅仅充分了解了这类 
问题求解的一小部分方法.要进一步研究这些方法，我们将注意力转到另一类同样重要 
的问题. 

正如已提到的一样，泛函（函数）的极小化包含工业、农业、交通、资源分配和其他 
社会生活领域的许多问题.在这些领域中.极小值问题常称为 最优化 问题，因为求解这些 
问题的基本目的通常在于达到某些最好的、最优的工作状态.为此，被极小化的函数通 
常叫作目标函数. 

最优化问题的求解包含如下 步骤： 建立现象的数学模型，定义目标函数和易于优化 
的重要参数，直接极小化某个有大量变量的函数.检验研究结果等. 

自然地.前两个和最后一个问题应该由数学家与具体部门的专家共同完成. 

“ 最优化是什么?”的问题也出现在许多其他数学问题的研究之中.典型的这类问题 
有： 以复杂解析表示或图表给定函数，要求借助于最简单的表达形式以给定精度得到其 
近似. 
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我们研究如下函数的逼近问题 


2 A ： 


.勝1-紅 


exp 


7 vq 


, 0 ^ f / ^ oo . 


2人•一 1 


0 ^ ^ 1. 


7 T 2 ^ (2 A ：- I ) 2 7 ^ - - 

为方便起见，做变量替换 .r = exp {-^/2}, 即研究如下函数的近似问题 

" ㈤ 二 i - pg ，:- 1)2 , 

用多项式来近似的尝试不能获得满意结果.分析表明，其原因是导数 g \ x ) 在点 x = 1 
的邻域内是无界的.在研究了导数在点 I = 1的邻域内的奇异性以后，寻找如下形式的 
近似解是合理的 

• V \ 4 、叙 % i V % 1 I % m V 


h(x) = (1 - x)(ao + a\X + a^x ) In 

成功地选择参数得到了精度为 IQ " 4 的逼近. 


+ x(a3 + (l4X) -I- I- 


逼近 


尝试另外一些逼近，得到在1 > 1(广 4 时 Cj ( x ) 可以由如下表达式以精度5 • 1(广 4 来 

(1 - x){\ + x\g\ -f a 2 x)) 

1 + a^x + «4:r 2 + a5X 3 

在选择了需要求解问题的对象类型以后，后续问题是如何对这个类型进行适当参数 


化.例如，应用多项式 


q { x ) = y ^ a〆 ， 


i=0 


在区间[- 1,1] 上逼近函数 f ( x ) 时也可以将多项式写成 


Q ⑷ 


bo 






乃 ㈤ . 


正如已提到的一样,第一种写法由于可能出现大的不期望的计算误差.此外，第二种表示 
形式具有如下优越性.设逼近多项式从如下条件寻找 

. ^ 廿 + ^ [ x (/W -Q(^)) 2 ^ ; 


min 尘，其中少 
Q 


—X 


多项式的第一种写法中等高线 $(..••,〜）= const 为带有大差别半轴的椭圆，因 
此这个函数极小化的迭代过程具有慢的收敛速度.在多项式的第二种写法中有 


中(/)()， …， M 


(/ ㈤) 


2以 



dx — V 2 bo 
f ( x ) Ti ( x ) 



/㈤ 


dx 


X 2 


dx + o 


函数 屯 b n ) 的等高线是圆.从而极小化的迭代方法保证快速收敛于极小值点. 
在观察结果的研究中成功选择参数及确定它们的判据十分重要. 


作为雪崩的一维运动模型可以研究如下微分方程组 


dh 


d(hv) 

Os 


dv 




dv g 0(h 2 cos -0) 


ds 


夕 (sin 矽 一 "cos 0) — A: 


⑴ 
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霄崩前沿的边界条件有形式 


k(w — v) = "() u ，， howv = 一 gh 2 cos 0 — rrh ， 


2 


芄中 A 为雪的高度，为雪的速度，鈔为斜坡倾角， U ， 为前沿速度，参数//, k, CT 未知. 

通过观察带有常值倾角0 = const , 雪崩运动的前沿状态来尝试确定这些参数.尝试从 
极小化下面的函数确定这些参数 


少 ("， 人% a ) = w " •众， mo - 



其中&为在 时刻“ 观察到的前沿位置， sUi.k^.U) 为从数值积分方程 （1) 得到的结果. 

直接应用大量的极小化方法没有观察到任何稳定到值 / I , A :, a 的趋势.分析表明如下原因 

导致岀现这一现象.当 0 = const 时以高的精度满足近似等式 s(ji、k，a，t) a 其中 

A = fl + D ，/3 = —-— . 因此，函数 <^>(/ i ,/ e , a ) 以高精度近似于某个单变量 

V VP J tan il ； - H 

函数 < t > o ( A ). 于是，函数中在针对变量 hk'a 进行极小化时不可以指望获得所有对应于极 

小值点的参数值 li.k.cj, 而仅仅期望获得相应于极小值点的值 A . 设 < I > o ( A ) 在 A = A 0 处 

达到.曲而 A 二 A 。 是二 维的， 在此情况下是变量 卜 k.cj 空间中的圆柱面.在这个面上函数 

近似为常值，且对其进行数值极小化时点看起来沿着这个面发生不规则 

的移动.于是，在此情况下不成功的真实原因不在于极小化方法的不完善，而由于相对于所提 

出的 tl 标拥有的信息不充分. 

我们来给出一般特性的注 S . 

在建立问题的模型时，期望考虑问题的许多细节来建立详细的数学模型，然后对所 
有参数进行最好选择以达到全面最优化.这个途径蕴含着一些不合理性. 

第一个闲难产生于模型描述.考虑太多细节的倾向加大了潜在地丢失本质东西的可 
能性，同样会使模型变差.在对十分大量的参数进行最优化时产生很高维数的多变量函 
数的极小化问题，它的数值解有时会遇到无法克服的困难. 

暂时假定这样极小化总能成功实现.出现的问题是传达给客户的信息是以实现数学 
模型分析的结果为 S 的.客户通常从具有自身特点的判据岀发来应用解，而不会陷入模 
型的细节.在得到相对十分大量的参数建议时，关于这些建议是否合理他们不总是能给 
出结论，因此很有可能拒绝这些建议. 

于是，在最优化的最初阶段特别重要的是建立最简单的模型，这个模型只考虑了基 
本而明确的参数.这些要求也导致下列想法.最先，客户常不信任进入新的领域中的数 
学家.只有在对重要参数的最优化取得正面效果而获得信任后才考虑第二阶段参数的影 
响.也应该看到，只有在客户和使用者对简单模型的总体结果进行了共同分析以后，建立 
精确化模型本身才变得可能. 

同样重要的是，在与非数学工作者的对话中，数学研究的结果以直观且自然的形式 
给出，尽可能少地引人数学工具.不适当地引人抽象的数学概念很少带来实际益处. 
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在选择好模型后，目标函数和问题的参数化产生了通常是多变量函数的极小化问题, 
极小化问题在一个满足许多由等式或不等式构成的约朿条件的区域中进行.约束条件的 
出现实际上加大了极小化问题的复 杂性： 极值点常常是区域的某个边界点. 

由于对于社会生活的各个方面最优化问题的求解十分重要，当前积累了求解最优化 
问题的大量方法和标准程序.因此.在单个具体问题求解时最适当的是求助于带有标准 
程序的方法. 

在求解新的最优化问题时记住下列因素是有益的.对于本章研究的方法，近似的收 
敛性总是在假定存在充分好的初始近似前提下进行的证明.对于方法的这个限制是一个 
本质的事情.具有适当的变量个数和适当阶的多项式的等高线可能包含很多的不相关的 
带有复杂相互位置关系的分量.由此不指望能建立这样的算法，它可以快速找到带有几 
十个变量的所有阶的任意多项式的极小值. 

如上所述，在应用标准程序时应该考虑到，在这些标准程序的描述中指出高维变量 
个数的函数极小化的可能性.最好的情况 下有： 

a ) 程序有效解决一类最优化问题，这类问题是程序作者通常遇到的问题. 

b ) 形式上说程序可以解决任意极小值问题、但在大多数情况下要求的求解时间超 
出合理的时间限度. 

我们遵循这样的观点， 即所有多维极小值问题的“通用”方法应该都具有本质上的 
缺陷且实际上不是通用的. 

在求解新的问题时经常要研究特殊的对这类问题合适的方法来寻找解的初始近似. 
搜寻合适的初始近似的复杂性可以通过如下例子来解释. 

存在一系列标准程序，它们对如下给定的 m 和 n 次多项式的分式函数能很好地 
逼近： 

P m ( x )/ Q n ( x ). (2) 

在研究傅里叶积分的计算程序时进行了如下实验.对于所有满足0 < m + n < 12的 
m , n , 在某个区间上应用每一个标准程序来逼近所研究的函数.结果是，在90种可能的 
情况中至少有3种.其中的每一个程序给出的答案是它不能解决所研究的问题.在某些 
程序中，这样答案的比例超出了所有答案的一半.同时，在所有这些程序中都应用了这样 
的算法，其收敛性证明是建立在初始近似充分好的假定之上. 

为了不至于对某些复杂优化问题的求解完全失望，我们以一种乐观的观点研究同样 

的问题. 

从这些观点岀发，上述关于多项式极小化的复杂性理由可以认为具有较小的说服力， 
实际上我们从不要求极小化任意多项式.有人认为，带有非常复杂的等高线结构的函数 
极小化问题很少遇见. 

我们来研究一个问题的例子，求其解的必要性本身是值得怀疑的. 

所研究函数的下列特性可能导致获得好的初始近似不成功.极小值点位于非常狭窄 
的“坑”中——从中逃出时函数在所有方向上剧烈增长，然后开始下降（图 7.6.1). 
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假定沿与函数 ^( x ) 的梯度相反的方向前移来寻找极小值点，换句话说，数值积分 
方程组 

d.x 

古 + grad ^>( x ) = 0, (3) 

那么，从中可以移动到极小值点的初始条件的集合位于这个极小值点的不大的邻域内. 
可以说，在以细微粒度研究极小值点的邻域时这个点正好是方程组解的吸引点.在以较 
粗的粒度研究时它恰好是排斥点（图 7.6.2). 



图 7.6.1 图 7.G.2 

在另一些迭代方法中极小值点的后续近似同样有类似的特性. 

如果极小值点所在的“坑”很窄，则有时也不值得寻找这个极小值点.实际上，譬如 
让参数 X ,对应于某个实际的控制系统.这个系统在工作中难免有某种故障，即这些参 
数会发生改变.如果函数中的极小值点处于这个狭窄的“坑”中，则小的故障可能大大 
地损害系统的工作性能.从上述角度.在图 7.6.3 描述的情况中.极值点的选择要另外的 
研究. 

\ rs 某些在求解实际最优化问题中更具经验的研究者断言， 

\ y \ f\J \ / 当所研究现象的数学模型建立得不成功时，通常会出现类似 

I 的带有狭窄“坑”的目标函数. 

I 对于最优化更本质的原因在于，在许多情况下数学模型 

_一 的建立及其优化常常为了改进已有的系统.在这种情况下， 

图 7.6.3 实际系统的参数经常是进一步最优化的好的近似. 

在新系统的研究中.下列工作路线是典型的.首先建立最简单模型并进行最优化.其 
中只考虑最重要因素.然后模型逐步复杂化.此时可考虑越来越多的新的因素.于是，逐 
步出现含有大量参数的函数极小化问题.在成功建立了辅助模型时，其中每个最优化问 
题的解通常是下一个更复杂问题的好的初始近似. 

这种情况经常按如下方式应用.假设我们有多变量 , X n 的函数极小化问题. 
我们建立较少变量 X !,-.. , X m ,m < n 的函数，它是所研究函数的近似，换句话说，是 
带有参数 Xi ，--- , X m 的简单化模型.对这个函数(模型）进行最优化，且基于其解构造 
初始近似.有时进行几次函数（模型）简化和引入新的参数是有益的. 
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较少变量函数（模型）的最优化更容易，其原因有如下 两点： 极小化函数的等高线 
结构变得更 简单； 计算函数的每一个值需要较少的计算量. 

在建立简单模型时首先应该考虑问题的最 主要的 参数. 

什么是因素或参数的重要性？可以说,重要的参数是那些与函数特別相关的参数.用 
数学语言，这意味着对这些参数的导函数相对地大.次要的参数是那些与研究的函数关系 
较弱的参数.即其导函数相对较小.通过估计所研究函数的导数，可以形式上定义参数的 
重要性.但是.对于复杂的问题，这样的估计以及数学上合理选择新的参数 ， X m 
一 般是闲难的.更直观地判断参数的特性一其重要性一使生产系统的管理者可以提醒数 
学家如何优先选择参数. 

有时可接受的最优化方法或者好的初始近似的搜寻方法可以通过研究一些原则或 
者工作方法得到，有经验的实际工作者或管理者正是按照这些原则指导他们的工作的. 

在一个新的工厂里，由于操作员工作的经验不足，长时间没能成功调整好生产节奏.试 
阁建立生产过程模型，要求足够精确，但同时可借助于计算机采用数学工具进行分析，但这个 
努力没有获得成功.最终不得不暂时放弃数学模型的开发并按以下方法进行生产自动化和最 
优化.在计算机中存储 r 相关企业最好的操作员的工作流程.进一步，相应于当前拥有的条 
件，计算机选择一种工作流程，使它最接近于一个最好操作员的工作流程.这一措施可以消 
除出现的困难. 

在另一个类似的情况中，企业领导没有按照这样的方法，而是坚定地要求数学家小组开 
发通用算法，这个算法按照所设计的设备所给定的外部特性提供设备的一组最优内部 参数: 
结构部件的位置和尺寸，重量等等.由数学家提供的最优化算法并不通用，在大多数情况下给 
不出可接受的解.数学家建议求解能够模拟实际问题的另一个问题.设计师给出设备部件的 
配置.计算机计算设备的外部特性并把它们提供给设计师.基于所得到的信息，设计师对配置 
进行调整.这个交互式工作方案本来可以避免实际设计一种设备的昂贵费用，也可以避免在 
实际设备上迸行实验.但企业领导拒绝了这样的问题求解方法且耗费了许多时间在徒劳寻找 
“更有经验的”数学家上,他们希望这些数学家能够提供“通用的”非交互式算法求解在他们 
看来太简单的问题.最终，新技术开发过程中巨大材料消耗和开发速度的损失使企业领导明 
白了，在对问题理解的当前阶段，由数学家提出的求解问题的途径是唯一可能的. 

设计师在这样的工作情况中获得了经验.数学家在分析设计师与计算机的对话时成功理 
解了设计师的管理零件配置的原则，且把这些原则作为问题求解算法的基础，从而成功建立 
了非交互式、“纯计算机的”最优化构造算法. 

寻找初始近似的方法以及迭代方法本身常常与另一些现象的实际过程具有类似之 
处.在寻找某个物体时光学仪器和脑的工作看起来是按照如下途径进行的.首先，以粗 
的粒度对整个视场进行扫视，基于所得到的信息选择区段以做进一步的检视，然后再以 
粗粒度对这个区段进行检视.如此下去.我们注意到这与 §3.16 和本章的§4中方法具有 
相似性. 

在不必对新的闲难问题做进一步研究时，正确的科学研究的组织具有重要意义.如 
果从基本上明确了需要在某个方向上进行进一步的研究，则通常在这个方向上集中科研 
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力量.如果通向预定 H 标更合理的途径还没有确定，则经常采取重复研究.儿个独立的组 
织各 ft 寻找解，每个组织按照自己的途径.有时没有经常的信息交换.即使乍看起来信息 
的相互交换总是有益的，经常的信息交换也可能阻碍有创见解的岀现和进展. 

存在假设（但还没有得到公认)，在求解某个问题时脑以类似方式 工作： 得到的信息 
以不完全确定的方式固定在其中的各个部分，同时在对问题进行工作的每一时刻这个信 
息仅仅从脑的局部部分被取出. 

当要求快速得到结果时.与上述类似，有如下求解最优化问题（以及另一些问题）的 
方法.为求解问题轮流或者独立地应用几个已知的求解类似问题的方法.在轮流或者独 
立研究这两种情况中.算法 A p . p ^ 1. • •. ./ 循环工作，算法第 (7 次工作的时间长度 
t pq 由使用者给出或者在工作过程中确定.轮流使用时，每个算法以前■-个算法所得到的 
近似幵始进行极小化.在独立使用时，每个算法以本算法的前一次应用结果得到的近似 
开始极小化.于是.在这个情况中算法按照“谁更快”的原则工作. 

算法独立使用的情况类似于没有信息交换情况下各组织的并行工作.与在一些离散 
时刻进行信息交换的实际科研组织类似.可以考虑下列工作情况.在每一个时间段 
的幵始时刻，算法 .4 P 浏览所有算法得到的全体近似值，并从自身情况出发选择最好的 
近似.例如， 它吋 能浏览最后一个循环所有的近似或者在所有时间 区间％ 的末端时刻所 
得到的近似. 

有时如下 T 作方式可以带来 益处： 若从算法九的角度来看，算法得到的近似 
非常好，则将工作时间给予算法八,. 

当然，不应该指望，直接重复各种实际系统总能以最好的方式求解所研究的最优化 

问题. 

下面对我们的讨论做一个一般总结.通常高维多变量函数的最优化问题非常闲难. 
在求解新问题时，按各种已知的新算法进行实验性的计算不得不耗费许多、有时甚至是 
徒劳的力量.但是，在存在一些有利因素时，比如与实际工作者的联系和分析简化模型 
的可能性.有理由相信可以尝试得到满意结果. 

注意到，为成功获得最优化问题的解，研究者的工作必须与计算机进行交互. 

我们手头没有具体问题，所以不可能给岀建议应该应用怎样的方法求解非线性方程 
组或者函数的最优化.如上面所指出的一样，很有可能碰上这样的情况发生冲突，即方 
法的收敛域 （方法收敛的非零近似值的集合）很小. 

求解类似问题的经验表明， t 先值得尝试具有自然直观解释的方法，例如稳定化方 
法，或者模仿人或生物在类似情况下的行动的方法.对于初始近似的选择，也应该遵循自 
然直观的模仿这些行动的思想.按这样的途径常常能成功快速地建立算法来解决问题. 

在一次求解简单问题时有时只是应用简单迭代方法，如牛顿法，迭代过程的结果显 
示在屏幕上.给定各种初始近似，常常能成功快速地获得位于方法收敛域内的初始近似. 

在求解微分方程边值问题近似产生的方程组或者最优化问题时，应用该问题对应于 
各种网格步长的离散情况的解的近似（以相应的范数）是有益的.在粗的网格上的解是 
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更细网格上的问题的一个好的近似.同时，在粗的网格上的每一个迭代步长有较小的工 
作量，且以同样的消耗可以从一个或多个初始近似开始进行更多步的迭代.于是，在这种 
情况下，想到基于网格序列来求解问题，即依次求解几个代数方程组（方程组的阶•增 
加： ra H , > rnj ). 为此，方程组的第次解 X ;被用作第 j + 1次解的初始近似 X « +1 . 

因为一般说来向量 X ,和 X % L 具有不同的维数，为了从转换到 X « +1 通常使 
用多项式或样条函数插值.类似的方法也应用于另一些离散问题，这些离散问题出现在 
与寻找近似连续变量函数相关的问题. 

在一些情况下，比如规划，要求多次求解同一类型的问题，并且以实时的方式进行, 
即应该以与输入数据很小的延时之后就得到问题的解.在这种情况下，为提高收敛性应 
该应用我们描述的各种各样的方法.特别，在许多情况下恰好可以适当使用带有指定或 
独立算法的并行计算机. 
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常微分方程的求解问题比单重积分计算问题更复杂，且能以显式积分表示的问题所 
占比例实质上更小. 

所谓以显式形式可积是指解可以借助于有限个初等运算来计算，这些基本运 算有: 
加、减、乘、除、乘方、对数、指数、正弦和余弦等.在计算机出现的早期，“初等”运算 
的概念经历了一些变化.某些特殊问题的求解经常在应用中碰到，以至于要建立其值的 
表格，特别是傅里叶积分、贝塞尔函数以及其他所谓 的特殊函数的 表格.出现了这些表 
格后，函数 sin X， In 等与特殊函数的计算不再有原则上的差別.在各种情况下可以 
借助于表格来计算这些函数值.也可以通过用多项式、有理分式等逼近来计算各种函数. 
于是，显式可积的问题类包含其解可以通过特殊函数来表示的这样一类问题.但是，这个 
更宽广的类在需要求解的问题中也只占有相对小的比例.随着数值方法的研究和计算机 
的普遍应用，实际可解的微分方程类得到了很大的扩展，从而也扩展了数学的应用范围. 

当前，对于常微分方程柯西问题，人们花在借助于计算机求解的工作量并不比花在 
重新改写问题描述形式的工作量少.如果需要，还可以得到解的图形或者将其显示在屏 
幕上.这样做的结果使许多领域的科学工作者实际上减少了研究用特殊方法得到常微分 
方程显式解的兴趣. 

本章致力于描述求解常微分方程柯西问题的基本方法.以及这些方法的性质和误差 

估计 • 

与其他情况一样.我们将注意力放在首先研究简单的问题，这些问题的精确解和近 
似解可以以显式的方式写岀，这常常使得我们能成功地对方法的实际误差进行初步分析， 
并抛弃不合适的方法. 


§1. 借助于泰勒公式求解柯西问题 


一个描述上最简单的求解柯西问题的方法是利用泰勒公式. 
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假设要寻找区间 [ xo , X ( )+ X ] 上微分方程 

y ’ = ( l ) 

满足初始条件 y { x 0 ) = yo 的解，其中函数 f [ x ， y ) 在点 ( x 0 ， Vo ) 解析.将 （1) 对: r 进行 
微分，得到关系式 

V n = fx{x,y) + fy{x,y)ij, 


= fxx(x^ y) -h 2f xy (x, y)y , 4 - f yy (x, y)y f2 + f y (x, y)y"， … 

将 :c = X () 和 y = 洲 代入 （1) 和上面的关系式，依次得到值 

"’bo)， y ” （工 0), ?/"(：i : 0 )， … • 


于是，可以写出近似式 



" U ) ( J ，0) 
""" i \ 


( x — x o ) 1 - 


如果值 1,2： - X Q I 大于级数 




" ⑴(工 0) 

~ i \ ~~ 


(X - x 0 y 


( 2 ) 


的收敛半径，则 （2) 的误差当 n-oo 时不趋于零，从而提出的方法不能用. 

有时采取下列方式.将区间 [. xo ^ o -1- X ] 划分为子区间 Ixp ，刈, 1,... ，见按 
如下规则依次得到解 y ( xj).j = 1，... 的值的近似％. 假设乂 已找到，我们计算原 
微分方程的经过点 ix ^ Vj ) 的解的导数在点％的值4 7:) .在区间上设 

、⑴ . 

yM - Zj ( x ) = ^ - ^jY (3) 

且相应地取 ' 

yj+i = 之 j (工 j 十 l)- ( 4 ) 


我们来研究 2： J+ i - xj = h 的情况.如果值力与精确值 y ( xj ) 相同，则将换 
成 Zj ( x J+1 ) 时的误差有 0(/^ + 1 )的量级.因为我们在 0( h -') 个区间上引入了误差•则 
可以认为，在减小网格步长时将满足关系 

' yj — 咖 ) 卜 0 (" n ). 

此类情况中的一些讨论得出存 iifi 似解收敛于精确值这一不正确的结论，而事实并非如 
此.因此.得到减小步长时方法收敛性的严格论证以及误差估计不仅在理论上、而且也 
在实际中具有重要意义. 

在应用这个方法时需要计算函数/的值及其在 m < n 时的导数即计算 
n(n + 1)/2 个不同函数的值.这要求写出大量的计算导数的程序块，这与要简化使用者 
与计算机之间的关系这一根本趋势相矛盾. 

当前，在某些计算机上有一些程序包，它们按照给定的函数值的计算程序建立其导 
数值的计算程序.于是，在有了这些程序包以后，上面指出的关于应用前面介绍的方法复 
杂性的异议就会消失. 
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但是，这个方法很少应用.通常借助这些程序包构建的程序，在同样精度情况下要求 
耗费大量机时，它比后面所研究的更简单的方法，如龙格-库塔 ( Runge - Kutta ) 法和亚当 
斯 ( Adams ) 法要花费更多时间. 

同时，上面描述的方法可能是有益的.例如，在考虑天体运动轨迹时必须多次对一个 
具有完全确定类型但带有不同初始条件和不同参数值的微分方程组求积分.同时求解一 
个方程组的情况具有如下 优势： 方程组右边部分的导数的具体公式具有许多共性，同时 
计算这些导数要求相对少的算术运算.所研究的方法有时比其他数值积分方法更有效. 

§2. 龙格-库塔法 

在 n 二1的特殊情况下，公式 (1.3) 有形式 

y ； i+i = v.i + h f ( x i,yih h = x j+i - x j ' (!) 

这个方法叫作欧拉法.可以建立另外类型的计算公式，欧拉法包含在其中.我们首先从直 

观思想给岀这一类型中的最简单方法.设已知值 y ( x ) 且要求计算值 y(x + h ). 研究等式 

r h 

y、x + h 、 = y 、 x ) + y’(x + t .) dt . (2) 

将右边部分的积分换成值 hy f ( x ), 误差有 0( h 2 ' 的量级，即 

y(x + h ) = y ( x ) -h hy r ( x ) -h 0( Ji 2 ). 

根据 y \ x ) = f ( x , y ( x )), 由此有 

y(x -f h .) = y ( x ) + hf ( x , y ( x )) -h 0( h 2 ). 

丟弃项 0( h 2 ) 且记 x = x^x + h = x J +1 得到欧拉计算公式 （1). 为得到更精确的计算 
公式需要对 （2) 的右边积分进行更精确近似.回顾梯形求积公式，得到 

y(x + h ) - y ( x ) + ^ (») + 〆 & + 々))十0(" 3 ), 

换句话说 

y(x + h ) = xj { x ) -h ^ { f ( x , y ( x )) H - f{x - f - h , y{x -|- /?,))) + 0(/ i 3 ). (3) 

相应的计算公式 

Vj+i ~ Uj ^ (/( 工 ’ j . ， " j _) + /( A+i ， )) + 0(" ) ⑷ 

叫作二阶精度的隐式亚当斯公式. 特别，在某些情况下， 当 f 关于 y 为线性时，这个方程 
相对于 y J +1 可解.这个方程通常不能显式地求解 yj + u 因此引入算法的进一步的变换. 
将 （3) 中右边的 y(x + / i ) 换成某个值 

2 /Wx + /7,) + 0(" 2 ). (5) 

那么，右边部分变为 

^ {f{x + h ， y*) - f、x + k,y(x-^h))) = ^fy[x + h ， ^)[t/—y(x + h ))， 

其中 5 位于 r 与 y(x + h ) 之间.由假定 （5)， 则这个值具有量级0(/7 3 ).于是，在条件 
(5) 之下有关系式 

y(x -f h ) = y ( x ) + ^(/( x , y ( x )) + f(x 4- h . y *)) + 0{ h 6 ). 
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按欧拉公式计算的结果可以满足条件 （5) 

y* = y(^) 4 - hJl'x ， y(xY). 

最后几个关系式定义了计算公式 

2/； +1 = Vj + hf{x j ,y j ), 

h ⑹ 
yj+i = yj + 3 (/( 工 j ， 的 ） + /(A+i ， y;+i))- 

当 h 很小的时候， （4) 的右边表达式满足压缩条件（参看§7.1)，因此方程⑷也可用简 
单迭代方法 求解： h 

Vj+l = Vj '^(f( x j ， yj) + /(a+i ， yjVi))• 

如果 g +1 由欧拉法 计算： 

Vj-^i = Vj 

则第一步迭代得到的 2/ j +1 与由公式⑹得到的 力 +1 相同.进一步的迭代不会提高按 " 
的精度阶.同时，有时当 以 +1 变成时误差主项会减小.如果这样的误差减小能补 
偿计算消耗的增加，则它是合适的. 

可以提出理论上理由充分的判据，使得当&小的时候每次选岀最合理的迭代次数.但是, 
应用它要求相当大量的附加计算.因此.选择〗或2次迭代通常基于预先进行的计算实验或 
进行简单的“强制性”选择. 


我们来建立另一对公式，其每一步的误差有同样的量级 .（2) 的右边部分积分换成如 


下矩形公式 


y(x -1- h ) = y ( x ) + / zy ' ( x + - ) + 0( h 3 ) 


或者等价地表示为 


y(x -h / i ) = y ( x ) + hf ( x + 备，" + 0( h 3 ). 


如果 


y [ X + - WO { h 2 ), 


则与前面的情况一样有 


y(x + h ) ^ y ( x ) + "/ ( x + ; y * ) + 0{ h 3 ). 


if 可以取带有步长 g 的欧拉公式计算的结果： y * = 
系有计算 公式： 

Uj+i/2 = Uj + Vj)^ 


y ( x ) + - f ( x , y ( x )). 相应于这个关 


⑺ 


l/j+Y = Uj + hf ^ i y)+i/2) . 

得到的方法属于具有如下形式的龙格^库塔方法族.在计算过程中固定某些数 

叱， … Pir- ,Pqi Pij, 0 < j < 2 ^ g, 
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依次得到 

A:i(") = hf(x ， y )， 

人 :2(") = hf(x + OL 2 h,y + 


岣 (" ） = hf{x + a q h，y + /^ 山⑻ + …+ 八 h)) 


且让 

Q 

y{x + h) % z(h) = y(x) -f ^Pikiih). 

2=1 


我们来研究关于参数 ai,pi,f3ij 的选择问题 .i 己 (f{h) = y(x h.) - z(h ). 如果 
f(x ， y) 为其自变量充分光滑的函数，则 A：!(/?),... ，/ ^(/i ) 和 <p(h) 为参数 h 的光滑函数 . 
假定 f(x ， y) 足够光滑且使得导数 /㈨ ， … ， # +1) ㈨ 存在，而参数 a uPu 0 tJ 的选择 
使得 ^(0) =…= ^^)(0) = 0. 此外，假定存在某个光滑函数 f 0 (x 、 y) 使得相应的值 
^ s+l )(0) ^ 0. 由泰勒公式成立等式 


p (") 


乙 —7T-" + (.4-1) 


一+ 1 )州 

b +1)! 


•S+1 


⑻ 


i =0 、 ， v 

其中0 < 6» < 1.值 if ( h ) 叫作每步的方法误差 ，而 s 为方法误差的阶.当 g = 1时有 

if ( h ) = y{x + h ) - y ( x ) - pihf ( x . y )， #(0)二0， 

〆 (()）= ( y f (x + h ) - P \ f ( x . y))\ h= o = f ( x , y)(l - pi ), 

〆 ’("）= y\x + h ), 

此处及以后记 "= y { x ). 等式 ^(0) = 0 对于所有光滑函数 f ( x ， y ) 仅仅当 Pl = 1时满 
足.欧拉法相应于这个值仍.由 （8), 对于这个方法的每步误差得到 

, L 、 y，，(x + 0h ) h 2 

W (") = -2- . 

研究 g 二2的情况.我们有 

ip ( h ) = y{x H - h ) - y { x ) - pihf ( x , y ) - p 2 hf { x , y ), 

其中 x = x -\- a 2 h , y = /3 21 hf ( x ， y ). 

计算函数 <^( h ) 的导数： 

^ ( h ) = y’（x + h ) - pif ( x , y ) - p 2 f ( x , y ) - p 2 h ( a 2 f x { x , y ) + 02 \ f y { x , y ) f ( x , y )), 


^(h) = y"(x + /i) - 2p 2 (a 2 f x (x, y) + 3 2l f y {x, y)f{x._ y)) 

-p 2 h(alf xx {x,y) + 2 a 2 p 2 \fxy(x.y)f(x,ij) +/?!i/ yy ( 无賴 /(x, 2 /)) 2 )， 
(f 川 (Ji) = y"’(x + h) - 3p 2 (alf xx (x, y) 

^2a 2 (hifxy{x,y)f(x,y) ^ PiJ yy (x,y)(f(x,y)) 2 ) -^O(h). 

由原始微分方程，有 

y , — /■> y ,f = /: + /y /， v ，n — fxx + 2/ xy / -{- J yy f 2 + f y y n . 
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将 /z 二0代入表达式 ⑽ l . W ( hW ，( h )，，( h ) 且应用最后这些关系式得到 

#(()) = y - y = 0 

^(0) = (1 - Pi _P 2 )f(x ， y), 

〆 ’(()） =(1 - 2p 2 a 2 )f x (x,y) + (1 - 2p 2 /32i)f y {x,y)f(x,y), (9) 

〆"(() ） 二 （1 - 3p 2 al)f xx (x : y) + (2 - Gp 2 f3 21 、 f xy 、 x ， y)f 、 x ， y) 

+ (1 - 3p 2 0Dfy y (x ， y)(f(x ， yY) 2 + f y (x ， y)y"(x). 

如果 

1 — Pi - P2 = 0, (10) 


则关系 〆((〕） 二 0 对所有 f ( x ， y ) 满足 • 如果 

1 — 2])2Ck2 = 0 , 1 — 2p202\ = 0 , ( 11 ) 

则，⑼= 0对所有 f ( x ， y ) 满足.于是，如果满足上面指出的关于四个参数的三个关 
系式 (10), (11)，则对所有 f ( x ， y ) 有 1^(0) =〆(()）=#〃(0) = 0. 任意给定其中一个 
参数.我们得到误差具有&的二阶小量的各种龙格-库塔方法.例如， pi 二1/2时得到 
P2 = 1/2. a 2 - 1, (hi = 1. 这相应于计算公式⑹.当扒= 0时得到 p 2 = 1, a 2 = 1/2, 
ft 2 i = 1/2,这相应于计算公式 （7). 在方程 y ， = y 的情况，由 （9) 有 = y , 与值 
PWP 2^ y 2 j 3 2 l 无关.由此推岀不能建立带有值 q = 2 ,s = 3 的龙格-库塔公式 • 

在 q 二3的情况下相应于值 .s 二4的计算公式不存在.当 a = s = 3时得到一组最 


常用的计算公式 


= hf [ x ， y )， k 2 


... h k x 

"/ ( ^ + 2 ： ' y+ T 




hf(x -f h . y - k \ + 2A: 2 ), △:(/ = - (A-] -f 4 k 2 + k 3 ). 


当 q = 4. 5 时不能建立带有 s = 5 的所研究类型的计算公式.当 g 二 s = 4时得到 


一 组最常用的计算公式 

k y = hf ( x , y ). k 2 


…， h k \ 

"/ ( 工 + 孑， "+ j 


k 3 


, r , h k : 2 
"/ ( x + ^ ， V + j 


k 4 = hf(x H- h y y + /c 3 ), Ay = -(fci + 2 k 2 + 2fc 3 + k ^). 

上面我们使用了 “最常用的”这样的表述.它反映了历史上在应用数值方法时形成的趋 
势. 确实，在数值方法的教科书中不是简单反映趋势，而要指出在一组计算公式中哪一个是最 


好的.但是，回答这个问题并不简单. 

在关于"的同一精度量级的公式中，每步的误差主项不成比例.例如，由 （8) 和 （9), 公 
式 （6) 的误差主项等于 

(B-A)h 3 , 


其中 

B A = —(fxx + > 2f xy y ， + fyy(j /) 2 )， 

而公式 （7) 的误差主项为 


( B - hA /2) h 3 . 
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因此，可以这样评述这两个方程，对于第一个方程方法 （6) 给出较小的误差，而对于第二个方 
程方法⑺给出较小的误差. 

在同样情况下使用哪个方法更有利的建议应该建立在主观判断的基础上，其中考虑了方 
法应用的惯例和实际情况.计算的概念实际上是相当不明确的.各种实际遇到的微分方程的 
数量大大超过了用来比较数值方法问题的数量，因此、“从实践的角度”来判断不总是客观的. 
但是，尽管有这样的不确定性.实践的判断常常带来一定的正面信息，它在当前的科学发展阶 
段不可能系统化或理论化. 

如果历史上所研究类型中的第一个方法被接受，则随后使用者就习惯于它.将它替换为 
其他甚至更有效的方法要花费一定的 时间让 使用者“习惯”于新的方法（于是，也要有一定 
的心理上的代价).为使广大的使用者赞同这样的转换,必须指出新方法按照某种指标的本质 
上的优越性. 


进一步研究时，每步的方法误差 ^( h ) 具有主项，即有如下表达式 

♦) = iP ( x ， y ) h s+1 +0(" s+2 ). (12) 

我们来给岀证明这个关系的基本步骤.假定右边部分及其所有直到 s +1 阶的导数 
在区域 G : .Xo ^ x ^ ^0 + A ^, -oo <y < oc 上一致有界.那么，方程所有的解直到 .s + 2 


阶导数也一致有界 


由泰勒公式，关系式 （8) 可以写成精确形式 

州=轉" + 2 


我们有等式 


V? (s+1) (0) = y (s+1) (0) - 2 (s+1) (0). 


两个值 y ( s +1) (0) 和 2 ( s + i )(0) 显然可以通过在函数/及其不超过 s 阶的导数在点 ( x , y ) 
的值来表示.我们已得到这样的显式表示的例子 （s = 2的情况). 

因为右边 .*?+ 1次可微，则由此推岀函数 * x ' y ) 在区域 G 中可微且其导数和 
ii ^ y 在这个区域中一致有界.类似地，值 ^ sJr 2 \0 h ) 当; r 。 彡 ： r < + " 彡 r 。 + X 时一致 
有界.于是，有关系式 (12). 


§3. 带有单步误差控制的方法 


在计算过程中常常适当改变积分步长，以控制每步的方法误差值.例如.可以用下面 
方法估计这个实际误差.每步的误差主项是 

(5 + 1)! 

点 (X + h , z ( h )) 位于点 ( x ，. y ) 附近，因此下一步积分的误差将有同样的主项.这两步的 


结果将得到值 y(x + 2/2.) 的近似 j / 1 )， 且使得 


y ⑴ — y(x + 2") 〜2 


^ s+l \0)h s+l 

( 方 +1)! 



§4. 单步法的误差估计 


•2 


如果从点 ( x . y ) 开始将龙格-库塔法的步长换成 2/;., 则得到近 似值? / (2) ， 

⑵ / 、 ^ + l ) (0)(27 i) 5+l 

"⑵ - ?y(x + 2") 〜^/— • 

(s + 1)! 

从这些关系式推出每步的误差主项表示为 

1、 "⑵一 ？/( i ) 

y - vi x + 2 ") 〜 . 之 5 _ 丄 • 

必要时在近似值上加上误差主项值，即 


且使得 


⑴一 y(x 4- 2 h ) 


y(x + 2h ) ^ y 


⑴ y ⑴ - y (2) 

2 s - 1 


⑴ 


可以期望得到更精确的近似值. 

为更灵活控制积分步长的选择.有时候期望可以在少量计算右边部分函数值时就能 
完成步长选择和估计误差. 

在对右边部分做较少变换情况下.下列公式可以作为带有同样精度特性的例子 

^*1 — , l f( x ，yh k’2 = hf fx + — . // + ， 


k'i = hf H - —, y + -( A*i + k ' 2.)j , k，4 = hf 

— ( x + U ^(7A：i 4 - 1()A*2 十 &4 )) ， 


k.4 = hf(x + h , y - k: 2 + 2 A * 3 ) 


⑵ 


A：6 =，，f 卜 + W + ^(28^-125^ + 546^ + 54^- 378A： 5 ) 

△ ,(/ = -(A ：1 4- 4A：3 -r A ： 4 )， 


其主项误差为 


y(x 4 - h ) - z ( h ) = r • + 0 ( h 6 ) 


厂 =— ^^(42A：i 4 - 224A*3 + 21A：4 — 162A；5 — 125/ce). 

如果设 y { x 0 + h ) « z { h ) + r , 则得到所研究类型中 s = 5 的方法，且相应的每步误 
差量级为 o ( h 6 ). 

在一个广泛使用的标准程序中，对积分步长的控制按照近似于 §3.17 中的水平程序 
的方法来实现.给定每步误差度量印和 d < a , 以及与 y 同量级的某个参数 M 〉 ◦. 
通常 £ i / e 0 ^ 2 -', 其中/ 为值 r 对于"的量级.常常取 Si/eo = 2 ~ 1 . 如果 ijj n { h ) = 
\ r \/ uvax { M , \ y n \} > 则步长太大，值 { x n , y n ) 开始以更小的步长"/2进行积分.如 

果 - Mh ) ^ ^0,则得到的精度实际是满意的.在 q < ^ n ( h ) ^ 60 的情况下，下一个步长 
选为 h ： 而在 ^ n ( h ) < 6 , 的情况下则选 2/ i . 这个相对简单的改变积分步长的方法与定 
步长相比在解决问题时常可以耗费较少的计算机时间. 


§4. 单步法的误差估计 

我们来研究所有可能的积分方法的集合，在这些方法中可依次得到值 y { x 3 ) 的近似 
y ： i ,其中 xq < x \ < • - < xjsi = xq X . 设在数值积分过程中 / c 固定且在 j ^ k 时值 
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Vj 定义为某个泛函的值 

y.i = 伞 - ， yj-k). ( 1 ) 

这个数值积分方法叫作 I 步法. 上面所建立的所有方法具有如下一般 性质： 下一个点 
解的近似值仅仅与前一个点的解的值相关，于是相应于这个方法的计算公式表示成带有 
k = 1的公式 （1) 的形式.这个方法叫作一 步法. 

我们来研究误差估计的特殊方法，它仅能应用于一步法. 

将公式 （1) 写成 

Vj+\ = 《 )(/ ， Xj ， Xj +1 -Xj.yj). (2) 

与实际计算过程中得到的值 y ( x : J ) 的近似相联系的不是式 （2), 而是某个如下关系式 

V.Hi = - x h ijj ) + 勾 +1 . ’ (3) 

m S j + l 出现的原因 如下： 

1) 计算时的舍入； 

2) 右边函数值 f ( x , y ) 的 误差； 这个误差是由于我们所研究的函数 /(. T , y ) 是实际 
微分方程右边部分的某个 近似； 此外，在用计算机计算函数值 f ( x ， y ) 的过程中，这个函 
数由另外的函数来近似，从而带来另外的误差； 

3) 在某些情况下，值妁 +1 由等价于 （1) 但不能显式解出变量 妁 +1 的方程来 确定; 
那么.值 ~ + 1 包含这个方程近似解产生的误差. 

虽然误差七 +1 不仅仅由舍入产生，但它常常称 为每步的计算误差. 

同样地，由于在定义原始数据和数值舍入时存在误差，初始条件训不同于要寻找的 
解的值.设 y (: r ) 为要寻找的微分方程的解，而 yj (X) 为满足条件心(％) 二力的 
解（参见图 8.4.1). 


J y n ^2 (- x n ) 



^ 8 . 4.1 
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误差 B n = Vni ^ n ) - V { x n ) 可以表示成 


Rn = Vni^n) - VO^n) + Vo(^n) - yOn) 


= (%(〜）- Vj - i ( x n )) + (yo{ x n ) - y{x n )). 

微分方程的解在一个点的差可以通过它在另一个点的差按照下列途径表示 


⑷ 


引理 设 V 〗 (: T ) 和 Y 2 ( x ) 为微分方程 〆 = f ( x ， y ) 的解，其中函数 f ( x ， y ) 连续且 
关于变量 ZV 连续可微.则有 


V2 ( P )- Yi (0) = (灼⑷一 Vi ⑷） exp 



f y ( x , y ( x))dx > , 


其中 y { x ) 位于 y ^ j :) 和 y 2 { x ) 之间. 


证明两个等式相减 


Y ^ = f ( x , Y 2 ), Y { = j \ x ^). 


由拉格朗日公式，差 f ( x , y 2 ) - Kx ^ Yi ) 可以表示成 fy ( x , y )( Y 2 - Y l ), 其中0 位于 
和 K 之间.结果得到关于 K 2 - 的线性微分 方程： 


(Y 2 -Y i y = f y ( x 1 y )( Y 2 ^ Y 1 ). 


(5) 


函数 


fy ㈣㈤ ) 


f ( x . Y 2 ( x )) - /( x ， Yi ( x )) 
Y 2 (x)-Y ] (x) 


连续， 因为其分子分母为连续函数，且分母不为零.从 （5) 推出引理结论. 

设 a = %，/3 = x ni yi ( x ) = yj-i(x), 工） = 2/»，则由引理得 

yMn) - ?心一 i(Xn) = (% {Xj) - yj -i{xj))exp f y (x,yj(x))dx 

其中 yj ( x ) 位于 ypOr ) 和 yj ( x ) 之间. 

同样地有 


yo ( x n ) - y ( x n ) = ( y 0 ( x 0 ) - y ( x 0 ))exp 


现在等式 （4) 可以写成 

71 

R n = Y ] ujj exp 


u 


f y { xJjo ( x))dx l . 



f y { x , yj ( x))dx > + /^o exp 


a 


f y ( x , y 0 ( x))dx 


⑹ 


其中 叫 = yj ( xj ) — Uj - \ — 1? 

从 （ 3) 推出关系式 


⑴ j = Vj ( x j ) ~ yj - 1 ( x j ) = pj ? 


其中 


pj 


电 （ f ， Xj—uXj - Xj-uyj-i) - yj-i(xj). 


我们来看看具有怎样的含义.中- 是按公式⑵计算得到的 

值， yj - dxj ) 为满足条件 = y 3 . x 的微分方程的精确解在点巧 的值. 于是， 
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如果计算从点开始且没有进行舍人，而步长为％ ，则是所研究 

方法的一步误差.值 化叫作每步的方法误差. 

假定对所有的 j , 相应于所研究的积分区间邱< % ^ x 0 -f X ,成立不等式 

\pj\ ^ ^l( x j - ^j-l) S+1 - ⑺ 

设 


L = sup \fy\ < oc . 

Xo^X^Xq + X 

记 


放宽 （7) 式有 


H 


max (xj 
()< W/v 


A - 1). 


pj\ ^ CiH s (xj — 


⑻ 


当 Xo 彡: Tj ^ x n ^ X() + X 时下列不等式正确 


exp 



fy ( x , ijj ( x))dx > ^ exp { L ( x n - x 7 )} ^ exp { LX } 




应用这些不等式估计 （6) 的右边得到 


l^-nl ^ exp { LX } (\ Pj \ + l^'D + l^ol 


J 


现在将 （8) 应用到上面最后一个不等式得到 


| i ? n | 彡 exp{LX} | [C\H s (xj — Xj-\) + \Sj\) + \Ro\ 

y=i 

彡 exp{LX}(C\H s (x n -xo) + mJ + \R 0 \) 

彡 exp{LX}(CiX// s - {-N6+ | 开 0 |), 


⑼ 


这里 <5 = max |~|. 从这个关系式推出如果同时有 iV 6 — 0, — 0,则当杆 — 0时有 

max Vn | -0. 于是，在充分小的积分步长和小的计算误差情况下，由龙格-库塔 

XoKXn^Xo + X 

法得到的近似解近似于精确解. 

微分方程的解常在大区间上寻找.那么在误差估计中有一个非常大的因子 exp { LX }. 
当 LX 很大时可能出现为达到需要的精度要求如此小的步长和如此小的每步计算误差 
值，以至于所使用的方法不合适.因此，如果方法仅仅靠细分步长和计算误差足够快地减 
少使得近似解是否收敛于精确解否则不收敛.则方法是有缺点的. 


如果 f y ( x ， y ) < —b < 0, 则在估计式 （9) 中可以去掉随着久的增加而很少增长的 
因子.我们来研究常值步长％ - = h 的情况.那么 

exp 1 1 f y { x , y { x )) dx^j ^ exp {- b ( x n - Xj)} ^ exp {- b(n - j ) h }. 

设 h i < Ci / i s+1 估计⑹的右边部分得到 

n 

\ Rn \ ^ [ ( C \ h s+l + 6) exp {—6 (n - j ) h } 4- \ Rq \ exp {- bnh }. 



( 10 ) 




§5. 有限差分方法 


• 273 • 


我们有 

n oc 1 

Y ^ exp {- b ( n - j ) h } ^ Y ^ exp {- bkh }= p ，— 

于是，得到最后的误差估计 

|7? 以 + 收 ㈣ -— }. ( U ) 

因为1 - exp {-6/ i } 〜 |6|/ i , 则更简单的估计形式为 

| i ?, n | ^ C 2 (" s + S / h ) + | i ? 0 | exp {—6. M }. (12) 

这个估计形式上与积分区间长度 X 无关，但是积分区间长度可以通过导数的估计隐含 
地影响系数 C 2 的值. 

估计式 （11) 随着积分区间的增大不会变坏，它的出现使得我们能使用诸如稳定化 
方法来寻找微分方程的稳定解.从带有任意初始数据开始进行数值积分，随着时间推进 
趋近于稳定的解.这个方法经常被用来寻找常微分方程组的稳定的极限环. 

由于有估计（12)，且由于对解具有快速收敛性的常微分方程柯西问题，可能得到数 
值解的解析估计，所以一步方法在计算实践中获得了广泛的应用.同时，在类似情况下误 
差无限增长的方法实际上不再应用.注意到当 f y ^ b >0 时由于引理的结论，解以指数 
速度发散.因此，任意方法的误差应该随着； — oc 无限增长. 

一步方法的另一个优点是积分步长改变的方便性和在所有点的计算类型相同（亚当 
斯方法与它相比较，积分步长的改变和计算开始是借助于某些专门的公式进行，这些公 
式由于很烦琐在此不予研究). 

§5. 有限差分方法 

如下关系式给出具有定常步长:^ - Xj - i 三 h = const 的 / c - 步方法中最广泛应用的 

方法： 

k k 

> : a—j/yn—i 一 ^ / x n ^i^ y n —j) = 0 , ( 1 ) 


其中^为常数，6为某个由 /( x ， y ) 定义的函数.这些方法中本身包含传统上应用最广 
泛的方法 

k k 

> 二 (l — iUn — i - " >二 b—ifi(X n 一“ IJn — i) — 0? (2) 

i=0 i=0 

通常称之 为有限差分方 法或者 有限差分格式 • 

在计算实践中应用公式 （1), (2) 时，若参数 ao # 0,知= 0,则公式是 显式的 或者外 
推的， 若参数勿# 0, / 0. 则公式是隐 式的， 或者插 值的. 

当 ao 二0, _ 0时公式 （1), (2) 叫 作向前 公式. 由于计算实践中应用的复杂性这 

一方法应用不广泛，我们在此不做研究.然而它们在理论研究中应该得到重视，因为它拓 
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宽了使用有限差分方法的类型.今后假定勿# 0.当知/ 0时方程⑺可以写成 

Un — Pnij/n ) ， ^pnil/n) = ~ f Vn)- 

ao 

这里 

k k 

= ( — > 二 a 一 iy n —i + (: z: n —“ yn—j) 


与 y n 无关. 用简单迭代法求解这个 方程: 


bo 


M + 1 = ^ n (^). 


因为 ^ J y ) = h ! f y ( x n ， y ), 则对充分小的"映射 ^ n ( y ) 满足压缩性条件，因此迭代过 

ao 

程收敛.初始近似 w 由任意显式公式 确定： 

I I 

^2 al - t yn-i - h ^2 Vn-i) = 0 . Oq ^ 0 . 

每步迭代次迭代工作量•代过程所得近似的精度之间的合理关系来决定，就 

如同公式 (2.4) 一样，那个公式是 （2) 的特殊情况. 

形如 （2) 的最简单方法从求积公式得到.整个求积公式 

0 ^ 

/ ( x)dx = h b - if (- ih ) + r , rn ^ 0 (3) 

P h i =0 

导岀相应的常微分方程数值积分公式，其中 r 为余项.事实上,将关系式 f ( x ) = y f ( x n + x ) 
代入 （3) 有 




0 


—ph 


f ( x)dx 



零 -w 

一 y ( x n 一 p ) = /? b — iy f ( x n - i ) + r . 


o 


将 y \ x ) 换成 f ( x , y { x )) 且丢弃 r 得到 


y ( x 7l ) - y { x n - p ) ^ h E b 一 i f (x n 一 i ， y(x 7l 一 i )) 


⑷ 


o 


相应的有限差分方法写成如下形式: 


!Jn ~ Vn 




()• 


i =0 


例如，梯形公式 



f { x)dx ^ ^ (/(〔))+/(-")) 


h 


2 


相应于插值公式 


Vn — Uti—\ — (./"n + /n—1); 


⑸ 


辛普森公式 


' f { x)dx ^ \ (/(0) + 4/(-/ i ) + f (-2 h )) 

2 h 6 


相应于插值公式 


Vn — Un-2 = 百 （/n + 4/ n -i + /n-2 )， 
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其中 /m = fiXm . ym ). 

则相应于外推公式 


如下形式的矩形求积公式 



0 


2 / 7 , 


f(x)dx ^ 2hf( — h), 


Dn ~ lJn — 2 — 2/?/ n — 1 _ 


⑹ 


如果求积公式 （3) 的余项通过 D { q ) max \ f { q \ x )\ h q+l 来估计，则等式 （4) 的误差将由 
D ( q ) max \ y ^ q + l \ x )\ h q+1 来估计. 

当前，在有限差分方法中应用于实际的只有 p 二1时的方法，称之为 亚当斯方法. 

由于下列原因，形如 （2) 的另一个已知方法没有经受住实践的 考验： 

1) 右边函数即使无限可微时，步长减小也不一定有收敛性（在假定没有计 
算误差 时)； 

2) 在存在收敛性时，在前节研究的 fy ^- b <0 的情况中误差（随着 X 的增大）出 
现指数增长； 

3) 对于某些方法，当 p > 1时，改变步长会出现另外的不便（同情况 p = 1 比较). 
显式亚当斯公式通常 写成如下形式 

m 

Un — Un—1 — " 〉 ： 1 ， 

i=0 

而隐式亚当斯公式写成 

m 

Un — Vn — l — ^ 〉: 

z =0 

其中，同 §2.10 中一样， 


▽ l fn = Y^yCifn-j. 

7 = 0 


系数由如下公式计算 

7i = .( n ( 1 - 1 ) ^ 

广 1 i—l t 

7o = 丄， ii==- 7 n f 1 _ t) du ^ 1 > °* 

1 k=l K 

习题 1 证明，当 i — oc 时 

const _ const 

通常亚当斯方法按如下方法使用.首先按亚当斯显式公式计算零次近似，然后基于 
隐式公式完成1 一 2次迭代（以同样的值 m ). 
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§6. 待定系数法 

为建立数值积分公式也可以应用待定系数法.用某种表达式代替导数 y \ x n ) 和函 
数值 f ( x n , y ( x n )): 


起 。亡 “-十- 0 , 


乏=0 

k 


/(x ri ， y { x n )) ^ ^ b— t f (x n _i, y ( x n - i )) 

(假定 ay 和与 / z 无关).由此得到(等式 

亡 a.Mxn-r) ( x n _ ，-, y ( x n _,)). 


0 


i =0 


相应于它的有限差分方法为 




值 


i =0 


0 


r n = a ~ llJ ^ Ln —^ — ^2 b -if ( x n - i . y ( Xn - i )) 

i =0 1=0 


叫作原始微分方程的方法 （4) 的逼近误差. 

定义如果满足条件：当 /I -> 0时 

lk || = max \ r n \ 

x 0 < x n < i 0 十入 

则称在区间 [x 0 ,xq + X ] 上差分格式逼近微分方程. 


0 


回顾 f ( x n - i ， y ( x n - i )) = /( Zn - i ) 且 x n -i = x n - ih , 则有 

= ^ a - iV{X - - lh) -^y'^-ih). 

假定解的直到 (7 次的所有与有界： i_ ° 

\ y ^( x )\^ M p < oo , Xo 彡: c 彡 x 0 + X , p 二 0,1,. 
借助于泰勒公式将所有值 - i /?) 和 y ’（ x n — ih ) 表示如下： 


Q 


(— i ") 


P 


y { x n - ih )= 二" ㈤ ( x n ” +成， 


p =0 


y \ x n - ih ) = ^ y { p ) ( x n ) 


P ! 


(P-1)! 


+ 7^， 


q . 


⑴ 


( 2 ) 


(3) 


⑷ 


其中由泰勒级数的余项估计有 

\P l n\< M q (ih)yqU KK M q (ihy- l /(q-1)1 
将 y ( x „ -?:/?,) 和 y\x n — ih) 的表达式代人 r n 的表达式的右边且合并 y^(x n ) 的系数 
得到 

r n = E 0 h~ l y(x n ) -h Eiy'(x n ) + .. ■ + 2 y ( f / — 1：) ( x n ) +£ n , (5) 
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其中 


Eq = ^ a 


i =0 

k 


e p = J 2 

i =0 

k 

i =0 


£ 


a _ i (- i) p 
Q-^n 

h 


k 


台- ^ i ] T ， 


L 


p > 0, 


⑹ 


k 


，乂二 o ( w - 


i =0 


我们有 


e n \ ^ 


其中 


k 


Dq = > : \ a — i \ 


t =0 


iQ 


q '. 


Eim 士 


i =0 


〜- i ) 


通常，进行更细致的估计可以减小 |〜| 中的值 zv 如果祝=… = £； m = 0,则 
e n = 0(/ v m ) 且称方法⑷具有 m 阶逼近.当 g < m 时，所有 m 阶逼近方法是 g 阶逼 
近方法.如果 = … = 五 m = 0,而 E m+ i ^ 0,则说 逼近的阶等于 m . 

由（1)，⑺对于任意光滑的 y ( x ) 有关系式 

lim y a -咖 - lh l = y \ x ), 

h—O 


i =0 

k 


h 


lim V " b _ if ( x - ih , y(x - ih )) = f ( x , y ( x )). 

h ― ^0 ’ 」 
i=0 


引理 关系式 （ 7 ) 成立当且仅当 


Eo = E\ = 0 , 6 q + • • • + = 1 


⑺ 


⑻ 


证明由泰勒公式有 


y(x — ih ) = y ( x ) — ihy f { x ) + 0(/?,), 
f[x — ih ， y(x — ih )) = f ( x , y ( x )) + O ( h ). 


将这些关系式代人 （7) 的左边得到 


lim 

/ i—o 



k 


y ( x ) + a Hy » + 0 ( h ) = y ’ ( x ), 


0 


lim 

h — >0 



/( 工， vM) + °( h ) = f( x ^ y( x )). 


这些关系式正确的充分必要条件是满足如下条件 

k k k 

^a_i = 0, - ^ ia-i = 1, } b-j = 1. 

其中第一个式子的左 iS 于五 o , 第二第三个式子之差等 于氏. 由此推出引理 
结论的正确性. 
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方程 Eo = • • • = 二(〕构成含 2 A : + 2个未知量的线性齐次代数方程组.如果未 
知量的个数大于方程组的个数，即 2 /c + 2 〉 m + 1 (或者等价地从> m )， 则这个方程组 
有非零解.可以证明，当 2 A : = m 时这个方程组有一组单参数非零解 



并且二 


k 


# 0.选取 


0 



得到 2 A : 阶逼近的差分方法.有时有必要建立显式 

k 


方法 （6 o 二 0). 解方程组 bo = 0 , Eo =…= E 2 k-i — 0且选择带有^ b-i = 1的解, 

i=0 

得到 2 A : - 1阶逼近方法. 


⑼ 

注意到下列情况.如果等式 

〆 (: 1广’) ， (10) 

i =0 

k 

f ( x n , y { x n )) % ^ b ^ fixn - i . yixn ^)) (11) 

i =0 

以项数达到阶 0 ( h m ) 的精度满足，则值 r n 等于这些关系的误差之差，且具有量级 
0(/ i m ), 于是由⑶有祝=…= 0. 但是，要满足〜= 0 ( h m ) 不一定要求 
近似关系 (10), (11) 的误差具有量级 0(/1-). 例如，对最后一种方法= 0(// 3 ), 同时 
关系式 （10) 的误差量级为 0 ( h ). 

除了上面建立的典型龙格-库塔方法和有限差分方法以外，还应该注意一组方法，其中如 
同有限差分方法一样应用了前面的几个值 ?； n - z 寻找每个新的值 2 M ， 但同时在每一步与龙 
格-库塔方法一样对右边部分进行几次计算. 

这组方法的一个例子为： 

Vn - l /2 = Vn -2 + ^(9 / n -l + 3/„-2)， 

yh — ^(28 y n -i — 23 y Tl —2) + —['^f n -\/2 — 60/ n-i — 26/ n — ‘2 )， 

Vn = ^ j -(32 y n _i - 2/n—2) + ^(64/ n _i/2 + lofn -f 12 /n 一 L — /n-2 )， 

每步误差量级为 0(/ l 6 ), 其中义 = f { Xm , y k m ). 


例在 /c = 2 时方程组 Eq =…= E4 = 0 的解有形式 



从 （8) 得到 c = 1/2,于是数值方法有如下形式 

y，1 - { l fn + 善九一 1 + l fn ~ 2 ) = °* 

注意： 曾经从辛普森公式得到上述的方法. 

如果要求满足等式 b G = Eo = Ei = E2 = = 0, 则得到方法 

Pn + 4 y n _i - 5 y n -2 广 2 

6 h 
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§7. 依据模型问题研究有限差分方法的性质 


在构造了求解问题的新方法后，例如微分方程的求解方法，在编写程序前应该适当 
地研究这些方法对于一些简单模型问题的工作情况，这些简单模型的精确解和近似解能 
显式计算出来.如果对这些简单模型问题，方法给出不满意的结果，则可以立刻拒绝这个 
方法. 


最先构造的常常不是一种方法，而是一组与一个或几个参数相关的方法.模型例子 
的研究可以将这些方法进行比较并选出最优参数值.应用显式可解的例子能帮助理解方 
法实现时出现的实际情况. 

这样的方法常常比详细的理论研究更可取，因为它节省了大量时间. 

如果已知值 n … ， y n - u 则从 (6.4) 可以找到值 y n . 因此，为开始计算，需要知 
道？ 7 ,•在个初始点的值 y 0 ， yi ， ….雇-1. 它们可以按照某种方式预先找到，例如，借助 
于泰勒公式或者龙格-库塔方法. 

我们来研究 问题： 差分问题的初始数据的误差在多大程度上影响 
其解. 


设< Q 2) 为差分问题 

k k 

a, - iUn-i — h 

相应于初始数据沾，…,：^_ 1 的解.基于拉格朗日公式我们有 

，/ (^'m? y'm) ~ f^mi Vln) — ’m^m ， 

这里‘ = Tm 位于 yL 和 y? n 之间，— 

从当 S = 2时的关系式 （1) 减去当 S = 1时的关系式⑴，得到关于差的方程: 

k 


〉: b—if (x n _j , y n —i) 


⑴ 


> : ( a—i - hb 


0. 


( 2 ) 


通过研究简单微分方法? / = 0 可以得到误差特性的相当重要的信息.在这种情况 


下， （2) 变成带有常系数的方程 


* ^ 


I c n — 


⑶ 


相应的特征方程为 


k 






0 


⑷ 


设 A 为这个方程按模最大的根.取税= F 0 ( l ), 则条件私= 0等价于 M 二1是方程 
(4) 的根. 因此， |". i | > 1. 网格函数= const -/^ i 是方程⑷的解. 

设川为实数.研究“ w - 义=知 r fc +1 , 1川 I > 1的情况•解 W 和 W 在初始 
点的值之间的差不超过4同时 

max |6： n | = 6 \ fii\ x/h ~ k ^ 1 

nh^X 

随着步数 iV 二 x / h 的增加成指数增长. 
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于是，当 /n = max |^| > 1时初始数据小的扰动对于即便很少的步数也可能带来 
解的严重扰动. 

设 ㈧ 不为实数. 网格函 数 〜， i 4和 e n ， 2 = lm(6fir k+1 ) 是方程⑶ 

的解.因为 max {| x |, | y |} > |x + iy\/ \/2,所以 

max j max | e na |, max | e nf2 | \ ^ -^\^\ x/h ~ k+l . 

\^Tih^X nh^X J \/2 

于是，当 w 为复数且 Iml > i 的情况下.方程⑴的解在小的初始扰动下可能严重失真. 

我们来研究当方程 （4) 的所有根的模均不超过1,但是模等于1的根是 p 重根 
A ，且 | M1 | = 1, p > 1的情况.为简单起见，我们讨论川为实数的情况.网格函数 

e n = Sii\ L - k+1 相应于初始数据 yor- ,Vk-i 的扰动不大于5,但同时在区 

间的端点扰动有量级 S(X/h)P~ l . 

初始数据的扰动影响以这样的程度增长（相对于节点数）有时是容许的.但是，在模 
型方程 〆 = My 的例子中，可以证明在单位圆上有 p 重根的情况下原始数据的扰动显 
露出更本质的特征.当 f(x,y) = My 时所有= M 且方程 （3) 关于 e n 是线性差分 
方程 

k 

〉: ( a—i - A4hb—i)£ n —i — 0. 

i =0 

相应的特征方程为 

k 

( a -i - Mhb-i)^ - 0. (5) 

1=0 

附加限制 

k 

M 一 

i =0 

在相反的情况下差分方程 （1) 写成 



hy^d^jf(Xn-i,yn-i) 




Ml 


(e 

Vt=o 


C 一 iyn 一 Y - i — h ^ ^ d—if{Xn— I — i i Vn — l — i ) 


这些方程的研究没有意义.简单的方程 

k — 1 k ——1 

^ c-iy n 一 i - h ^ d-if(x n —i ， y n —i)=0 

i=0 i=0 


的解恰好是⑸的解. 
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我们也假定 a G # 0. 有下列定理. 


定理（省略证明） 1. 如果 p > 2, 则在方程 （5) 的根中存在满足如下不等式的根 

^ exp , c > 0 

2. 如果 p = 则在 M >0 或者 M <0 时在方程 （5) 的根中存在根满足如下不等 


式的根 


彡 exp • 


于是，当 p > 2时方程 〆 = +| M|y 或者 '〆 = - 

\ Mh \^ p ^\ = axp \ c \ M \ 1/ p Xh 1/p 


M \ y 的解相应于扰动增长约 


exp 


h 


倍.解的扰动增长比任何步数幂次更快.这样的扰动增长在步数不大时就已不容许了. 


上述实际可用的格式仅仅是满足下列 a 条件的 方法： 方程 （4) 的所有特征根位于 
单位圆内且在单位圆上的特征根不是重根. 


可能会认为，整个事情只是在于舍人误差和原始数据误差：如果没有这些误差，则差 
分问题的解是否一定会收敛于微分问题的解？实际上，对于任何不满足 ct 条件的差分方 
法，可以找到带有无限次可微右边部分的微分方程例子，当没有舍人误差和原始数据误 
差时，有限差分问题的解在步长很小时也不趋向于微分问题的解. 

乍看起来似乎可以适当建立具有很大的逼近阶数 m 的方法= . •. = = 0). 
但是，实际上所有带有大的逼近阶数 m 的方法都不满足 a 条件. 


定理（省略证明） 在下列各种情况下，特征方程 （4) 的根中存在模大于1 的根： a ) 
方法 (6.4) 为显式， m 〉 / c ; b ) 方法 (6.4) 为隐式， / c 为奇数 ， m > + 1; c ) 方法 （6.4) 为 

隐式， / c 为偶数 ， m > A ; 4- 2. 


接下来将说明，在差分问题初始数据误差和计算误差的某些补充条件下，当满足 a 
条件时差分问题 （1) 的解收敛于微分问题的解.将引人误差主项表示，从中可以看出，对 
于所有满足 Q 条件的具有同样精度的差分方法其主项大约是一样的.但是，这不意味着 
它们在实际中大约等价. 


以模型 〆 


My , M 

Vn 


const 为例.我们研究下面两个二阶逼近差分格式解的 性态: 

Vn — l f ■> Vn) — f (*^n — 1 1 Vn— 1) 


h 

Vn Vn- 


2h 


2 


1 *» Vn — 1 ) • 


差分格式 （6)，（7) 导出有限差分方程 


2/ n(l — Mh /2) — 一 i(l + Mh /2) = 0, 


⑹ 

⑺ 


Vn — 2 A/ hy 7l ^ i — y 7l 一 2 = 0. 

在第一种情况下误差方程的解有形式 


Sn= \ l - Mh /2 J Eo ' 

当 M > 0 时这个解是增长的.这是自然的，因为对于微分问题带有不同初始条件的两个 
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解之差 s ( x ) 写成 


= exp { A /(. r 7? - xo )} e { x 0 ). 


当 A / > 0时它也是增长的•当 M < () 时&和 e ( x n ) 是下降的.第二个方程的解为 
t -1 /ii + c 2 ^2 ,其中 "1 和 为特征方程 /， 2 - 2 A ///// -1=() 的根.即 


/ ii ,2 =八/" 土 V 1 + ( A / h ) 2 . 


我们有 


"1 


Mh -h v/l + (Mh) 2 = 1 + Mh + 1^11 + C)((A/") 3 ) 二 exp{M"(l + O(Mh))} 


£ 


此后我们应用泰勒公式 v / T +7 = 1 + g + 0( s 2 ). 由此推出等式 

f.Li = exp{Mnh(l + 0(M"))}. 

于是，项 C !//,^ 相应于差分方程的解，它表现出与微分方程的解同样的性质.用类似方法 
得到 


"2 


M/z-v/l + (Mh) 2 = — 1 十 A/"- 


(Mh) 
"""" 2 ~ 


2 


+0(( Mh ) 3 ) = - exp {- Mh ( l +0( Mh ))}. 


我们有//彳= (- l ) n exp {- Mn /?.(1 +0( M / ? ))}. 项4与微分方程的解表现出不同的性 

质，而且很不一样当 M < 0时它的模增长.与此同时精确解减小.同上讨论可以断言计 

算误差可以以量级 ^ exp {- A / n / i(l - hO ( A // i ))} 改变解的值.当 M < 0且 \ Mnh \ 的值 

大时，特别是在解下降的前提下，这个值变大到不能容忍的程度. 

由于所研究的方法对这些简单模型问题不能给出满意的结果,对于更宽广的应用就 

未必能提出建议，尤其是在微分方程数值积分的标准程序中. 

在 M < 0和不能容忍的大的例子中我们舍弃了第二种方法.在最近四十年 

的应用中经常遇到带有剧烈变化过程的问题.其解本质上在较小的时间区间上变化.这 

类问题的典型模型是方程 〆 = My,M <0 的柯西问题，这里 \ M\X 如此之大以至于量 

级为 \ M\X 求解步数是不容许的.如果按照时间》1适当选择步骤数，则应用所 

研究的第一种差分方法也可以导致不满意的结果.对这个方法我们有 

Mh /2 1 + 2/{ Mh ) ( 4 _ / 1 


Mi 


1 - Mh /2 ~ -l + 2/( M ") 


exp 


l\Ih 


+ 0 


( M /0 2 


于是.差分方程的解有形式 

^ = (-irexp 


4 


Mh 


+ o 


( M /0 


2 


Vo 


(- l) n exp 


4 


Mh 2 


+ o 


A / 2 /! 3 


(•Tn - Xo ) > y ih 


例如. | A /|/7 2 > 1 的情况与微分问题的精确解 y { x n ) = yQe AI[X7l ~ Xl)) 有很大的不同（差 
分方程解按模接近于1,而微分方程的解更小). 

上述第一种方法的性质分析可以总结 如下： 这种方法可以用来求解相当广泛的一类 
问题.同时，存在某类问题.称为刚性的（模型中 M < 0, \ AI\X 非常大的情况)，应用这 
种方法时需要一定程度地小心对待.为求解这类问题我们将研究特殊方法（参看 §9). 
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§8. 有限差分方法的误差估计 

我们来讨论应用形如 (5.2) 的满足^条件的有限差分方法得到的近似解的误差估 
计.在实际计算过程中得到的值 y ( x n ) 的近似值实际上不是基于不等式 (5.2), 而是 
基于如下关系式 

k k 

〉二 ^— iVn — i . - > 二 b—if ( x rt ._7. , — (1) 

i =0 z =0 

其中心可以不为零（出现夂的原因已在§4中说明). 

另一方面，在§5, 6中已表明，微分问题的精确解的值 y ( x n ) 满足关系 

k k 

^ ^ q _ •/ y { x n - j ) - " > : ’)—i J ~ [ x n — j ^ y ( x n — j )) — hv n . (2) 

相应地选择适当的 ^ 数 nJ ^ r n = 0(/ 严)，其中 m > 0 .从⑴减去⑺得到 
误差 R u = y n - y(x n ) 的方程.基于拉格朗日公式有等式 

f{^Ti — n iJn — i ) — f — = ’. n - iRn - i ， (3) 

这里 /„_ 7: = /〃(•‘ — 7 ,: 心 _ i ), 且 fjn - i 位于和 lj ( x n - r ) 之间.考虑到 （3)， 关系式⑴ 
与 （2) 的差写成如下形式 

k k 

> : ( i — iRn—i — h ， > : b — i ! n — iR n _i = g n ， (4) 

i =0 ?:=0 

其中 i/n = J.n _ " r n . 


定理（关于误差估计） 设差分方法满足 Q 条件且当 x 0 : c 0 + X 时 I 人 I 彡 L . 

则当 ： Co 彡:彡 x () + X 时成立不等式 

n 

I仏I + X] I 仍 

j=k 

其中 c { L . X ) < 00 为某个与系数 a — 和 L.X 有关的常数. 



R n \^ c ( L , X ) 


max 

( 吻 </ 


证明我们需要第六章、3节中引理的特殊 情况： 设矩阵 .4 的所有特征值位于圆 
| A | ^ q 内且在其边界上没有重根，则可以给出矩阵 C 使得 || D||oo ^ Q , 其中乃= 
C~ l AC. 


为估计的方便.我们将方程 （4) 变成一步向量方程.进一步为确定起见，假定 / z 如 
此小使得 \ hb 0 L \ < | a 0 /2|， 则⑷中的系数 ao — hb Q ln 的模不小于|叫/ 2 |.将⑷中 
所有不包含凡,，的项移到右边，且除以的系数得到 


k 


R 


I ： 


— a—i + hb — il n 

( 7.0 — hb()l. n 


Rn - 


9n 


flo — 


⑹ 


设 


—a—i 十 hb—il n —i 

a() — hl)Qln 




a() 





l -in 


1^0^71— 1 _ 江一，山 [)1 " 

(ao — hbol n )ao 


|^ n | ^ 2 


6 一 〆 zo| 十 |a 一 《 6 (〕 


Oo 


2 


L 
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引人向量 


Z 


n 


(•^ n ， •…，尺71 - fc +1 ) 


T 


关系式 （6) 等价于 


其中 


Ki = 


Z n = AZ n -i -f 


< In • • • 飞 )kn \ 


f (Jn \ 



ao — hbol n 

0 … 0 


0 

譬 ••會 , 

w — 

? vv n 一 

齡 

0 …0 j 


1 () / 


⑺ 



Ql-/r 

ao 

o 

0 


ao 

0 

0 




的确，设 （7) 的左边和右边部分向量的前面一些分量相等，得到等式（6)，而让剩下的分 


量相等得到恒等式 



计算矩阵4的特征多 项式： 
P ( A ) = det (乂一 XE ) 


1 ， • • • ，— 1 • 




det 


0 


0 


Q-k \ 
a.o 

0 

0 


\ 0 0 … 1 -A ) 

为此.将这个矩阵第一列乘以 A 加到第二列，然后第二列乘以 A 加到第三列，如此下去 
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•2 


直到最后一列、结果得到 


piW P2(A) 


Pfc - i ( A ) Pk ( X ) 


P ( X ) = det 


其中 


Pi (A) 


—- A , p 2 ( X ) = + A(-—-A 

do a o V a o 


a—k 


a ! — k 


副 

按照最后一列展开行列式有 


^2 -k 

a() 


+ 入 


a 0 


P ( A ) 二 （—1 产十 1 副 • 


或者同样地， 

(-1 产尸 (A) = A k + —A^'- 1 + ••• + — = —(a 0 A fc + + … + a_ k ). 

ao ao Go 

矩阵 4 的特征方程正好与差分方法的特征方程 (7.4) 相差一个常数因子.由 a 假定知, 
矩阵 A 的特征方程的所有根位于圆|2| < 1内且在圆上没有重根.因此，关于矩阵>1引 
理条件满足，其中= 1. 于是，存在矩阵 C 使得 C~ l AC = D 且 ||D|U 彡 1. 在方程 
(7) 中进行变量替换 Zn = Cz n . 在左乘 C- 1 以后它变成 T 


Dz n -i + hv n z n ^i + w 


其中 


D 


v n 


v n c, w n = n. 


⑻ 


在矩阵中非零元素仅仅位于第一行，所以 


|| K ,.|| oc ^ 2^ 


b-japl + [a 
a o 


bo I 


vL 


且 


ii^iioc ^ iicmm < aiic—m 


我们有 


Iw . lU ^ IIC -' lloollW.II 




1 \ ( Jn\ 

oc 

ao 


对 （8) 的右边部分各项进行范数估计以后得到不等式 


|z n ||oc. ^ P\gn\ + (1 +#")||Zn-l||oo, 


⑼ 


其中 


卜 2 ^^， 7 = ' ；l|C " 1|locl|C||o ° 
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我们按照如下方式通过 llZn - iHoo 和值 | 仏,|来估计 HZnlloc ， 写出 j = n ， k 时的 
不等式 （ 9) .在由 Hz ^- illoo 估计 llZnHoc 的右边部分.通过 ||z n _ 2 ||cx> 估计 ||z n -l||oo, 然 
后对得到的不等式的右边部分由 ||z n _ 3 ||oc 估计 ||z n _ 2 || 00 , 如此下去，结果得到 

ll z nl|oo ^ 0\g n \ + (1 + 7 乙")⑽ "n- 1 1 十 （ 1 4- ^Lh){^\g n ^2\ + … 

+ (1 + 7[")(/%fc| + (1 + 7 厶 ")" z fc-i||oo ) …))， 

或者.等价地 

n 

llZnlloc ^ /^(l-h7^) rl ~ i |^| + (1 +rL//) ri — “ 1 ||%- 1 ||oc. (10) 

j zz: /c 

同时放大该不等式来简化这个估计.当 x 0 彡巧彡 x 7l 彡 xo+X 我们有 (n—j)h(X. 

因此 

(1 + ^Lh) n ~ 3 ^ exp{jLh(n — j )} ^ exp { 7LX }. 


现在由 UO ) 得到 


llz^lloc ^ exp{7LX} I P^\gj\ 4 - Ik—i|U 

• 7 = fc 


(li) 


下列不等式是正确的 


m < iiz n iumiu 


ZA : — l||oc < || C — 1 IIocIIZh I 


lie - 1 ! 


max 

0^ i<k 


Rrl 


所以 


||Z n ||oo ^ ||C|Uexp{ 7 LX} I /3^|r ；J | + ||C— 1 |U||Z fc — 上 |U 

i=k 


( 12 ) 


进一步得到估计 


\Rn\ ^ exp{7LA r } I Mi ^ |^-| + M 2 max |i?/| , 

u ^ i<k 

3 =k 


其中 A /! = /3 HCIU ， M 2 = || C | U || C - MU 且 i 为某个仅与原始差分方法的系数 
有关的常数.特別， AA 和 A / 2 仅与系数 ay 有关.定理得证. 


将力 • =心_ /%•代入 （12) 得到要寻找的误差估计 

n 

\R-,i\ ^ exp{-fLX} ( Mi ^ (|^ 4 - h\rj\) M 2 max |/?. ? ；| ]. 

V/ L Ai/ 

j = k 

从估计 （13) 看出，为使差分方程收敛于微分方程的解只需满足条件 


(13) 


0, max \Rj 

0^ i<k 


0. 


Eim "Eh 

j j — 

误差佔计 （13) 在许多情况下实际上是偏高的.例如，对于亚当斯法，假定舍入误差 
^和近似误差 r , 一 致有界： | 心 | < A | r . 7 | 彡 r ， 无论积分区间的长度多大， 当八彡 — 6 < 0 
吋，可以得到误差估计仍然是有界的.注意到欧拉法是亚当斯法的特殊情况，欧拉法的误 
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差估计从一步法 （§4) 的误差推得.同时，在同样的假设下从 （13) 不能得到积分误差的 
一致有界性.为了得到关于误差值的更实际的表示，展开误差主项的表达式是有益的. 

注意得到这个表达式的途径.当函数 f ( x ， y ) 充分滑时由 (6.5) 可知下列等式成立 


因为 E 


一 2 


r n = E rn ^ l h m y ^ l \ x n ) + o { h ^). 
1,则这个表达式可以改写成更方便的形式 


i=0 


h m Y ^ b ^ E rn ^ m +1 \ x n ) + o ( h m ). 


i=0 


假定计算误差与逼近误差相比较小，准确地说，假设 max |^ 7 | 


o(/? m+1 ). 


在满足关于误差估计的定理条件时，差分方程的解收敛于微分方程的解，因此成立 
等式= fy{x n ,y n ) = fy{x n ,y(x n )) + 0(1). 考虑到上述关系，等式⑷可以改写成 




Rn 


h h 

k 

-E 


Rn — 


i. 


Rn ^ 


i=0 


/ y (X n ,^ n — 7: ))# -£W l2 / — + 1 心 n)j =0 ⑴. 


于是，网格函数 = R n / h m 近似地满足网格方程 L ( 〗( z n ) = 0,它由如下方程近似 


得到 


(^ f y ( x , y ( x))z - E. nl+ iy 


(m+1) 


㈤ ) 


(14) 


假定2 0 ,--- - o ( l ), 与关于误差估计定理的证明做同样的讨论，得到在初始条件 

z { x 0 ) = 0 下& 近似方程 （14) 的解.这个解可以表示成 


2 n a z(iV n ) — E ni - \- 


exp 





(15) 


于是， 


Rn ~ fl m z(x n ). 


我们来精确表述关于积分方程组的类似结果.对于方程组:/ = f ( o ：, y ), 当 y 和 f 为向 
量时，即 y 二 （ 仍， ... ， yi ) T ， f = (/!，... ,/0 r , 误差主项的表达式 （15) 有形式 


z ( x n ) 


Yn - y(>n) 〜 h 7 U z(x n ), 


W ( x , x n ) y {7 rt ^ l \ x)dx 



这里矩阵 W ( a , b ) 是如下矩阵微分方程在初始条件 W ( a , a ) = E 下的解 

W \ a , b ) = h ( b } y ( b )) W ( a , b ), 

其中£；为单位矩阵， f y ( x ， u ) 为带有元素 dU / dxjj ^ i.j - 1, ••- ,1 的矩阵. 

上述讨论的每一步是严谨的，有时可给出更粗的 形式. 微分问题的精确解满足关系式 


L h ( y { nh )) ^ Ern + ih m y (7n+1) ( x ) 
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其中 

而近似解满足关系 






i - > : 6 — I •, ( ‘了 n 一 i ， 〜 — i ) ， 


Lh (yn )—0. 


w 此它们的差满足等式 


Lh(yn) - L h (jj(nh)) ^ -E m+ ih m y {r7l " ]) (x). 


由于 2/ n 和 y ( nh ) 相近，这个关系式可以写成 

" h ( y ( nh ))( y n - y { nh )) % - E m +1 " m y ( m +1) ( x )， 

其中 Z / h 为算子 L h 的导数.因为算子 L 和在一定意义下近似，则可以写出 

L \ y { nh )){ y n - y { nh )) ^ - E rn +} h , u y {, r , ^ l } ( x ). 

回顾算子 L 的导数由如下等式定义 

L '( y ㈤ )5 = ㈣ 峋 ㈤ + tS ( x )) - L ( y ( x )) 

= lim ((y + ^T-/( ： r.^M))-(^-/(x ,,)) = 《_ fy ^ y{x))s 

t —^0 t 

由此得到近似式 

S ’ - f y ( x , y ( x ))6 « - Em + ih m y { rn + l ) ( x ), 

然后得到 （15)， 其中 6 = y ri - jj ( x n ). 

对于误差主项表达式推导的第二种途径已不能直接推导， a 原则上可能导致不可信的结 
论.这可以从这样的事实看出：处处不满足 a 条件，而缺乏该条件时，值 2 /„ - y ( x n ) 很小的 
事实就不成立.基于这样的途径得到的结论的正确性要求特殊的理由. 

同时. 应当承认它是相当有效的.因为还没给出任何反例说明， 在差分问题的解收敛于微 
分问题的解 的情况下，应用它会导出误差主项的不正确表示. 

对于某些方法，例如亚当斯法和龙格-库塔法.其误差主项表达式通常给出误差值的 
实际表达式.在另一些情况下，例如方法 (7.6), 它是所谓米尔恩 ( Milne ) 方法的最简单 
情况，这个表达式应该看作实际误差值的某个下界估计. 

我们来研究方法 (7.6) 和方程^/二 My . 其精确解为 

V㈤ = yoe M(x ~ X(, \ 

而 E 3 = 1/6.由 （15) 有 

Z ( Xn ) = -l 广 e A/(x-xo) M 3 ?/oe A/(x-xo) rfx = _] ： M S yQC M(x ri - X o)^ Xn _ ^ ( i6 ) 

6 Jxo 6 

在区域> 0中估计因为这个函数当 r — 0和4 oo 时趋于零，则其最 
大值在其导数等于零的点取得，即 r 二 1. 由此可得当？; > 0时 ^ e - 1 . 研究情况 
M < 0•将 v = - M [ x n - x 0 ) 代人其中得到 \ Me M ( < Xn - x ^( x rl - x 0 )| ^ e ~ l . 由此不等 
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式及 （16) 推出 | z ( x n )| ^ M 2 \ y 0 \/(6 e ), 于是误差主项当 x 0 < x n < oo 时一致有界.同 
时，从§7中引人的这个模型例子的研究推出，由于初始值 y 0 ,yi 的误差的严重影响，误 
差的实际值急剧增长. 

看起来上面描述的情况似乎存在某种矛盾.我们提到了误差主项，但同时又断言它 
在实际误差值中不是确定无疑的.事实如下. 

在获取误差主项时，注意到积分区间长度固定，而 ( V & 和^趋向于零.在§7中引 
人的模型例子的研究中谈到当/?,固定，: r n - xo — 0时的误差特性. 

如这个模型例子已指岀，原始数据误差的影响在值 \ M \( x n - x 0 ) 不太大的情况下 
也是很重要的.因此，尽管当5//1 ， /i — 0 且粍 - x 0 固定时误差主项值很小，方法 (7.6) 
在实际中的广泛应用是不合适的. 
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上面提出的方法，特别是计算公式，可不做任何改变地应用到方程组 

： y’ = fO,y). (1) 

形式上的不同在于在相应的关系式中用某个矩阵或张量代替标量值. 

为揭示常微分方程组数值积分过程中出现的特性，我们来研究常系数的线性方程组 
的模型例子 

y’ = Ay. (2) 


在应用有限差分近似 (5.2) 时相应的有限差分方程组有形式 


* v 

E 


— iYu — i 

h 


k 


- 二 b ^ iAy n 


0 


(3) 


为简单起见假定矩阵的若尔当标准型为简^的： C~ l AC = A , A 为对角线上元素为 

= z n ，且 （3) 左乘 C ~\ 得到 


Ai , , X t 的对角矩阵.设 C - 1 y 


E 


i^n—i 


fl 


^b-iC^ACz 




0 


或者 


k 


E 




h 


-- [6—iAz n 


0. 


这个方程组展开成关于向量 


(2 ln ，•… ， Z ln ) T 的分量的标量有限差分方 程组: 


k 


h 


关系式 （4) 与方程 


> : a—iZp、 n —i 一 〉: b—iXpZp， n —i = 0 ， p 二 ]_，■••，/• 


⑷ 


z 


p 


入 p:p 


的有限差分近似相同. 


⑸ 
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如果在 （2) 中转换成新的未知向量函数 z = C ~ l y 且对 （2) 左乘 C - 1 , 则得到标量 
方程组 (5), p = I ,--- ，/.相应于向量 Z (: r ) 和的定义我们有等式 

z 7l - z(x n ) = C _1 (y n - y(^ n )). 

于是.得到带有小的误差的解 y ( x ) 的充分必要条件是.在基于逼近 （4) 的积分中以小的 
误差得到方程 （5) 的解 z p ( x ). 同时注意到，初始条件之间的近似关系 

yj ~ Czj '， j ~ o? ■ ■ * — \. 

类似的思路按照龙格-库塔法也可以得到同样的结论. 

方程 （5) 的解有形式= 2 ：|| exp { Ap (： r -. To )}. 且当: r 变化的范围达到= |1/ A P | 
时解发生很大的改变，即解的特征指数改变了阶 1/| A 7 ,|. 如果考虑整个向量 z (. r ), 则其变 
化的特征指数的阶为 l / ma ^| A p |. 向量 y @) 的特征指数也会同样地改变. 

p 

积分步长应该大大小于解的改变的特征指数，即/7《一^― -• 由此推出积分步数 

max | A /; | 

下界的估计 77 

X 

N = 一 》 max | Ap | - X . 
h v 

如果远大于 max | A p | • X 的步数超过了机时耗费的容许限度.最好利用针对解的特点的 

V 

方法. 

在对所有的 P, 满足条件 

|A P |X » 1 


的情况下，对于解的描述可以应用渐近方法.但是.经常遇到的实际问题中这个条件不满 
足.因此.渐近方法的应用不可能或者很困难. 

当然.会出现这样的 问题： 如果方程组 y = Ay 的解可以显式地写出，我们应该讨论怎 
样的一些问题？事实在于.我们以模型来讨论这个问题.实际上.同样的方法也常被用来求解 
复杂的问题，这样我们可以通 过讨论 可显式求解的简单问题来探讨方法应用时出现的情况. 
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(maxRe A /; ) - X 不是大的正数，而 （max | A 7 ,|) • X 》1且 
p p 

a ) (max |Im A . p |) - X 不是大的正数，或者 

V 

b ) 对于适当的有 J In ' 彡 c 

b — He Xp 

则方程组 （6) 属于刚性方程组. 

以 f v 记雅可比矩阵#.如果对于积分区域中某个长度为 X >0 的区间中所有 

‘ 9 yj 

的 邱， 方程组 

;/ = fy{x 0 ,y{x 0 ))y 

属于上面定义的刚性方程组类，则非线性方程组/ = f ( x , y ) 属于刚性方程组类. 

对于方程组（6)，由上述讨论可以看出，这类方程组的柯西问题的数值解要求研究特 
殊的求解方法.当前这些方法已得到了研究，且基于它们建立了相应的标准程序包. 

我们来研究刚性方程组求解中广泛应用的简单情况. 

1. 假设已经找到了值 y ( x n ) 的近似要寻找值 y ( x n +1 ) 的近似,其中 ； +1 -： r n = 
H . 将右边的 f (： r , y ) 在点 ( x n , y n ) 展开成泰勒级数 

f ( x , y )= f ( x n , y n ) + — (x — x n ) -f f y ( x n , y (. x n ))(y - y n ) + … .■ ⑺ 

在实际问题中常常出现这样的刚方程组，其中 f ( ty ) 与 x 无关或者相对于: r 的变化 
缓慢变化.在这种情况下，右边部分的主项是第1项和第3项.我们取方程组 

z ' = f ( x n . y n ) + f y ( x n , y ( x n ))(z -y n ) ⑻ 

在初始条件 z (. T n ) = y n 下的解在点 Xn+l 处的值 z ( x n + i ) 作为 y n + i - 做变量代换 
z ( x ) - y n = u (. t ), x - x n = t 且引人记号 

f (^ n , Yn ) = b . fy ( x n , y ( o : n )) = A . 

为确定 z ( x n + i ) 需要找到方程组 V = + b 在初始条件 u (0) = 0 下解的值 

n ( H ). 

这个问题可显式求解,但求解时要求知道 A 的所有特征值和特征向量.如果矩阵4 
的维数过高，则找到它们是一个相当困难的问题.因此下面寻找 u ( F ) 的途径更合理.方 
程组 V = A ( t)u + b { t ) 在初始条件 u (0) = 0下的解写成 

u ( t ) = J W ( t , t ) b ( r ) dr . 

矩阵 W ( r , t ) 是方程组 ' 

二響 M ) 

at 

在初始条件 W { t , t ) = E 下的解 • 

在 A,b = const 的特殊情况下有 u ( i ) = o ; ⑷ b , 其中矩阵 o ; ⑴有形式 

uj { f ) = I exp { v 4( f , — r)}dr = .4" 1 ( exp {^} — E ). 
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可以应用泰勒级数展开 


u ；( h ) 〜 nHAHy 



来尝试计算值 lj ( H ). 但是，在刚性方程组的情况下对于实际容许的值//有 Mil 丹》1 
且 


a ) 为达到可接受的精度要求取太多的项； 


b ) 即使为达到要求的精度所取的项数按照算术运算次数来说是容许的情况下，在 
条件||4|| 1时，可能由于另外的原因而不能应用展开式 （9): 在计算右边项中遇到 
相当大的数，致使舍人引起的相对误差不能容忍. 

矩阵 a ; ⑴满足关系 


uj ( t ) — UJ 



(^2 E -h Auj 



其中£；为单位矩阵.因此按照下列途径寻找其解常常更合适.选择 s 使得 \\ A \\ H ^2 
1,基于 （9) 计算 



( 10 ) 
3 《 


然后借助于递推公式 （10) 计算 … mhiamh ). 

对于线性方程组 〆 = A ( x ) y , 问题求解的算法可以稍许简化.在上面描述的算法的 
每一步中必须求方程组 〆 = A ( x n ) y 在初始条件 y ( x n ) = y n 的解.于是， 

y n+1 = 其中 ip ( H ) = exp { AH }. A = A ( x n ). 

乍看起来下面的方法是合理的.矩阵 9( H ) 满足关系 






( 11 ) 


因此，给定某个 s 并计算 



然后应用递推公式 （11) 计算 


H 




2 s 


W ⑻ • 


这样的方法在 s 很大时导致很大的误差积累.因此，让 狀 H )= 计算 



然后应用递推公式 



(2E + XP 



计算 狀 Hn .. ，糊. 

进一步，寻找 ^( H ) = E + 4( H ). 
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当 fi 吴0时.如果在⑺中也考虑第二项，则得到精度为 0( h 2 ) 的方法.于是类似的 
方式要求构造求解辅助方程 


U ' = A U + b 十味 c=f 

OX 


(工 n，yn ) 


的精确方法.在求解线性方程 u ' = A ( x ) u - i - f ( x ) 时可以提出精度为 0( h 4 ) 的相当简单的 
方法. 

2. 求解刚性问题的另一类方法按如下方式建立.给定某个匕以局部；^阶精度逼 


近导数 y \ x n )： 




w w 

E 


▽Y 


E 


i y n — i 

h 


表达式 f ( x n , y ( x n )) 保持不变.得到有限差分近似 


E 


f (2:n ， y n ) 


( 12 ) 


我们来研究模型方程 y = My ， 此时 （12) 变成有限差分方程 

k 

—-- My n = 0. 

这个方程的解通过特征方程 1 ~° 

k 

- hMfi k = 0 

的根写出.当 k = l ,2 时这个方根满足条件：在值 M : ReM < 0的区域中 |/ i | 彡1; 
而当 /c = 3,4, 5, 6时满足条件：在值 M : |Im M | 彡 a a ： ReM 的区域中 |/ i | 彡 1, 其中 
c^k > 0. 

在非线性情况下值 y „ 要求从非线性方程组 （12) 寻找. 

刚性方程组的求解算法不同于寻找 （12) 解的初始近似的方法，也不同于 （12) 的近似解 
算法.我们研究= 1的简单情况，此时 （12) 变为欧拉隐式方法： 


Yn - yn 


- f (^ n , yn ) 


(13) 


最好能适当借助于显式欧拉公式 


Yn = Yn-l + hf(x Tl -i,y n -i) 

找到 yn 的初始近似，但这不总是适当的.当 f ( x . y ) = My 时有 y° n = (I ^ Al / Oyn - a 且 
当 \Mh.\ » 1时这样的近似可能会远不同于真实值.因此，更安全但不总是有效的方式是让 
yS = yny . 将 （13) 改写成关于的非线性方 程组： 

yn - yn-1 - hf ( x n , y n ) = o . 


并应用牛顿迭代方法.在这个具体情况中牛顿插值公式变为 

yn + 1 =y k n-{E - hfy ( x n , y ^))~ l ( y ^ - y ri -\ - hf ( x n , yn )) 


(14) 
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其中为迭代编号. 

在刚性方程组的一个求解方法中取从 （14) 当= y._i 时得到的值 yi 作为 y n . 于 

是有 

Yu = y'n = yn-l 4- h(E - hf y (x n ,y7t-l))~ 1 f(Xn,yn-l). 

我们来研究标量方程〆= M?/ 的情况.于是有 


Mh 


1 


!Jn = Vn 


- Mh 


yn — 


-Mh 


IJn — 


如果 Re M < ◦，特别若 M 为实数且 M < 0,则对于任意"有^ < !，且计算过程 
中出现的误差衰减.因此，能用这个方法来求解刚性方程组. 


3. 我们来给出另一种类似的方法用于求解一类相当广泛的刚性方程组的柯西 问题: 


Z’ = F ( z , x ), 

其局部误差通过某个值 A 来控制. 


u ’ = Gd ( z , x ) + G ]( z , x ) u , 


我们尝试从近似 

Zn +1 — 


以步长 / i n 开始积分.应用一阶精度近似 


Z 


U a+ ] - U n 


F ( z n , x n ) 


' 3 F 


dz 

• 

(Zyx，X r* ) • 


(Zn + l ~~ Z n ) 


在两个步长的结果 ¥ 得到值 z ( x n ^ 2/ i n ) 和 u ( x n 4 - 2 h n ) 的近似值 Z “ 2 和4 +2 .以 
两个步长2〜做同样的近似找到近似值和1^. +2 .值 R n 二 z ^ 2 - 2 2 +2 且= 
u 7 \ +2 - u 2 n +2 被用来控制积分步长 • 

如果= ^|| R 7 i ||2 H -|| r n ||2 彡\则相应地取+ R n 和+ !*„ 作为最终 
的 z ( j; n + 2/^) 和 u ( x n + 2 h n ) 的近似值.当< 6/4时下一个步长扩大至两倍.若 
△ n >心则尝试从点出发以一半的步长重新进行近似. 

最终得到的近似具有二阶精度. 


G*0( z n+1 ， 工 n+l) + Gi (Z n +i ， 0^+1 )(ll n +i — U n ). 


习题 1 在作为例子的方程 Y + A/u = 0 中得到通过表不 ul + 2 + r n 的显式 
公式： ul l+2 十 r n = X ( M ) u n . 对于怎样的 M 成立不等式 | A ( M )| < 1? 

4. 正如前面已提到的一样，刚性常微分方程组数值积分的显式方法由于积分步长 
的限制而不能接受，事实上，我们来研究模型方程 

a ’ + Mu = 0, ? z (0) = ao , (15) 

并且应用欧拉法求解： 

= a n - Mhu 11 = { l - Mh ) u n , u ° = u 0 . (16) 

问题 （15) 当 M > 0 时的解具有指数单调下降的形式 u ( x ) = uoe ~ M \ 同时 （16) 的解 
有形式， -(1 - Mh .) n u 0 . 于是.当 |1 — Mh \ > 1时使用欧拉法求得的解指数增长且 
与实际解没有任何共同 之处. 此外，若 |1 _ Mh .\ < 1，但1 - M/i < 0,则问题 （15) 的解 
指数下降.但从一步转到下一步时符号改变，即在此情况下欧拉法也是不能接受的. 
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于是，从上面的讨论可以得出 结论： 在积分步长满足条件 




M 


(17) 


时，欧拉法能给出正确模拟微分问题解的特性的近似解，其中条件 （17) 在 M 的模很大 
时导致计算开销的过度增长. 

数值积分的显式方法似乎根本不适合求解刚性常微分方程组.但是，并非如此.不 
太久之前提出了基于显式方法（特别是欧拉法）求解刚性常微分方程组的数值积分方法. 
而显式方法可以大大地减少计算开销.该方法的本质在于积分步长的改变. 

我们以一个模型问题为例来阐述方法的基本思想.我们研究带有对角非负的矩阵 
的常微分方程组： 


du 

dt 


+ >4 ii = 0, u (0) 二 uo . 


(18) 


假定矩阵 .4 的元素可分为两 部分： 平滑部分 




入工 ，…， Afc =0(1) 和刚性部分 


A fc+1 . ••- . A 7n > 1, max A , = M . 问题 （18) 的解有形式 


V ⑴ 


Xjt < 


(19) 


在区间 [ O . r ] 上应用如下欧拉法求问题 （18) 的解 


u n +i 


/^4 u n = (E - liA ) u n , 


由此推出 


u r , = (E — / iv 4)" uo . 


( 20 ) 


那么，由 （20) 有 


K 


(1 - hXj) n u J 0 


( 21 ) 


rli (19) 知微分问题解的范数 || u ( OII 不增.如果要求离散问题解的范数也不增，则 
由 （21) 可得积分步长/ I 应该满足条件 

|1 - h\j I 彡 1. j = 1, ••- 

由此得到 / z 的估汁： 

h( 2/AL ( 22 ) 


条件 （22) 对于欧拉法 （20) 的稳定性是必要的.甚至当我们位于这样的区域中时， 
即当相应于刚性部分谱的解的分量接近于零时，我们被迫选择满足 （22) 的积分步长.相 
反的情况下计算误差发生指数积累. 

假定我们已给出积分步数 iV . 那么，在 TV 步内.应用欧拉法 （20) 和稳定性条件 
(22), 可以获得时刻 t 二 2 N / M 时的近似解.我们提出下列问题.应用变步长欧拉法.在 
N 步内得到尽可能大的区间的近似解.自然地，使用的方法应该是稳定的. 

对于方程# = /( f , u ), u (0) = u 0 的一般情况，带变步长的数值积分算法有形式 

at 

yn+l/2 = U" + "n+1 f Ur t ^n+1/2 = ’hi 十 1 ， 

Yn-f 1 = yn+"2 + "n+lf(’n+1/2, yn+1/2) ， ’n+1 = #n+l/2 + "n+1 ， （ 23) 

= yn+] + *7n+l"n+l (f (#n，Un ) 一 f (/n 十 1/2, yn+1/2 ))， 
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其中％ 为某个常数.它应该与~同时确定. 

我 fl j 对于方程+ Zvi = 0, u(0) = U-o 来给出精确描述.如果 u n 已知.则 u n +i 
将按下列公式寻找’ 

Un+i = {E — h n A)\i n . (24) 


于是，我们可以写出将 UW 和 U 0 联系起来的关系式 

uyv = Qat(t4)u 0 , (25) 

其中 

N 

Q.v(A) = rid - h t 入)， (26) 

1= 1 

注意到 

N 

Qn(X) — 1 — 〉: hiX + . ， .. 


从问题的提法可以看到，多项式 0/ v ( A ) 中 A 的系数正好也是我们应该极小化的 
值.此外还应该满足稳定性条件 \\Qn(A)\\ ^ 1,这等价于对任意 A e [0, M] 不等式 
\ QnW \ ^ 1 成立. 

于是，我们得到问题的如下描述.引入 iv 次多项式类 P , 其中的每个多项式带有常 
数项1，且在区间 [0, M ] 上值的模不超过 1. 要求在这个类中找到多项式，其导数在零点 
处的值最小，即要求找到 e P 使得 

Qn ( A ) = arg min ( Q ). (27) 

P；vGP 

我们有下列引理. 


引理 


argmin p ^(0) 


T n 


M -2 A 
M ~~ 


Qat(A) 


其中 T n 为 N 次切比雪夫多项式. 


证明 从切比雪夫多项式定义推出 rjv e R 假定引理结论不正确.则存在多项式 
P/veP 使得 P ^(0) < Q f N (0 ). 考察差 r ( A ) = Q n (\)~ P n { X ). 因为 Qtv ， 心 G 所以 
这个差是一个 iV 次多项式且在零点的值等于零.设 A q ，...， A ； v 为 Q / v 的极值点，并且 
Ao = 0, = M . 此外 ， Q N i ^2 j)Q N 由此推出 ， r 满足条件 

signr(A 2 j) 彡 0 ， signr(A 2j >i) ^ 0. (28) 

我们寻找多项式 r 在区间 [0, M ] 上根的个数.在区间 [ Ao ^!] 上总有两个根.事实上， 
r ( A 0 ) = 0且由引理假设 /( Ao ) > 0. 因为 r ( A !) ^ 0,则这意味着在 [ AcA ^ 上至少有 
两个根.如果到点 A ,, +1 在所有节点从处（除了 Ao 以外）满足严格不等式 (28), 则在 
区间 [ A 0 , A 2j+1 ] 上 r ( A ) 有 2 j + 2个根.设 r ( A 2i+1 ) = 0. 那么可能有两种 情况： 或者 
r ( A ) 在点 A 2;/+1 的邻域内改变符号，或者 r ( A ) 在点 A 2j+1 的邻域内不改变符号.在第 
一种情况下，这意味着在区间丨 Ao , A 2 j +2 ] 上 7 ，( A ) 有 2 j + 3个根.在第二种情况下，点 
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入2, +1 是 KA ) 的重根.于是，我们考察了直到点 A 2 j +2 之前的所有可能的情况，并证明 
了在 [ A 0 , A 2 R 2 ] 上 r ( A ) 至少有 2 j + 3个根（考虑重根在内).继续这个过程，最终得到 
在整个区间上 iV 次多项式 r ( A ) 至少有 iV + 1个根.得到矛盾，引理得证. 


因为多项式 Q , V ( A ) = T n (^ M ~ 2A ) 在区间 （ 0 ， A / ) 上具有 W 个根，所以它可以 

写成 Q , v ( A ) = (1 - MA ) … （1 - h N \), 并且实际上是所提岀问题的解.我们来计算值 
Q ^(°) - 对切比雪夫多项式 T n ( x ) 成立如下公式 


那么 


dT ^ 

~dA 


因为 


(x + \/ x 2 - 1 ) A -f (x - \/ x 2 - 1 ) A 

1 yv(Xj = - -- • X 


2 


N 

y 


(x + \/: r 2 — 1) 


N-l 


2 


2.r 


-f(；K — V X 2 — 1) 


N 


M M Vx 2 

2 x 


1 


M MVx 1 


N 

M 


x 


N 


X 


- 1 +、N — \) x N ~ 2 \/ X 2 — 1 + o {^ y / x 2 — 
— (N — 1)工 八 _ 2 \/ x 2 — 1 -f o (^\/ x 2 — 1 


N 

M 


1 , o/ \r i 、一 2/V—1 Q I ^ /^2 


2 x 〜— 1 +2( iV - l)x 




dT 2N 


M -2 A 

M 


d \ 


dT 2 N 、 x ) 

dX 


A=0 


A / - 2 A 
M ^ 


(29) 



X 



vx 2 — 1 


X 


(30) 


Vx 2 


则由 （30) 有 



(31) 


于是，借助于欧拉法在 TV 步内对刚性方程组进行数值积分，我们可以得到区间 



上的近似解.而利用 变步长的显式方法对 同样的方程组进行积分时可以以同 


样的步数得到区间 


0 


2 N 2 


上的近似解，由此推出，变步长积分方法的应用可以在同 


样的过程时间消耗的情况下扩大积分区间长度约 AM 咅，即对于大的/ V 这个方法是特别 
有效的.当前，按照所指出的方法计算时， iV 的值可达到 10 G 量级. 并且在每个计算点, 
N 的选择与解的光滑性有关.通常，在数 TV = W 中选择 TV . 

对于一般方程组，算法 （24) 的研究类似. 

应该注意到这样的事实，即上述研究方法在实际实现时，正如迭代方法的切比雪夫 
加速的情况一样，过程参数的正确排序问题是十分重要的.当前，这些问题已解决，且在 
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此基础上对求解刚性常微分方程组 B . M . 列别捷夫已建立了程序包 “ DUMKA ”. 它在 
求解大量的此类问题时显示了高度的有效性.这个方法与其他方法相比在应用了多处理 
器计算技术时特别 有效， 因为它很容易并行处理. 


§10. 二阶方程的数值积分方法 


通过引入新的未知函数.高于一阶的微分方程和方程组可以转化为一阶微分方程组. 
于是，形式上关于高阶微分方程的柯西问题的数值解的问题可以认为是已得到解决. 

但是，特別针对高阶方程的方法常常更有效.这类方法的研究中也需要注意到特殊 
类型的高阶方程组的广泛传播，其中专家的建议也可能可以提高方法的有效性.例如 .一 
些天体力学问题转化为如下方程组的积分： 


y " = f ( y ). 

我们来研究更广泛的一类方程 


y ,f = f ( 工， y). 

和以前一样先对单个方程进行讨论 7 因为可以自动地将结果转化到方程组.传统上求解 
这类方程积分的更普遍的方法是 显式的 

k 

2/n-fl — + y-n — 1 = fI 〉 : y n — j) (1) 

z =0 

和隐式的 


yu+1 一 2；</ n + l/n—l — 


k 


h b 一 if — yn-i) 


⑵ 


有限差分方法.这些方法可以通过待定系数法得到.这要求差 

y{x n+l ) - 2y(x n ) + y(x Tl -i) 、 

-^2- 

i=-l 

按照"的阶尽可能高.这里，通常假定 x n + l - x n = h . 

其中更常用的方法之一是当 A * = 1时 的形如 （2) 的四阶精度的隐式方法 （常 称为努 
麦罗夫方 法)： 

Vn-\-\ ~ 2y n + Va—\ = 




它对于线性问题的情况特别方便. 
对于方程 


V 




的数值积分广泛使用的是下列 方法： 计算 y ( Xn ) 和 y \ x n ) 的近似值? y n 和 z n , 应用如下 
显式迭代关系 

I I 

Zn+l = : Vn+i — IJn "i" 

fc =0 fc=o 
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•2 


或应用如下隐式递推关系 


z n+l — z n + " > : (’A:▽&/?? + 1 ， Un +1 


Vn 


W 

+ /?, dkS / k z n+ \. 


k = 0 


k=i) 


高于二阶的方程实际上常常转化为二阶或一阶方程组（参看 §9.11). 

如对一阶方程的有限差分方法一样.在 （1) 和 （2) 中舍弃包含/值的项，并研究所 
得到的差分方程.在两中情况下它有形式 

Vn-\- 1 — 2^/ n + " 7 ，— ] = 0. 

其特征方程有重根 M = 1. 不必担心出现 重根： 如果在近似一阶方程的各种差分方法中， 
在/前的系数有阶/ I ，则此处的系数有阶/ I 2 . 


所有前而提到的积分方程//〃二 f ( x , y ) 的差分方法都可以表示成 


h 2 


> : a—ijjyi - i 一 > : b — i f (:i、- i ， " 7 


l — t 


(1() 7^ 0. 


⑶ 


i =0 


i =0 


并&当同定: r n 和 /I — 0 时对光滑函数有 


h 2 


- iiJ (工 


y " On ) 


此外，= 1.设 r n 为近似误差（把微分问题的解代人左边部分得到的结果) 


i =0 


r n = ^2 a ~ l ^ U ~ l - - ^2 b -if {Xn-i. y{x n -i)), 

i =0 z =0 

且 | rv ,.| < coh m 在整个积分区间 [ x 0 , x 0 + X ] 上一致成立.正如一阶方程一样，由于计 
算舍入以及在隐式情况下 （6 tl / ()) 关于未知数 2/ n 的方程解的不精确性，实际所得到的 
近似解加以一定误差满足 （3). 于是，有 


1 k k 

-ri^a-iVn-i - ^2 
' 1=0 i =0 


从这个关系式减去前一个，得到误 差/^ 


—i? i/n — 7 ) ― 

- y ( x n ) 的方程： 


h 2 


> : (I — iRn—i - 〉二 b 一 il n —iR n 


fjn 


i =0 


i =0 


J~C • 中 = jy (工 j ， i):j) ， gn = 


L = sup ' |/ y ( x ? y )| < oo . 

xo^ ： x^xo + X 


定理（省略证明） 设差分方法的特征方程 

k 

工一 = 0 

i =0 

的所有根位于单位圆内且除了等于 1 的二重根以外在单位圆上没有重根，则当 X 0 ^ X ^ 
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Xo-f X 时有下列误差估计 

max (\ R n \ 


Rn — Fin 
h 


彡 C ( L , X ) ( max \ g n \ + max \Rj 

xo^x^.xo+X 0^j<k 


max 

0< j<k 


Rj — Tij 一 


⑷ 


在二阶方程求解方法的数值实现时，为减小计算误差值可适当将计算公式转换成另 


外的形式. 


二阶方程数值解的方法可以被用来求解这样的方程,其中解的导数不能由解本身和自变 
量显式地表示.为确定起见，我们研究标量情况 


F ( x ， y ， y ’） = 0 . 

如果这个方程可以成功解出则可以得到某个方程 

V = 

问题求解的第一种可能途径是形式化地应用龙格-库塔方法或者有限差分方法.对每一个 x 
和 y 值/由如下方程的数值解得出 


F(x ， y ， f)=0. 

可以用插值法从前面已经找到的值得到/的较好的初始近似，所以要求的迭代次数（比如在 
割线法中）通常不大. 

在隐式方法的情况中常适当地直接求解关于未知量 yn ， h 的方程组 


厂(工 n ，?/ n ，/ Vi ) = 0， 
k k 

> : (l — i yn. — i — > : b — i fn — i ~~ 0 » 

2=0 i =0 

有时（极少）按下列方式 进行： 原方程对 X 进行微分.得到关系式 

= F x {x,y, ij') -f F v {x,y,y , )y r + F y >{x,y,y')y" = 0, 

^ I 、 F(x 、 y,y , Y) =... 二 0 

等等.如果值 y ^ xo ) 已经找到，则从这些关系式可以显式地确定值 w 〃( x 0 )，._.， 然后借助于 
泰勒公式获得 y ( x 0 -h h ). 

这些关系式中的第一个可以改写成 

y " = g ( ny ’). 

由此得到问题求解的第三个途径：从方程 

F(xo 1 yo,y , (x 0 )) = 0 

确定 y ( xo ), 接下来对方程 


进行数值积分. 


y " = 
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11. 积分节点分布的最优化 


微分方程和方程组的解在不同的积分区间段可以有不同的光滑度.在 龙格库 塔方 
法的误差估计例子中看到，某一步 [ x n , x » n +1 ] 的积分误差^在点 : cyv = x 0 + X 的总误 

差的贡献等于每步上的误差乘以与 n 有关的因子 exp |£ rN /^(. x , y ( x ))^|. 因此，对 

某些微分方程类，积分节点分布的最优化问题变成亟待解$的问题.我们来对该问题进 
行分析，但不追求所引入问题的精确合理性.为简单起见，假定初始条件精确给定且没有 
舍入.按龙格-库塔方法的数值积分结果在点的误差不超过 

N 

S N = l^ n - yn - l ( x n )\exp 



f y { x , y n ( x))dx >. 


⑴ 


假定 = if ( n / N ), w (0) 二 x 0 , 41) = xo ^ X ^( t ) 为光滑函数.由拉格朗日公式有 


x 


x n — i — 




77 , 




N 


N 


^ (J n ) 


其中 （n — l)/N n /7 V ， 因此 


好 = oSv (杯-以 ㈣ 剛’当〜 


oo 时丑— 0. 


于是（参看§4)，当 7 V 


—^oo 


时有 




这样，可以写出近似式（也参看 §4) 


exp 



f y { x , y n ( x))dx 


exp 


f y [ x ， y ( x))dx 


Vn ~ ?/n—l(Tn) 〜 ( 工 n ， y [ 工 n)) (’ 工 n — Yn—1) 


/c+1 


4©， 


y\^p 


m 


N 




/ 

\N 


fc+i 


应用这些近似式 


将 Syv 的表达式 （1) 表不成 

N 




+ 0 


1 


N k 


( 2 ) 


其中 


少⑴= 14( 抑)， 2/( 抑)))1( 〆 ⑷产 + 1 exp 


x^-\- X 


cp ⑴ 


f y { x , y { x))dx 


⑶ 


N 


当少⑴为光滑函数且 iV 


n 


时值 


) 趋向于积分 




于是 


0 


1 


S N 〜 N 


k 


屯 （ t ) dt . 


0 


⑷ 


接下来的讨论是 §3.12 中讨论的复杂化.取 W 作为积分 （4) 的新的变量，那么该积 
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分被写成如下形式 



: To + A, 


L(^p)dip, 


其4 


L(p) = y(^))\(t / {^)y k exp 



了 o + 入 


f y (x,y(x))dx 




注意到对积分 （4) 极小化时函数的选择问题与对带有被积函数 （5) 的同一积分极 
小化时反函数的选择问题等价.由等式^ =()，则在此情况下欧拉方程 


d fdL 


dip \ di r 


dt 

dL 


OL 


0. 由此推出 


(W 


—人 ， I 伽，"⑹ ）1 ( t ' M ) 


X(j + .Y 


exp 


f y (x. y(x))dx > = const 


返回到变量 ^ 得到 


I 伽 ，"⑼ )| exp 



xn + X 


f y (x,y(x))d: 


Ci 


⑹ 


这个微分方程的解与以及某个其他的常数 c 2 有关.它们的值应该从边界条件 
^(0) = ./；0, c ^( l ) = xo X 确定. 


注意到一个不 明显的 情况.方程 （6) 可以写成 




⑺ 


其中没有出现积分的初始和终端点.当 C = Ca fc+1 时函数 ^{at + b ) 也满足方程 （7). 给定 
某个 M 每次从条件〜 - : 〜选出积分步艮同时对原始方程和方程⑺ 
进行积分.我们将很快以不同于』 V 的节点数达到终端卓； r 0 + X ,于是这个节点分布将 
+是 相应于给定的 W 的最优分布.这是自然的，因为 开始计 算时.我们不可能事先预见解的 
特性而指出 （7) 式右边的 C 应该取怎样的值.但是，由于方程 （7) 的解的性质，可以证明函 
数洲 将是所要找的，且节点分布 ^( n / N { ) 是相应于节点数最优的（精确到数值积分 
误差). 

由于必须计算函数 4)0 r ， y ( x )) 的值，方程 （1) 和⑺的直接积分遇到了困难.代替 
这个函数值的直接计算可以适当应用每步精度的控制项的值.在方程⑺的数值积分时 
也应该看到这些关系具有近似的特点.在使 -0(： r , i /(; r )) = 0的点的邻域内，在余项中阶 
( Xn - Xn ^ 2 的项开始起着本质的作用. 

方程 （7) 的附加的数值积分可以使问题的解严重复杂化.因此，对于节点分布的最 
优化问题常按照下列方式进行.假设某个确定类中的问题可解.研究这个类中的模型问 
题，对这个问题可以以显式方式求解方程 （7). 基于该例子建立步长（或每步误差度量) 
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与解的特性之间的关系，接下来，该类中所有问题根据它分布节点近似于最优都基于这 
个关系的步长进行. 

在另一些情况下，预先给定表示这一关系的某个公式.设 m 阶方程组以带有每步 
精度控制进行积分.对方程组的情况，控制项 r 将是某个向量: ， C ). 在一 
系列程序中积分步长从条件 


或条件 


|r n ||/ max{M, \\ y n \\} ~ ^ = const 


umx 


1^1 


1 彡 max{Mfc, |("n)/c|} 


~ e = const 


选取.参数 M ， M k 根据具体问题的条件中节点分布的最优化方案来选择. 


我们来研究积分节点分布最优化的例子. 

假设带初始条件 y ( o ) 的柯西问题 y f (x) = My(x) 用欧拉法求解. 

1 M 2 

， ip(x,y{x)) = --y\ x ) = —- —2/(0)exp{Mx}, 


则 


且方程 （6) 有形式 


2 


M 2 


exp {A/ (f} exp{A/ (X — ^)} = const. 


由此得到 4 二 const, 即节点分布应该取等距的. 

对于解的导数带有奇异点或者最高阶导数带有小参数的问题，节点分布的最优化问 
题或者其简化情况的解决变得更有效，例如边界层问题. 
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第九章常微分方程边值问题的数值方法 


在求解边值问题时.与柯西问题的求解相比出现了新的闲难：关于解的存在性问题 
的研究相当复杂.写出相应的网格问题时出现了线性或非线性方程组，需要进一步研究 
其求解方法. 


§1. 二阶方程边值问题求解的简单方法 


在常微分方程边值问题中重要的部分在于求解二阶方程或方程组问题.特別，这些 
问题出现在弹道学、弹性理论等领域中. 

我们从一个特殊的但在应用上相当广泛的问题幵始研究.在区间 (0, X ) 上求解方程 

Ly 三 y” - p(x)y = f[x), (1) 

其边界条件为 

1/(0) = a, y(X) = b. (2) 


给定步长 //, = XN~K 其中 TV 为整数，取: r n = n / i 作为网格节点，通常 :(/ n 为值 v(x n ) 
的近似.将导数 y n (x n ) 换成差分关系 

^ 2 Vn _ Vn+i - 2y„ 4 - y n -i 

二 H 2 

以后，得到方程组 


l { Vn ) = 


各 2 Vn 

~h?~ 


PnVn — 



其中 Pn = P ( Xn ), fn = 边界条件变成 


n = 1 •… 



⑶ 


I/O = (h Vn = b ， (4) 

我们来证明当 p(x) ^ 0 时方程组 （3)，（4) 有解.且给出误差估计- 


引理1 设 p ( x ) 彡 0，/(2 n ) 彡0, 2(), ^ 0,则对所有的 n 有> ()• 


证明以 d 记 假定 d 〈 0 ,则 d 设为使得〜^的最小整 
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数.从 d 和 g 的定义有 z (J -\ > d , z q+ \ ^ d . 那么, 

/( 2 ) = (Zg+I - d ) + (2q—i - d) 


于是得出与假定 r /<0 矛盾. 


h 2 


Pq^q ^ 


z q— 1 


d 


h 2 


> 0 


引理 2 


如果 P ( X ) ^ () ? 则对任意函数2 71 成立如下不等式 

^2 

max |^ n | ^ max {| 2 0 |, | 2at |} + Z 

(、«N 


8 


其中 


Z = max \ l ( z n )\. 

0<n< N 


证明在研究中引入函数 

= |^0 1 


nh \ . ilk ^nhlX — rih ) 

T 刪 T + z — 2^ 


对于二次多项式值 S 2 Q / h 2 与其二阶导数相同，因此 S 2 w n /h 
示推出 ？/; n > 0,因此 


2 


Z •从 w n 的显式表 


l{u) n ) = s 2 w rl /h 2 — Pn^'71 ^ — 之， Z (⑺ n 土 2 n ) < — Z i l{z n ) ^ 0, 


我们有 


Wo 士 = l^ol 士 2 0 > 0， Wn 士 2 jV = \zjw\ i： Zjv ^ 0- 


函数 U， n 士 2 n 满足引理 1 的条件，因此土 2 n > ()• 由此推出估计 |2 n | 彡 | u ， n | 彡 


max 


20 


U ， n |. 我们有不等式 


n h 


a f) 

z n \^ t 7 ^ max {1 2 0 1, \ z N \} 


X 


nh 

T 


n h 

Y 


liiax^zol, IavI }， 


nh.(X — nh ) ( X 2 /4. 
因此， 


max 

o«v 


w 


n 


( max {| 2 0 |. \ z N \} + Z 


X 2 


引理得证. 


我们来研究函数和 f ( x ) 两次连续可微的情况.在微分方程教程中证明了，此 
时解四次连续可微. 

设 r n 为相应于有限差分格式 （3) 的逼近误差： 


厂 71 = 1(1/( 工 71)) - fn 

y{x n+1 ) - 2y(x n ) ^y(x n ^i) 
= ^ 




p { x n ) lj { x n ) - f { x n ). 


因为 p ( x ) y ( x ) -h f ( x ) = y ’’( x )， 贝 1 J 

y(^n+i) - 2y(x n ) + y(x n ^i) 

rn= ~h 2 

由数值微分公式的误差估计（参看 §2.15) 有 

y {4) ( x n ) h 2 


Wn). 


r n 


12 


⑹ 
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其中 x n _! ^ o; n ^ ; r n +1 . 由于舍人在计算过程中获得的 y ( xn ) 的近似值如满足方程组 
(3), (4), 并有某个误差 


^{Vn) ~ jn — 


⑺ 


从⑺减去 （5) 得到关于近似解的误差- y ( x n ) 的方程 


应用引理2得到 


= _ 厂 n • 


X 1 


I I 彡 max { I 尺 01 ， I 丑 / vI } + + ( max \ r n \ + max \ S - 

0<n<N 0<n<N 


由估计 （6) 有 


h 2 


r n 彡 — , M 4 


max 

[o, 久 ] 


2 /⑷㈤ 


于是，最终的误差估计有形式 

my \ R n \ < max {|7?. 0 |, I 凡 v|}—j n max |^ n |. 

O^n^N yo o 0<n<iV 

我们看到，当精度提高，并且边界条件和步长一致趋于零的差分方程满足这样的精度时, 
网格问题的解近似于微分问题的解. 

描述的方法给出了以速度0(以 2 )收敛于精确值的近似解.我们构造出更精确方法. 

假定函数 p ( x ) 和 f ( x ) 四次连续可微，那么问题的解六次连续可微.再次研究表达式 

y(x n ^i) - 2y(x n ) + y{x n -i) 


r n 


借助于泰勒公式 


h 2 


y bn). 


h 2 h 3 

y ( x n ± i ) = y ( x n ) ± y ’、 x n )h + y n { x n )— ± y ff , ( x n ) — 

+ " ⑷ ( Tn )^ 士 "( 5) 0 n )^ +0(/? 6 )， 


将 y ( x n ± l ) 代人上面的表达式得到 




⑻ 


从 l ( y ( x n )) 中减去近似 y ( 4 )( x n ) h 2 /12 的项，得到的格式对应于更高阶的逼近误差.例 

如，可以用如下表达式近似 i / 4) ( x n ): 

6 1 "(: r n ) y ( x n + 2 ) - 4 y ( x n + i ) + 6 y ( x n ) - 4 y ( x n ^ i ) + y ( x n — 2 ) 

~~h ~ 4 = 

得到有限差分格式 


h 4 


6 2 yn ^ A Vn 


h? 


\2 h 2 


PnU 


L 


(9) 


也可以将导数 y 〃(: r n ) 用 h - 2 ( S 2 y ( x n ) - ( l /12)(^( x n )) 代替而直接建立这个格式，其 
逼近误差的阶为 0( h 4 ). 

方程 （9) 包含五个带有非零系数的未知量 y n . 求解方程 （9) 和近似边界条件构成的 
方程组，比求解方程组 （3) 更困难.从另外的思路建立带有逼近误差 0( h 4 ) 的有限差分 
格式使得在每一个方程中仅有三个未知量. 
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对原始方程两次微分，有 y ⑷ ( x ) = ( P [ x)y + f )' 因此 

_ (Pw+1 " ’:n+ 1 ) + fn 十 1) 一 2(Pn"(In)+/n) + 


h 2 

从原格式中减去 y ⑷ h 2 /12 的近似项，得到格式 

^Vn 1 c2 / . r 、 



1 ) + /n 


或者 


1^2 — PnlJn — ~^*"(pn2/n H - /n) ~ ./n 


i (l) {yn) = - VnV 


12 


^ 2 { VnVn ) 


fn + Y^^ 2 /n- 


这个方法与努梅罗夫 ( Numerov ) 方法相同. 


假定解无限次连续可微，我们研究新的格式的逼近误差 rf =/ (1 %(〜；)）- Z (1) (/ n ). 考 

虑到 Vrx,y(x n ) + fn = y 〃 (Xn), 得到 

r ( n l) =l {l) (y(Xn))~t 1 \fn)= 1 " (〜） —(工 n). 


h 2 


应用泰勒公式，类似于 （8) 得到等式 




通过值 yG T n - i ), 2 /( 4 )， 2 /( x „, + i ) 给出值 y (6) (; r .„) 的近似.可以有许多方式写出这些近似，例 
如 下式. 由方程 （1) 有 


py + /， 


{py + f )\ y {A) = (py 十/)"， 


( 6 ) = (py + py ⑷ + W 3 ) + 6p"2/" + 4p( 3 )y’ + p ⑷？ / + / ⑷ 


因此下列近似等式成立 


y { b ) ^ n ) ^ v 


5 2 ( p n y ( x n ) + fn) 
h ? 


+ ‘〆( 、， ) {Pn+\y{Xn+l) + fn+1) - (Pn-iy(x n -l) + fn-l) 

-\~6p ， (x n )(Pny(x n ) + fn) + 知⑶ (: C n ) y ^ Xn+ ^ 2 ^ ?； ^ Cn ~- 1 - 
- {- p (A) { X n ) y { x n ) 4 - / ⑷ ( X n ). 


在 l ( l ) ( y n ) 中加上 i / 6 ) ( x n ) h 4 / 240 的近似表达式，得到逼近误差为 0 ( h 6 ) 的有限差分格式, 
并且得到的代数方程组中的每一个仅仅包含三个未知量 yn . 

对边值问题解的实际误差估计可以应用龙格法则，其应用的合理性基于误差主项的存 
在性. 

习题1 假设函数 pOr ) 和 f ( x ) 四次连续可微.证明，对问题（3)，⑷的解下列关 


系式是正确的 


max \ y n - y { x n ) - h 2 z ( x n )\ = 0( h 4 )， 
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其中为如下边值问题的解 


Lz = —y (4) (a*)/12, 2 ： (0) = 0, z(X) = 0. 

类似地，依次提高近似误差量级的方法也可以应用于边界条件的逼近. 

我们来研究边界条件//⑼ - ay(0) = a 的情况.将导数 y ， (0) 用某种高精度数值微 
分公式 


〆(◦) s E 


1=0 


Cjy(xj) 

h 


替换，可以直接得到该边界条件的高精度离散逼近.但是，如果按照上面描述的依次提高 
逼近精度量级的途径进行，则逼近误差将更小，且产生的代数方程组的求解也表现出较 
小的困难性. 

y(h) - y(0) 


将导数/⑼用 


替换，则得到 


将展开式 


h 

l o\yn) = lJ[ - " - ory Q - a = 0. 


y(h) = y{{)) + y’ ⑼ h + 0(h 2 ) 


代人 


rg )= 


yW - " ⑼ 

h 


- cr"(0) - a, 


有 


⑴ =〆(◦) + + 0(h 2 ) - cr"(0) — a = + 0(h 2 ) 


2 


2 


于是，边界条件的逼近误差是 O ( h ). 因此，由方程 （1) 有 


y" ⑼ =Poy(o) + / 0 , 


则方程 


I 


( 2 ) 

0 


(y.n) = Vl - o^yo - a - {poyo H- /o) 


相应于二阶逼近.将展开式 

y{h) = y(0) + 2 /⑼ /i + / ⑼ " 2 /2 + 0(h 3 ) 
代入 r [ 2) = 4 2) ( y ( x n )), 得到 

r ( 2 ) = f ⑼" 2 


对原方程 （1) 进行微分后有 


6 


+ 0(/ i 3 ). 


y( 3 )(0) - poy^O) - p\0)y(0) - f f (0) = 0. 


因此，考虑到边界条件下列等式是正确的 


差分方程 


d ) 


y (3) (0) =p o (ay(0) +a) +y(0)y(0) +/'(O). 

二 4 2) (y n ) - {{poap (0))y 0 +Poa + /’(O)) 


h 2 


0 


相应于三阶逼近. 
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可以马上写出等式 

C) = ， (o) 鲁切⑶ (o)f 

然后 通过？ /(()) 表示出2/〃(0)和？/ 3) (0),且从差分格式减去相应的表达式，得到方程 
l ^( yn ) = 0. 但是，我们把根本的注意力放在了依次提高精度的方法上了，因为将它推广 
到偏微分方程更简单、更自然. 


§2. 网格边值问题的格林函数 


在§1中证明引理2时引入的函数称 为强化函数， 且应用这个函数得到的误差 
估计方法称为 强函数方法. 或者 格什戈 ( Gerschgorin ) 方法. 

在一些情况中不使用强函数方法，而使用所谓网 格格林函数可 以得到近似解的误差 
估计.下面对 网格边 值问题 （1.3), (1.4) 引 人格林函数， 其描述中最有意思的是其自身与 
微分边值问题相似. 

微分边值问题 


Ly= y n - p ( x ) y = /( x ), 2/(0) = a , y [ X ) = b 

的格林函数 G ( x ,. s ) 定义为在初始条件 G (0, s ) = G(X s ) = 0 下方程 

L ( G ( x , s )) = G xx ( x , s ) - p ( x ) G ( x } s ) = S(x - s ) (1) 

的解，其中 Mx ) 为 (5 函数.格林函数可以按下列显式公式给出.设 W 2 ㈤ 为方 
程 L { W ) = 0在条件 

W '， 1 ⑼= 0， （ M ， 1 )’ ⑼二 1， 

W 2 { X )=0. iW 2 )\ X ) = -1 


下的解，则 


G { x , s ) 


\ V 2 { s ) W l ( x ) 

l 7 o 

W 1 ( s )\ V 2 ( x ) 


当 0 彡: T 彡 S 时， 
当 6 •彡: r 彡 X 时, 


其中为如下朗斯基 （ Wroriski ) 行列式的值： 

v>) ,⑺ ㈤ 旧⑷ 


const 


i /°. 


(W^Y(x) (W 2 )\x) 

问题 （1.1), (1.2) 的解借助于格林函数写成 

y(x)= G(x, s)f(s)ds + G ； (x, X)b - G f s (x ， 0)a. 

我们转到网格问题 ° 

； / \ Vn-\-\ — + Vn— 1 — /. — , 

KlJn) — ^2 一 P n y n ~ / n ， Uq = Vn 

I ，既 2 


b 


类似地从如下关系式定义函数 


/( H :) = 0， i = 1，2， n = 1，… ,7 V - 1, 


U ，。 1 = 0， Wl = h , W 2 n = 0, = h . 


( 2 ) 


(3) 
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今后对固定的上标算子/取为 

: 

类似的弗隆斯基行列式是 


- 2旧 + 1^., 

~ h 2 


Pn W 


Vn 




IV ： 2 


1 ^ - 


u 


wu 


从恒等式 






_ Vn +1 — 14 

— ~ V 2 ~~ 

推出值 K n 与 n 无关，将其记为 V ( h ). 

设 

rk = 1 VW 5 

n ~\mwi 

y v ( h ) ' 


Hi - 


h 2 


当 （） 彡 n 彡人:， 


当 k < n < N • 


从的定义推出等式.•当 n < A 时 




当 n > A : 时 


攸;)二命 _ = 0, 

攸卜晶/«) = 0, 


n+1 


PnG ： 


(4) 


当71 = / C 时 

r^n _ , f^n 

KG k n ) = '+ 1- 1 - PnG ^ 

- 2W 叼 + W^Wl p n WX 

— V ( h ) h 2 V (/ i ) 

= nh)\ - 沿 - Pn 恥 J + — vm 2 

由的定义知第一个圆括号等于零.第二个括号等于 V ( h ) h . 于是，当 77. = 
l { G k n ) = h -\ 结合所有得到关系式有 

l ( G k n ) = Sth ~ 1 . 

函数允 / i - 1 是5函数的网格类似，而等式 （5) 类似于 （1). 网格函数 W^i = 
格柯西问题的解，它对应于确定 W l ( x ) 的柯西问题. 

假定 


:时得到 


⑻ 

,2是网 


ll ’ ll ⑽ 


⑹ 
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则 n 了以证明 


( W \ x )) 


⑷ 


C(0,X] 


< OC . 


佔计初始数据的近似并进一步应用 §8.10 中的定理（没给出证明)，可以得到网格柯西问 
题和微分柯西问题解的近似估计 


max 

0^x n ^X 


W \ nh )\ ^ Mh 


L 2. 


由 F () 和 V ( h ) 的性质有 


\/° = V ( X ) 


W \ X ) 0 

( mY )—: 


-MpO, 


⑺ 


V { h )= 

因此，基于估计⑺有 


h 



|V r (/7.) - V °| $ Mh 2 . 


⑻ 


进一步假定 W 1 ( X )^0. 否则齐次方程边值问题 y " - p { x)y = 0, y (0) = y ( X ) = 0 
具有非零解 W l ( x ). 于是非齐次边值问题 （1.1). (1.2) 或者无解，或者有解但不唯一.也 
将假定^如此小以至于 2 Mh 2 ( \ W l ( X )\ = | y °|. 在这种情况下有 

V { h ) ^ I 70 - Mh 2 ^ \ V °/2\ > 0. 

比较微分格林函数 （2) 和网格格林函数 （4) 的显式表示并考虑到 （7), (8) 得到当 
0 ^ kh . nh ^ X H't 


G k n - G ( jih . kh )\< Qh 2 . 


引理 如果 V { h ) ^ 0, 则所研究的网格问题 （1.3), (1.4) 唯一可解，且其解写成 

N ~ l U/2 T 1/ ' 

Vn = + + * 

fc=l 

公式 （9) 是公式 （2) 的网格类似. 


吨 n 


⑼ 


证明因为由函数 Gg 的定义知等式 Gg = G k N =0 成立，则 ㈧ = a ， y N = b .有 


等式 


N 




k 






按照函数的定义^和6的系数等于零.应用等式 （5) 得到 l ( y n ) = f n . 于是，线性 
方程组 (1.3), (1.4) 对任意右边部分有形如⑼ 的解. 但如果线性方程组对任意右边可 
解，则其解唯一.引理得证. 

关系式 （9) 可以以双重方式应用于网格问题和微分问题近似解的 估计. 
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第一个途径在于直接比较表达式 （2) 和 （9). 为简单起见在 a = b = 0, S n = {) 的情 
况下论证结论. 代入 x = nh ， 改写⑵成 


rnh fX 

y ( nh ) = G ( nh , s ) f ( s)ds -f / G ( nh ， s ) f ( s 、 ds . 

Jo Jnh 


在条件 iinicvi < oc 和⑹之下可以证明两个积分中的被积函数有有界的二阶导数. 


按步氏&的梯形公式计算这两个积分，得到 

G(nM _ . TG ( nKkh ) f ( kh ) 


y ( nh ) = h 


2 


k=\ 


G ( nh , nh ) f ( nh ) 
2 



+/ 彳 G ”) 層 + g G[ 雄 _ + 

V k=n +1 ) 

由于梯形公式的误差通过被积函数的二阶导数来估计，而函数 G ( nh ， s ) 在点 77 力,有间断 
的一阶导数，所以要求将积分分解成两个部分. 

因为从格林函数 G { x , s ) 的定义推岀 G ( n / i ，0) = G (7 成 TV ) = 0,贝 IJ 

N-i 

y ( nh ) = h [ G ( n ", kh )fk + 0( h 2 ). (10) 

l^ = I 

由等式 （9), (10) 推出 

N-l 

Un — y { nh )= hJ 2( G k n - G ( nh : kh )) f k +0( h 2 ). 

A. — 1 

应用估计 （7) 得到如- y ( nh ) = 0( h 2 ). 不难推出，这个误差估计当0彡 o : n 彡 X 时对 
n 是一致的，即 


max 


Un — y ( nh )\ = 0( h 2 ). 


另一个途径在于得到误差方程和借助于格林公式进一步估计误差.在 §1 中已证明误差 
Rn 满足方程 

l { Rn ) = s n - r n , 


其中 | r n | 彡 M 4 /7 2 /12, 6 n 为引起方程组 （1.3), (1.4) 解的不精确性的误差.设/? 0 = 
R n = 0. 从微分问题格林函数的显式表示推出其一致有界性.考虑到⑺式我们得到函 
数 G k n 也是一致有 界的： 对任意◦彡 kh . nh 彡 X 有 | G & 彡从借助于格林公式⑼写 
出的显式表示 

N-1 

G n (^： - r k ). (11) 


于是由 （11) 推岀估计 


N-1 


R n \ ^ Dh ^ (\ S k \ -h \ r k \). 


k 


放大该不等式得到 


\Rn\ ^ DX 


m 4 


h 2 + max |〜l 

0<k<N 
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它相对于 A 和 max |4| 与 §1 中得到的估计具有同样的量级. 

当不能应用引理 1.2 时，这个估计当 infp (^) < 0吋可应用.于是，格林函数工具的 
应用可以拓宽问题的范围，对这些问题能够成功得到网格解的误差佔计. 

§3. 简单网格边值问题的解 

求柯西问题的数值解时.解在节点处的值按递推公式依次确定.在网格边值问题中. 
例如在 (1.3). (1.4) 中.则不存在这样的可能，因为解的值与积分区间端点的边界条件 
有关. 

可以按照如下方法求解边值问题 

y" - P{x)y = / ㈤ ， 2 /( 0 ) = a, y(X) = b. 

首先求非齐次方程 

Vo - p{^)yo = f(x) 

的特解 yo ( x ). 以及齐次方程 y ^- P ( x) yi = 0. i = 1. 2的两个线性无关的解.则非齐次方 
程的通解可以写成 


2/(*^) = Vo ( x ) + C ^ jiix ) -f C 2 y 2 [ x )， 

其中常数 G 和（7 2 由边界条件确定.函数 iu ( x) ， i = 0,1,2的近似可以按照求解柯西问 
题的某个数值方法得到， 然后定义 Ci 并得到需要的解. 

按照如下方式进行更有效.找到非齐次方程 y ^- p ( x ) y 0 = f ( x ) 的满足条件 y Q (0) = 
a 的特解 yo ( x ), 以及齐次方程满足条件 yi (0) = 0的特解 yi ( x ). 非齐次方程的满足条 
件 y (0) = a , 的通解有形式 yo ( x ) + C yi ( x ), 其中值 C 由条件 y 0 ( X ) + Cy “ X ) = b 确定. 

按照这个途径的边值问题的求解方法常称 为打靶法或试射法. 这个方法的网格类 
似阐述如下.给定以= a , :以= 0,任意给定 y ? 和 d / 0 ,从方程 

I ( y°j = Uf 以- 1 - Pny° n = fn , (1) 

i{y\) = y ' n+1 ~ 2 》 . 士 （ - 1 - Pny\ = o. (2) 

依次确定 … . • ' ylr 然后从条件 必 + C ^ = /) 找到且让 y n = y ^-\- Cyl L . 
函数是所要求的解. 

有时值^,^0,1在计算过程中不存储，而在找到 C 后寻找 yi 二 y ? + Cy ], 然后 
从方程 l ( y n ) = fn 依次确定 . yN — i . 描述的算法形式上可在任意值 W 和 W 情 
况下应用.但是，为减小计算误差的影响选择 y ? = Cl + O ( h ). 

我们来研究一个模型方程 

y ” — p ( x)y = 0， p = const > 0. x G [0. X ]. (3) 

当值 s / pX 充分大时，相应的齐次方程的解 W ( X ) = 在所研究的区间上快速 

增长（下降).于是，当 P > 0时值 ^ pX 是本质上影响计算误差累计特性的参数.研究计 
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算误差在网格问题的一个阶段的积累.假设已经找到值仍且进一步的计算按照如下递 
推公式进行 

Vn+\ = 2 y n - 如 ―1 + ph 2 y n . (4) 

实际计算得到的值％由如下等式给岀 

Un + 1 — ^Vn ~ Vn - 1 +P" 2 ": + 办 n ， 

其中右边部分的项夂的出现由舍人导致.从中减去 （4) 得到关于误差二％ - %的 
方程: 


△n+i = 2A„ — 1 + /;/?"■ A n + S n . 




研究下列误差累积模型： S n ^S = const , 且在洲和仍中没有误差，即=仏 


0. 方程 （5) 可以改写成 

△n+l — 2A n -f A n _i 

V 2 


P^n CJ ， UJ 


5 


当 a ； = const 时全部关系式~ =：() 和⑹构成逼近柯西问题 


△" = /;△ + 〜，， △((]) = △，(()）= 0 


的网格问题. 


可以验证明 .10 中定理的条件满足，因此这些问题的解是相 近的: 

chiy/pXn} - 1 


△n 〜 △(J’n) 


这里近似等式按通常意义 理解: 


V 


⑹ 


⑺ 


当 /? —> 0, y / p y x n = const , x n # 0 时 △”/△(:〜）一> 1, 


⑻ 


当 U 乘以某个因子时在 An 和 △( X n ) 上也乘上这个因子，因此⑺和⑻当 U ； 与/7相 
关时也正确，这正是现在所考虑的情况 


△n ~ 


d \{ ypx n } - 1 


我们来研究数值例子 ： p = 10. 


ph 2 

10, h = 10 


S . 


2 


.S = 10~ 2 . 于是， I 〜 I > 10 4 , 不可 


能指望得到带有合理精度的解.注意到. ^/ px n 不是很大但导致如此大的计算误差积累. 

在未知量 如，… ， VN 自然排序时方程组（1.3)， (1.4) 写成 ，4 y = C , 其中 A 为三对 
角矩阵.回顾矩阵 A 称为 （2 m + 1)- 对角的，如果当 |i — j | > 7 n 时叫= 0. 

求解这类方程组的最合适方法常常是应用自然顺序下的高斯消元法.当这个方法应 


用于求解逼近边值问题所产生的方程组求解时，称之为追赶法. 


我们对方程组（1.3)， (1.4) 的情况引入追赶法具体的计算公式.将边界条件训 = a 
表示为形式？/0 = Coy \ 4-(^ o , 其中 Co = 0,仰= a •将 2/() = Coyi + #() 代入方程组 (1-3), 
(1.4) 中的第一个方程 


Vo - 2yi + y 2 


-V\V\ = /i, 


得到将％和//2联系在一起的方程.解这个关于仍的方程，有 

yi = Ciy 2 + #1， 


⑼ 
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其中 


Ci 


1 


2 + _ 2 , 


^1 = Cj(a - fih 2 ) 


. f JL —— 

将所得的由％表示的仍的表达式代入方程组的第二个方程，得到关于&和 M 的方 

X 口 厶 n -4 一 ： rt •— 1 tm 《曰 Z：il 27 —4^ 


程，如此下去.设已经得到关系式 


Vn = C n y n +i + #n ， 


( 10 ) 


将如的表达式代人方程组（1.3)， （1.4) 的第 n + 1个 方程： 

Vn — 2" n +l + y n +2 _ r 

^2 _ Pn+l2/n+l = /n+1 

解所得的关于 y n+l 的方程 

(^n^/n + l + ^Pn ) 一 ^Vn+l Vn+2 


有 


h 2 


Vn+lVn+l — /n + 


Vn+l — ^Vi+l?/n.+2 + V^n+1 7 


其中 


C n+ 1 


1 


S^n+1 = C n +i(p n — /n+1") 


2 + ]〕n + !h 2 — C n 


(ID 


_ f 一 w - 

于是，将和 y n + i 联系在一起的方程 （ 10 ) 的系数可以从递推关系 （ 11 ) 由初始条件 
C 0 = 0, ^0 = a 确定. 因为 VN 已知，则在找到了所有系数 Cn^n 以后.可以从关系式 
(10) 依次确定 y / v - i ，... ，仍.系数 C n ， f n 的计算过程常称 为追赶法的正过程， 而未知数 
y n 的计算过程称 为追赶法的逆过程. 引进计算的顺序可以描述成如下流程（其中 ’ 
意指用 a 来计算 6): 

追赶法的正过程 


a — > 


Pi P2 


PN—l 


Cq = 0 — > Cy \ ― ^ O2 


)• • • ― > 


C N 


丄 


1 


^P0 = (l —> ifi 


W / V—l 


追赶法的逆过程 


fl /2 


//V 


Ci c 2 

1 1 


C N 


m 

T 


V 2 

T 


卽一 1 


Vn 


^1 ^2 




名称“追赶法”有时解释如下.方程 


Vn — Cnl/n+l "H ^pn 
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从点 x = 0的边界条件和机应于点; r , 彡〜的方程组 （1.3) 推出.于是，这个等式对于任意 
满足左边边界条件的方程组 l { yj ) = fj，j = l ,--- ,7 i 成立.在点 x = 0 的边界条件“转化 
成”当前点 z 

习题1 写出求解所研究的方程组的平方根方法的计算公式.比较这个方法与追赶 

法的困难性. 

应用依次消去未知量 m , y . 2 , … urn 的高斯法求解方程组 (1.3). (1.4). 从第一个方 
程由 2 A 表示出於并将其代人其余方程.此后在第二个方程中仅包含未知量 ?/1和約.由仍 
表示岀2/3并将其代人其余方程，如此进行下去.设已经由仍表示出未知量2/2, . • • ，且得 
到关系式仍= OLfijx 4-^,2^ 为统一起见，补充如下等式 

yo = o ^ oy \ + 00 ,其中 ao = 0, = a , 
yi = o^iyi +d 其中 no = l ，/3 0 = ()• 

将 ？/77 -l 和？ M 的表达式代人方程 

!Jn — 1 _ (2 十 f)n h )l/n 十 Pri+l ― fnh , 


得到 


或荇 


((in - 1 ?力十 ^ 71 ~ I ) 一 （2 + PnJl ) (CVn 1 ) 十 IJ n +1 fn h 

參 

Vn +1 = Ckn+1^1 + 5n + l, 


其中 


C^n + 1 = (2 + Pr?."' )Ofn — Ckn— l , 

十 1 — (2 + p n h~) 3 n — /in- l + fn.h 2 . 


( 12 ) 


于是，系数 a n , p n 可以按照递推公式 （12) 依次计算.在得到关 系式 ? Mr = ( y N y ,+ 6 N 后确 
定值^，然后按公式 

Vj = OLjyi + ( 3 j (13) 


确定所有的值％.由 （12) 值％满足齐次有限差分方程 （2) 和初始条件 a 0 = 0 ,ai = L 
值 ft 满足非齐次有限差分方程 （1) 和初始条件汍= aj 3 , = 0. 于是，在适当选择初始条 
件的情况下，在打靶法中与 W 相同， A 与 W 相同.函数〜= a n C + 0 n 对任意 C 
满足非齐次有限差分方程和左边界条件，并且 A 二 … C +汍 = a 于是，解关于 C 的方程 
!JN = a N C ^ 0 N , 我们找到值(7 = %,它已在打靶法中找到.按公式 （13) 的计算相应于按 
公式 W W 计算值 如. 所得到的方法当 W = a , y° l =(l W 二 1. = 0时与打靶 

法相同. 


用上面描述的方法求解方程组 (1.3), (1.4) 要求 O ( N ) 次算术运算.如果在解这个 
方程组时直接求助于高斯方法的标准程序.则运算次数将为 0( N 3 ). 这个运算量由追赶 
法的 O ( N ) 次有 内容的运算和 零乘以（除以）某个数以及两个零相加（相减）的 0( N 3 ) 
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次 无内容的运算 构成.于是.即使应用追赶法和按照高斯法的标准程序求解方程组时有 
内容的运算是一样的.应用标准程序也会导致求解问题的耗费大大增长. 

如果在矩阵的行和列的转换中改变循环的始末以剔出无内容的运算，则高斯法的程 
序代码 nj ■以转换成追赶法的程序代码. 

现在研究情 况：当 I = 0 时边界条件为 - ay (0) = a . 在§1 中为逼近它时，岀 
现了将 yo 和 W 联系在一起的方程.这个方程可以写成 

Vo = C 0 yi 4- ^ o - (14) 

例如.简单的逼近 - a m = a 可以改写成这样的形式，其中 C 0 = — ^—,<^0 = 

h 1 + an 

进一步按照公式 （11) 计算 n = 1，…， iV — 1时的值 C n , w ， 且按照公式 （10) 

丄 + c\h 

在逆追赶进程中计算 yum 如果当 a : 二 . Y 时有边界条件 y ' X )+0 y ( X ) = b , 
则类似于 （14) 有方程 

UN = C nUn-i + 免 at. (15) 

实现正向追赶进程，得到等式 

Vn-i = Cn -' Dn + fiv . (16) 

解方程组(15)， （16) 得到 y /V, yiv- 1, 然后由公式 （10) 依次计算 VN-2-, * * • ? 2/0- 

对高阶方程或微分方程组的边值问题近似时出现了带有（/^)-对角矩阵 d 的方程 
组 Ay = c . 矩阵 .4 称为（/， s )- 对角矩阵， 如果当 j i — /和 ./ > i s 时•二0.求 
解这类方程也经常要适当地应用高斯法，其算法也可以类似追赶法写成一组递推公式的 
形式. 

如果/ > . s , 则为减少算术运算量应该适当地将未知量和方程变成逆序以便得到带 
有 （&/)- 对角矩阵的方程组. 

习题2 分別计算当/ > . s , I = s , I < s 时带有（/^)-对角矩阵的方程组在应用高 
斯法求解时的运算次数. 

在一些情况中.方程组的（/，6_)-对角矩阵以自然的方式写成分块形的 （ p 对角矩阵形 
式•即 .4 = [儿儿 为某个矩阵使得如果 j < i _ p 或者 j > i + g 则 = 0. 

我们来研究方程组 

y" - p ( T)y = f(.r)， （17) 

以及简单的逼近公式 


y n + t - 2 y n + y n -\ 
h? 


— p (. r n ) y n = f (工 n), 


( 18 ) 


其中 y . f 为 m 维向量， p 为 m x m 矩阵.方程组中的矩阵自然地写成 p = g = 1的分 
块对角矩阵， A tJ 为 m x m 矩阵.同时这个矩阵是 （2 m -1,2 m - 1)- 对角的，或同样地为 
(4 m - 1 . 4/77 - 1卜对角的.求解这个方程可以应用分块形式的高斯消元法，类似于标量情况 
它吋以写成一组类似追赶法公式的矩阵形式的递推关系. 
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习题3 计算应用于方程组 （18) 时.分块形式的高斯法和一般过程的高斯法在剔 
出了无内容运算后的运算次数. 

在求解一些问题时产生这样一些方程组，其矩阵 A 在结构上不同于对角矩 
阵，矩阵 A 当 - j | 〜 n 时（即在矩阵的左下角和右上角的邻近）出现非零元素.求解 
这类方程组也要适当地应用剔出了无内容运算的高斯法.在寻找网格方程 （3) 的周期解 
时，这种情况的高斯法叫作 循坏追赶法. 

我们研究一个转换成这类方程的例子.在应用 §5.3 中的校正方法平滑函数时产生了下 
列问题.给定整数变量 q 的周期函数 / g . 周期为 TV . 要求找到带有同样周期的周期函数 
使之满足如下方程绀 >71 

对所有的仏^ + (-乂 2 )、= f q . 

'与 n = 1 .. yv 时写出这些关系.由周期性条件当7 < 0和7 > W 时将这些关系式中的 
值％ 相应地换成 Uq + N 和 u q — jv - 结果得到含 iV 个变量 ，… ， u N 且有 TV 个方程的方 
程组 ： Zu = f . 这个方程组的矩阵 Z 的元素由关系式叫= a.(|i - j |) 定义，其中 

«(0) = (- i ) n ( c 2 n „/ r 2n + A 2r, ). 

((-\) n - k C ^- k h- 2n 当0 < A : 彡 n , 

a ( k ) = < 0 当 n < k ^： N - n , 

(-l) k+n - N C^ n ~ N k- 2n 当 N -n<k<N. 

f a(0) a(l) ••- a(n) 0 … 0 a[N — n) … a(N — 1) 

a ⑴ .. 

% 

• •锤 

參 

a(n) • • • 

0 - 

= 

w 

0 • . • 

a(N — n) . • • 

A 

.參 

巍# 癱 

y a (7 V — 1) . • 

矩阵 a 是对称正定的. 

习题4 写出当 n = 1时这个方法的计算公式.证明，应用带有剔出无内容运算的 
高斯法求解这个方程组时要求 0( n 2 iV ) 次算术运算. 

习题5 写出当 n 二1时应用平方根法求解这个具体方程组时的计算公式.计算 
必需的算术运算次数. 

上面当考虑追赶法写出了计算公式并计算了算术运算次数时，还存在一个问题，就 
是计算机处理过程溢出的可能性,特別是零作分母的情况.此外，没有溢出也不能保证避 
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免计算误差的大的影响. 

在 p ( x ) = p = const 的模型例子中在 p 的不同符号下我们研究追赶系数的性 
质.在初始近似 Co = 0之下，追赶法的系数满足的关系式 




2 -h ph 2 - C n 1 


(19) 


它与求解方程 


C 二 ( j { C ) = 


1 

2 + ph 2 - C 


的递推公式相同.方程 C = g ( C ) 等价于二次方程 

C 2 —(2 +/)" 2 )C + l = 0. 


其根为 



( 20 ) 


当 p/; 2 > 0时有 C ⑴> 1,因此0 < C (2) = < 1. 当 P < 0且 " 很小时，根号下的表 

达式为负的，于是方程 （20) 没有实根.在图 9.3.1 和图 9.3.2 中画出? y = C 和?/ = g ( C ) 
的图，以及点 ( Cn . Cn ), ( C n , C n +1 ). 可以看出，当 p 彡0时值 C ；, 位于区间0 < C „. 彡1 
(图 9.3.1). 当 p < 0时不排除（图 9.3.2) 对充分大的 n 某些值恰好接近于 2+ ph 2 . 
于是、下一个值 C n +1 将很大且可能发生溢出. 



图 9.3.1 


图 9.3.2 


我们来研究计算系数 C n . 的误差溢出问题.从 （19) 得到 

dC n+ i 1 


C n ) 2 


( C n + i ) 


dC n (2+ p ri " 2 -- … 

于是，系数 c n 中的扰动与关系式 SC n+l ^ C ^ SCn 相关，且当很大时误差也大 

大增加.上面提到的情况促使我们必须更详细地研究计算误差的影响，至少对于 p <0 


的情况要予以考虑. 


§4. 数值算法的闭合 

在算法的初步分析中每次都通过模型问题的解成功地获得对算法多方面的理解.另 
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一个初步分析的有效方法是应用由索伯列夫引入的数 值算法的闭合 概念. 

为不使叙述变得繁琐，我们限于研究问题的实质.因此，本章中的许多描述不总是被 
详尽讨论. 

假设要求解某个问题 

Lu = /, (1) 

且设 

L h u h = f h (2) 


为与某个参数 A (例如，网格步长）相关的问题束.它的解 u " 当 /z — 0时收敛于原问题 
(1) 的解.假定求解问题 （2) 的算法由依次得到的某些关系构成 

L h m <. = f 7 h rr m = l ，.-， M . (3) 

并且 E 为单位算子，= ( L h )-\ f h = 即在第 M 步得到精确解 tA 
设可以取单调依赖于 m 的参数且当 h — 0且 2 固定时关系式 （3) 的极限变成 


其中 


L z jj 二 .f z ， 0 ^ 2 ： ^ 


⑷ 


z 0 




关系式 （4) 称为数 值算法 （3) 的闭合. 


我们没有给出数值算法闭合的严格定义.实质上当研究了边值问题解的算法的闭合以后 
就吏容易理解这个概念了. 


数值算法概念的定义不排出 M 二 oo 的可能性.在这种情况下，等式 

L h M = E , f h M = ( L h )- l f h 

理解为如下思想：当 m - > oo 时 

L^n - E, f f ^^(L h r l f h . 

情况 M = oo 相应于求解问题 （1) 的迭代方法.如果算子 L 2 对 z —致有界.则说算法 
(3) 有正规闭合. 相反情况下则称算法有 非正规闭合. 

如果算法的闭合是正规的.则有理由假定它对各种扰动特别是计算误差是稳定的. 
因此，算法的闭合研究是在问题研究的最初阶段为得到关于新方法性质的初步判断的方 
便方法.这样的对方法性质的初步估计不总是确定的.可能出现的情况是 •. 算子“ 一致 
有界.但界是非常大的常数.以至于实际上不是一致有界.另一方面，可能算子的无 
界性导致方程的度量或者函数^的空间中的范数选择不成功.缺乏算子 L 2 的一致有界 
性意味着当 /7 , — 0时 p ( h ) = supllL ^ H 无限 增长. 不排除可能性：值 p ( h ) 增长 得相当 

慢.但当步长趋于零时相应的误值的增长是可以容忍的.尽管存在上述理由，数值算法 
的闭合性研究仍然是十分有益的. 

在正向追赶过程中得到关系式 

Vn - C n y n+ i = 


⑹ 
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我们来试图理解当 /?. 一 > () 时这个关系式会发生怎样的情况.取 p 三0的简单情况.耶 
么， C 0 = 0, Cl = \/2, C 2 = 2/3,… 且不难由归纳法建立 C n = 1 — l/(n+ 1). 假设固 
定某个 a : 二 n /;.， 则相应于这个点 （5) 的左边等于 


x I h 十 


Uri + l . 


当以光滑函数值 y(nh) 代替值时左边的极限等于零，更详细地研究算法的闭合没有 
意义.为使得得到的闭合有意义.必须适当选择这样的因子使得极限 


lim A(//) ( y(x) — 

/ i—o 


1 - 


1 


x/h + 


"($ + //) 


有限且不等于零.取 X(fi) = \ 则 


1 




y(.r + ") 


⑹ 


h y V(^) - f 1 - - + 0{ h 2 ) ) {ij(x) + y \ x)h -f 0(/? 2 )) 




X 


// ㈤ + 0("). 


于是.⑹有非零的极限.在一般情况中也采用这样的规范化.因为在所研究的例子中当 


n/i 


/; 


时存在极限. • 


lim 

/i 一 0 


C n — 

~ /T 


所以代替引入新的变量 a n 二 （1 - C n )/h. 冋顾追赶关系有形式 


〔 n + 1 


1 = + — f n 


2 + p n +ih 2 — C n 

将 （ 5) 式乘以 -h~ ] 且让 C n = l - a n h.^ n = -卩 n h. 那么 （ 5) 改写成 


Vn+X — Un 

h 


(hdJn + 


Un , 


将由％，和义表示的和％的表达式代入 （7), 得到等式 

1 


1 一 Qn+1 " 


1 + Pn+lh 2 + "’ 


"n 十 1" = (1 一 rt n+l")(A/A + fn+lh“) 


rti 此推出 


( 戈 n+ 1 


Qn + Pn + 1 " 


1 + a n h + Pn + lh 2 * 


/^n+1 ~ (^n ^ (./n+1 — dn+l/D" — ^n+l/n+1^ - 


关系式 （9) 可以变成形式 

0! n +l — «71 


3 


h 

而 （1()) 变成形式 


= 7W1 — a 2 n - 〜 


- (Pn+1 - Prv-r\oin)h 


1 + a n h^ p n+ ih 2 


"n+l — l^n 

h 


二 fn + l — dn+ld — /Vi+lOn+1". 


⑺ 


⑻ 


(9) 


( 10 ) 


01 ) 


( 12 ) 


如果假定当固定 n /7 = . z : 且 A —() 时系数和凡趋向于某个极限 a ( x ) 和汛： r ), 则当 
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在 （8) 中以 y(nh) 代替时在极限情况下得到微分方程 

y’ — a[x)y = 0(x). 

关系式 （11), (12) 表明，〜，乂所满足的方程好似借助于欧拉法计算如下微分方程数值 
积分时所得的方程 

a = p(x) — a 2 , (13) 

(3’ = f(x) - a0. (14) 

巾于下列情况，证明如下事实变得很困难 •. 当固定 n/i = x 且 — 0时值 a ni (3 n 趋向于 
这些微分方程的解.由定义，有 

a ； 0 二 （1 — C 0 )/h = l // i , f 3 0 = ^> o/h = - a / h . (15) 

于是，在点 : r =() 的邻域内数值积分公式 (11 ), (12) 的初始条件有非同寻常的特性，于 
是在所研究的情况中导出的网格问题和微分问题解的近似估计方法不能应用.注意关系 
式 （15), 吋以假定函数 aOr ) 是 （13) 的解，且当 X - 1 接近于零时它接近于零，而外 r ) 是 
(14) 的解，且当 - 1 接近于零时它接近于零. 

我们来论证这个假定. 系数 C n , 从而 a n 从递推关系 （7) 得到，这个递推关系既与微分 
方程的右边无关，又 与在点 X 处的有界性条件无关.递推的初始条件二0也与这些因素 
无关.研究边值问题 
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满足微分方程（13)，因为 

由 W \ x ) 的定义，当 z 很小时有 M /' Vx ) 〜 X ，〜 1. 于是 a ( x ) = ( W 1 Y \ X / W ( x ) 
〜: r _1 , 这正如所假定的一样. 

函数 a ( x ) 在满足 \ V l ( x ) = 0 的点（特别包括 x = () 在内）变得无界.在每个这样的点 
y 的邻域内有 

(孙 力％〜 ( w l Y \ y ^ o , 的工）〜 （( wYm ， 


于是 


a ( x) 〜 （;r - y ) 


(19) 


对于这个邻域内的点可以写出一组关系式 


vv;U, - 


h 




n+l 


( wMV+Wi + o ㈨ )， 

W l (( n + 1)/0 + 0{ h 2 ) = W 1 (( n + 1)/0 (1+0 


h 2 


W l (( n + i ) h ) 



IV 1 (( n + 1)/0 1+0 


h： 2 


(n + l)h - y 



于是 


a n = cy{{n + 1)") (1 + O ( h )) (1 + 0 


h 2 


( n + l)h - y 



由此看出，等式 an = a((n + \) h ) 的相对误差在靠近 q ( x ) = oc 的点的 h 阶邻域内是阶为 
0(/7.) 的值.类似的方式可以研究函数 (3( x ). 

现在写出关系式 （3) 和算法相应的闭合.取 M = 27 V - 1,且当 m = 1， • • • ， 7 V 时对 


(3) 应用一组关系式 


Vn ~ ^nl/n+l 


k 


n 


0 ^ n < m 


}Jn—\ ~ 2'i/n + 2/n+i 

h ? 


-PnVn = /n , 爪 ^ U < N, 


UN = b 、 


而当 N < m ^ M 时应 jfj 一 ^ 组关;系式 

Vn ~ C n y n +i 




n 


h 


h 


0 彡 n 彡 M — m 


其中也 . 



Vn = ? A/ _ 7TI 〈 M < TV ， 

假定 2 = m / i . 那么算法 （4) 的闭合表示如下 
LzU — f 
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fz (工) 


0[X), 当0 < X < 时， 
f ( x ), 当 2 彡 : r < 1 时. 
6 ， 当 a ; = 1 时， 


当1彡 2 彡2时，有 


L z y 


fz{x) 


y ’ — oc ( x ) y , 当 0 < r < 2 — 2 时, 
y , 当 2 — 2 彡; r 彡 1 时， 

0 ( x ), 当 0<X<2 — 2 ： 时. 

•0(. r ), 当2 — 2 彡: r 彡 1 时. 


这里 中 (X) 为微分问题的精确解（等式 L z y \ 


a 被省略). 


我们来研究函数 a ㈤ 和 p ( x ) 的性质例子•设 p ( x ) > 0,那么由方程 V = p ( x )- a 2 


当 a > Pi 


当 a <仍 


maxp (; r ) 时 a ’ < ()• 

[0,X] 

min p (: r ) 时 a > 0. 

[o, 入] 


相应的积分曲线展示在图 9.4.1 中.因此，若 x — 0则 
a ( x ) 〜 I - 1 满足时，解 a ( x ) 单调减少直到落入区域 p 2 < 
r . < pu 而进入之后将停留其中.方程 （14) 关于 0{ x ) 为线 
性的.因为系数 a ( x ) 当 rr / 0时有限，则这个方程的解对所 
有的 : r # 0保持有限.于是 3 有理由承认如果当 x — 0时系 
数 aOr ) 和 0( x ) 不是无限增长，则所研究问题的求解算法的 
闭合是正规的.在所研究的情况中，当 n = 0时的值 a 0 和 




77777 


6 0 是阶为 /i 


在所研究的情况中，当 n = 0时的值 ao 和 
的值.进一步随着 n 的增加由于微分方程的 


图 9.4.1 


解具有减小的趋势，则它们也应该具有减小的趋势.我们已经习惯于在许多情况下量级 
为 2-”1.1 的计算误差的影响是不可避免的且是容许的，算法的这种非正规性可能不会 
导致计算误差达到不能容忍的大的影响. 

冋到 p ( x ) ^ 0不总是成立的情况.那么，可能在区间的某个内点有 W l { y ) = (\ 于 
是 a ( y ) = oc . 在这样的情况下，算法的闭合应该是非正规的.但是，这里也不应该急着 
最后拒绝应用追赶法.若刚好在所有的网格节点处》1，则由 （16) — (18) 有 

max | a n | = 0( h ~ 2 ). (20) 

这类算法的非正规性也不应该总是#作可怕的.函数 W ^ x ) 光滑且导数在使 W l ( y ) = 0 
的点々 不等于零.因此，值 min 1.0 0/0 常常达到量级/7且关系式 （20) 将满足.于是， 

n>0 

应该期望在大部分情况下当 p ( x ) ^ 0时按追赶法的计算对各种类型的扰动是稳 定的. 
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实际上，如果当 .r G (0. X ] 时有 U ' J ，） / 0. 则追赶法的闭合恰好是正规的.条件 
W l ( x 0 ) + 0等价于 条件： 边值问题 

"(0) 二 a ， y ( x 0 ) = b . y " - p ( x)y = f { x ) (21) 

对于任意的 6 和 f ( x ) 在区间 [0, a : 0 ] 上可解.于是.追赶法闭合的正规性条件可以叙 
述 如下： 

如果对于任意区间 [0. x 0 ] 当 0 〈： r 0 彡 X 时边值问题 (21) 可解.则追赶法的闭合 
是正规的. 

还有另外的途径能得到这个结论.转到逆向追赶进程的公式.系数 C 7 和&当 j < 

吋仅仅与 a 和 j < n 时（即在点 j/i G [0,以]处）的值 R 和有关 • 于是，在找到值 
y n 以后，计算如下方程 y ,, - p ( x)y = f ( x ) 的边值问题，其中方程定义在区间 [0， n / i ] 上， 
边界条件为 W 0) = «和 y ( nh ) = y n . 如果这个边值问题对任意右边部分 f ( x ) 不可解, 
则相应的网格问题是否具有好的性质也值得怀疑.因此，若对于某个邱 e (0, X ] 边值问 
题 （21) 不是对于任意右边部分可解，则有必要对方法进行更详细的分析. 

注意到.由于下列情况闭合的正规性也不能保证总的计算误差很小.总误差出计算 
过程中的误差和比例因子确定，这些误差以这样的比例因子进入到总误差中.闭合的正 
规性通常仅保证计算过程中舍人误差小.为使比例因子不是很大，需要方程的解对系数 
扰动具有弱灵敏性.但是，一般说来，这还不充分. 在例子 i / = My 中当 M < 0时我们 
看到微分问题的解常对这样的扰动具有弱敏感性.同时网格问题的解却具有强敏感性. 

§5. 对一阶线性方程组边值问题情况的讨论 

我们研究边值问题 

y ' - .4( x)y = f ( x) T Z ? y (0) = b . Dy ( X ) = d . (1) 

这里 y ， f ， b , d 分別为 /,/,/- r ， r 维向量，而 A B ， D 为 / x /， （/ - r *) x /， r x / 矩阵.今 
后处处假定矩阵 B 的秩等于丨 - r ， 而矩阵 D 的秩等于 r . 

在寻找求解问题 （1) 的实用方法之前，我们来讨论边值问题的解对各种类型扰动的 
灵敏性问题.作为模型我们取边值问题 

y ' - Ay = 0. A = const , By (0) = b . Dy ( X ) = d . (2) 

我们来研究当矩阵 X 的所有特征值互异的情况.在一般情况下，推理过程没有本质 
上的改变.设 A , = % +?:巧为矩阵 A 的特征值，按％增加的顺序排列，而％为相应 
的特征向量，并且 || ej || = 1. 方程组 y f -Ay = 0 的通解写成 

I 

y ( x ) = ^2 c 3 e i exp { A ;: r }. (3) 

j=l 

特征值 A 7 被分成三组，以相应的上标划定每一组的特征值 • 对使得 exp {\ aj \ X } 非常 
大的特征值 A 7 ■，若巧〉0则记为若力 < 0则记为 A 厂其余的特征值，即使得 
exp {| a 7 | X } 不是非常大的特征值记为对特征向量巧加上相应的上标.相应的标号 
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J 之和分别记为 . 设/+，/ () , /- 为每组特征值的个数.解 （3) 的书写形 
式在积分区间端点处于非唯一 状态： 在点: r 二 (） 时所有函数 exp{A,o :} 具有阶1,同时 
在点 x = X 时其中的一个非常大，而另外的非常小.通解的更方便的公式为 
y(x) = ~ c J e J exp{A-.x} + ^ 0 制 exp{A^} + ^ + c+ej exp{A+(x - X )}. 
写出方程组 By(0) = b , Dy ( X )=± 从中应该确定相应于要搜寻解的常数 

^ y ( O ) = Y ,~ c J Be J + E ° c J Be J + E ^ c J Be t exp { - A ； X } - b . 


Dy(X) = ^2 ~ c j ^ e J exp{A 「 A’} + ^ De°j exp{ A f - X } + ^ 
方程组 （4) 可以写成 


+ c^De 


d (4) 


Gc 


g . 


其中 

c = (q- ，…， c 广) r ， g = ( M ，… ，6/— 7 ”山， … ， d r ) r ， 


矩阵 G 具有分块形式 





每个块写出如下 

G? = [(Be^),] , r < + 1 ^ ^ - r, 

Gt = [(Be^.expi-A/X}] , l ~ +1° < j ^ l , 1 ^ ry ^ - r, 

G ; = [(De-^explA-X}] , 1 彡 j (1 —，1 < q < r, 

G ° 2 = [(De^ 0 )^ exp{A^}] , 1— < j < 1— + l + ， I ^ q ^ r , 

G 卜 [( De ^) q } , I - + l Q < j < I， I r . 

假定 △ = detG / 0, 将方程组 （4) 的解表示成 c = G ~ l g . 由已知公式，逆矩阵元素有 


形式 





(5) 


△ = det 



其中为矩阵 G 的子式.在前面的叙述中假设值 exp{-A；X}, exp { XjX } 小到可以 
忽略不计，因此矩阵和的元素也小到可以忽略不计，且行列式 

R G? 

/^0 r ^+ 

Lj 2 ^2 U 2 

近似于行列式 

'Gr G ? 0 

o G ° 2 g 2 + 


A 0 = det G ( \ G ° 


分別研究情况： 
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a ) 行列式不小； 

b ) 行列式 An 小.特別情况是等于零. 

因为在矩阵 G 的元素中没有大的，则由于公式 （5). 在情况 a ) 中矩阵 G - 1 的元素 
通常不很大. 

假定边界条件右边部分 b 和 d 包含某个误差 Jb 和 (5 cl . 设= ( Jb .(5 d ) r , 则向 
量 c 的误差等于 G~ l Sg. 如果矩阵 G - 1 的元素不很大.则系数 q 的误差值将不是 
很大.问题的解是如下各项的带有系数 q 的线性组合 

e ~ exp { A ^" a :}, exp { A ( -. r }. e 卞 exp { Aj(x — X )}. 

因此，由误 差扑和 M 造成近似解的误差也是可接受的. 

注意到我们的命题带有相当不确定的 特点： “小的”.“非常小的”，“不大的' “非常大的' 

在分折具体问题时研究者应该_己决定何种程度的值是可以接受的.特别，如果要求解“大 

的”阶的方程组，则在“适中的”系数值和“不很小的”行列式 △() 的情况下，由大量元素求 

和的子式可能是“不能容忍的大”. 

如果行列式很小或者等于零，则由等式 

det G det G~ l = 1, 

在矩阵 G - 1 的元素中可能有大的元素.那么.边界条件右边部分的小的扰动可能导致系 
数 q 的大的扰动，于是问题的解也如此. 

知道矩阵 G - 1 的元素和矩阵,4的特征值，从上面所得到的关系式可以得岀关于微 
分问题解扰动的相当精确的信息.但是，得到这样的信息本身要求大量的计算.将这些描 
述推广到变量矩阵 .4( x ) 的情况也需要大量的计算. 由此. 尝试在对问题要求较少的信 
息得到解对扰动 6 b 和的定性的稳定性判据，虽然这些判据也许不太可靠.这些判据 
可能 III — 之间的关系表述.在矩阵的前 / - r 行元素中非零的元素可 

能位于矩阵 ， G ? 的前广+ P 列中.如果/+ > r , 则/- + /° </- r , 那么位于前/ — r 
行的所有的 （/ - r ) x (/ - r ) 阶子式变成零.按前/ - r 行展开行列式 A 0 得到= 0. 
同样地，如果 I ' >1- r , 则所有位于后 r 行的 r x r 阶子式等于零，因此= 0. 如果 
/+彡 r ， 而 /- < / - r . 则行列式 Ao 恰好是矩阵 B 和 D 元素与特征向量勺分量的乘 
积的线性组合，并且这些乘积的系数是数 exp { X ^ X } 的乘积，而这些数的模不很大也不 
很小.吋以假定.这个行列式为小数的情况是相当少的.那么.问题 （2) 的解将对边界条 
件右边部分的扰动 (5 b 和 del 具有较小敏感性. 

我们可以以下列命题来叙述所得到的结论.如果/+ > r 或者 /- > / - r , 则微分问 
题的解对边界条件右边部分的扰动是非常敏感的：如果/+ < r ， 而广< / - r , 则通常问 
题 （2 ) 的解对边界条件右边部分的改变具有小的敏感性. 

这个结论的第一部分可以再叙述成这样的形式：问题对边界条件具有小的敏感性的 
必要条件是：在区间 [0. 上随着 x 的增加快速增长的相互独立的特解 e 彡 exp { A ; x } 
的个数不超过右端点边界条件的数量，而在区间 [0, X ]上随着 j : 的增加快速减小的特解 
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e-j exp{Aj：z;} •的个数不超过左端点边界条件的数量. 

这个结论也可以以一定的精确性推广到问题 （1) 带有变量矩阵 A ( x ) 的情况.这个 
结论的严格推导将是十分繁琐的.但是.如果矩阵 A ( x ) 的元素在区间 [0. X ]上变化相 
当平缓.则对边界条件扰动的稳定性的最初研究常常 nj •以限制考虑带有大的正值和大的 
负值 XReX . i - x ) 的矩阵 A ( x ) 的特征值 个数. 

如果系数以及方程和边界条件的右边部分小的扰动导致问题的解以同样小的量级 
改变，则边值问题称为条件良好的（保持良好的).良好条件性的更精确的定义可给出如 
下.与边界问题 （1) 同时研究边值问题 

y' - (乂㈤ + ^A(x))y = f(j：) + ㈤， 


(/? + (5i?)y(0) = b + Jb ， （D 十 SD)y(X) = d-^Sd. 
其中的扰动带有不很大的度量 


£ 二 max (||^4(. r )|| + ||(5 f (; r )||) + ||^|| + ||心|| + ||^ b || + || Jd ||. 


如果对于这个边值问题所有的解满足不等式，其中 M 不很大 


max 


||yW - y ㈤II < Me, 


⑹ 


则原问题叫作条件良好的，相反原问题叫作条件不良的.使得不等式⑹对于所有 e 彡印 
(其中印固定）满足的最小值 A /(^ o ) 义是叫作给定问题（相对于范数不超过印的扰动) 


的条件性度量.问题的条件性描述了解对原始数据扰动例如方程系数给定的不精确性的 
稳定性.因为计算舍入误差等价于原方程系数的扰动，则条件性度量描述了数值解对计 
算时舍入的稳定性特征.如果已知问题系数扰动的初步估计&且量级为 M { e ) e 的误差 
是容许的.则问题直接的数值解有意义. 


作为例子，我们来研究区间 [0, 30] 上方程组 〆I = V 2 . V 2 = yi 在边界条件 2/ i (0) = 
1 , 1 / 2 ( 0 ) = 1 下的柯西问题.矩阵 



的特征值等于土 1.值 exp (—30) 很小，而值 exp (30) 很大，广=1， Z 0 = 0, /+ = 1 ， r = 0且 
/+ = 1 > r = 0 . 因此边界条件小的扰动应该导致解非常大的改变.在此情况下，本节的描述 
没有特别的意义，因为没有它们也显然有由于原线性方程的解快速增长而使得解的误差也增 


长很快. 

假设对于同一个方程组我们研究带有边界条件为 b iyi ( 0 ) + b 2 ij 2 ( 0 ) = b , 山 yi (30) 十 
^ 2 ^(30) = d 的边值问题.相应于特征值= 一 1 和 Af 二 1 的特征向量分别等于 （ 1 , - I ) 7 ' 
和 （ 1 , 1 )' /+ = r ，r = i — r ‘ 一般来说，应该期望问题对扰 动仙和 是稳定的.以如下 

形式寻找解 

c 「 f 1 ^ exp {- x } + cj (I exp{x — 30}. 


方程 （4) 具有形式 


(bi - /) 2 ) c 「 十 （61 十 1 ) 2 ) C2 exp {-30} = b , 

(di — d - 2 ) c ^ exp {-30} H - ( d [ + = d . 


⑺ 
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由此得到 


其中 


一— b ( d \ +(/2) — d [ b \ -f / >2) exp { — 30} 

1 = A 

十一 d(b\ — 62) — b(di — d2) exp{— 30 } 

2 = A 


A = (b\ — b 2 )(d\ + do) - {d\ — d 2 )(b\ + h?) exp{—60} 


近似于 A f ) = ㈧ - 心 )( 山十山).如果系数~和山不大，而 △() 不小，则系数和 c 2 一当 
恥和有小的改变时具有小的改变.如果 △ = 0. 则方程组 （7) 当6二 rf = 0时具有非零 
m c ； 4 -在此情况下说“问题位于谱上”，即意指齐次问题有非零解且讨论解对边界条件 
的稳定性是无意义的.当 △() = 0时由于 A > A 0 , 则问题是条件不良的. 


习题1 证明，条件良好的边值问题的解是唯一的. 


§6. 一阶方程组边值问题的算法 


今后在§6—§8中假定所研究的边值问题是条件良好的. 

求解边值问题 (5.1) 的形式上简单的方法是打靶法.研究方程组 

By ( 0 ) = b . (1) 

因为按假定矩阵 B 的秩等于/ - r ， 则方程组 （1) 的通解写成 

T 

yo + X ^ yj , 

其中 y () 为非齐次方程 By ^ h 的任意解，而 yi ，… . y . r 为方程组 By = 0的任意 r •个 
线性无关的解.设 yi ,--- , y r , y 0 为这样的一个向量组.我们采用数值积分来寻找非齐 
次方程组 

y’o = ^(. x ) y 0 + f ( x ) (2) 


在初始条件 yo (0) - y 0 的特解，以及齐次方程 

Yj = j = h …， r (3) 

在初始条件 y ,(0) = y , 下的解.设 y ( x ) 满足 （2) 和左边界条件 （1). 向量 y (0) 是⑴ 
的解，因此它可以写成 

r 

y ( o ) = yo + Yl c j y ^ 

J=1 

向量函数 

r 

Z(x) = y 0 ( x ) 

满足方程 （2) 且在点 a ： = 0 处与 y ( x ) 相同.于是， 

r 

y ㈤= yo ㈤ + E w ㈤- ⑷ 
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所有形如⑷的函数满足关系式 （1) 和⑵. 于是，当满足左边界条件 （1) 时，方程 （2) 
的所有的解由等式 （4) 给出.为找到需要的解.应该从这个通解中求出满足边界条件的 
解.从带有 r 个未知量的 r 个方程 

D ^ yo (^) + XJ = d (5) 

确定系数 Cy . 在假定问题 (5.1) 唯一可解的情况下，这个方程组的行列式不等于零.的确， 
假设相反，我们得到齐次边值问题 （f -0 ,b = 0 .d = 0) 具有非零解 

r 

y (: T ) = ^ C ; y 7 ( x ). 

•7 = 1 

如果 c 2 . • • • . r r 为方程组⑸的解.则向量函数 

7. 

y W 二 yo(j-) + J2 c jyA x ) 

.7 = 1 

满足方程和所有的边界条件.于是得到原问题的解. 

在必须节约计算机内存时应该找到 

r 

y(o) = yo(o) + [ 妨⑼ 

j=i 

或者 

r 

y ( X )= y [) ( X ) + ^2 c jyj ( X ), 


然后采用数值方法向前或向后求解柯西问题. 

如果在齐次方程组/ = A { x ) y 的解中存在随 X 的增加快速增长的解，则解 y 0 ( x ). 
… . y r ( x ) 中的计算误差也快速增加.在这种情况下打耙法的算法在实际应用时是不合 
适的.不合适的原因可解释如下.假设在4 = const 时应用打靶法.让 A 7 和巧分別记 
矩阵 .4 的特征值和相应的特征向量.并且设 Re A ! ^ Re A /_! < ReA /. 假定 

I 

Yj = 

k=l 

则 

l 

= Y^ a J kek ex P{^kX}. ( 6 ) 

k = 1 

如果 o ^/ i ； / 0 且 exp{Re A / X} 》 exp { Re A /_ iX }， 贝 lj 

yj ( X ) 〜 aj/ei exp { A / X }. 

于是， 方程组 （5) 的矩阵的所有列恰好近似地与向量 De / 成比例，因此这个方程组的解 
d ,...， c 7 . 以大的计算误差得到. 

所研究的问题也可以解释为从向量簇 

V 

yo ㈤ + []奶(工） ⑺ 
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中分离出满足右边界条件 


Dy ( X ) = d 


的向量的问题. 

对每个间定的 . r ， 形如 （4) 的向量端点的集合构成/维空间中 r 维超平面.超平 
而巾位于这个平面中的向量 y 0 ( x ) 的端点和位于其中的向量 ••- , y r ( a ：) 构成.如 
果这些向量精确给出.则由那些向量确定平面是不重要的.但是，于在这些向量中存在 
误差，这个平面将产生某个移位和偏转.假定适定地提出了原来的边值问题,且相应的向 
量 y ( x -) 在每一点 .t e [0, X ]的范数不大.在所研究的问题中对于大的值 Re A /久 向量 
yo (^) 具有大的范数.而向量 y ,；(. r ) 近似成比例. yo ㈤ 和 y .； (^)的不大的扰动造成在 
相对不大的值 || y || 的区域中（即精确解所在的区域）平面性质发生本质上的改变.因此, 
用这样的方法给定向量簇 （4) 实际上丟失了解的信息. 

为使在值 || y || 的不大的区域中（解含在其中）确立的平面对给定方法的误差稳定, 
II ]■考虑适当地以某个点和某个向量集合来确定平面，这个点是坐标原点在平面上的投影， 
而集合中的向量位于这个平而且构成或近似构成正交框架.最广泛应用的求解问题 (5.1) 
的追赶法的实质在于借助于坐标原点在这个平面上的投影和位于这个平面上的正交框 
架进行连续或离散（在区间上的孤立点）转换而形成簇 （4). 

追赶法中的一种变型（戈 东诺夫 （ Godunov ) 法）有如下方式.积分区间以点0 = 
x () < ：n < ••- < : r m = X 划分成子区间.假设在区间 [ x „ x s+1 ] 上问题的解以线性组合 
的形式寻找 

r 

y (^) = goW + X ^ g :;( 工)， 

其中 gi )( x *) 为非齐次方程⑵的解，而 g ‘1 ( x) ， :j = 1,…， r 为齐次方程 （3) 的解. 对向量 

= 1，…， r 依次正交化和归一化得到正交向量组 gf = 1,…， r . 
让 

V 

gS +1 (： r s + i ) = go (：^+ i ) - ( go (^+ i )' g . r ， (- Ts + 1 )) 

1 卢 1 • 

即从向量 gcK ^. s - fi ) 中减去它在平面上的投影，这个平面由向量 g ^ l { x s+1 )J = 1 ，…， r 
张成.进一步，如同相应地求解方程组 （2)， （3) —样.再次在区间 [ x 5+1 , x . 9+2 ] 上寻找 
giT 1 ㈤ 和 = , r - 在得到解在点久的这个表达式以后，使用在点 X = 

.7； m 处的边界条件寻找问题在区间 [ x m _ i , x m ] 上的解.接下来，应用向量 

( gS ( X s +】)，... . g ；( x - 5+ i )) 和 

之间的转换公式，依次找到区间 [ x m - 2 , x m _ 1 ] 1 ---[ x 0 , x 1 ] 上的解 •点 A ，…的 
选择要使得向量组 - g ^(^ +1 ) 是近似正交的，而向量 gS ( x s+1 ) 与由这个基 
底张成的子空间不够成太小的角度.因为向量 gj (. r s ), •• - ^( X S ) 构成标准正交系，而向 
量 go (^. s ) 与之正交，对于充分小的 max (: r s+ i - x s ) 所表述的条件满足. 
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注意到，不同于在§3, §4中对于二阶微分方程类似研究的追赶法，基于正交化思想 
的追赶法对于充分小的 max (. r , + 1 - ； r ,) 恰好对于任意适定的边值问题其对计算误差的 
影响具有弱敏感性. S 

与上面描述的戈东诺夫正交追赶法类似的连续情况可以归结 如下： 寻找/ x (/ - r ) 
阶矩阵 Z (0). 其列构成方程组 Bz = 0 的正交解系.向量 u (0) 与这些向量正交.满足方 
程组 i ? u (0) = b . 

在初始条件 Z (0), u (0) 下求解下列方程组的柯西问题 

Z 1 = AZ - Z{Z T Z)- l R. 

u , = (E- Z(Z r Z)- 1 Z r )(Au-hf- Z(Z T Zy l Z T A T u). 

上三角形矩阵 /? 由如下等式确定 

R + R r = Z t {A + A t )Z. 

这些计算叫 作追赶法的正过程. 

在这个方法中向量 u (.7；) 对于每一个; r 极小化 || y (: r )||, 其中 y 为方程组 〆 = Ay+f 
的满足左边界条件的解. 

所谓的追赶法的逆过程过程可以描述如下.定义/ - r 维向量 v (1) 为方程组 
D ( Z ( l ) v ( l )- hu ( l ))= d 的解，且对给定的 v ( l ) 在减小的方向上解方程组 

V’ = 7?v + Z r (A-h A r )u + Z T f 
的柯西问题.问题的解 y ( j ;) 木身由如下公式计算 


y ㈤ = u (: r ) + Z ( x ) v ( x ). 


⑻ 


这样的推演方式也是可能的.类似于追赶法的正向过程找到函数和 U (. T ). 将 
他们记分别为 z & ( x ) u 左(: r ). 相应于积分区间右端点的边界条件找到函数和 

解在每一个点的值从关于未知量 y { x ), v 左 ( x ) 和 v 右 ( j ：) 的方程组找到 

y (: r) = U 左 (X) + Z 左 (x)v 左 (: r )， y(x) = u 右 (t) + Z 右 (x)v 右 (x), (9) 

这里 v /^ a :) 和 v ^-( x ) 分別为/ — 7•和 r 维列向量. 

使用下 列阿布拉莫夫 ( Abramov ) 正交追赶法 常常更方便.边界条件写成 


By (0) = b . Dy ( l ) = d . 

使得矩阵 B 和 D 的行构成标准正交向量系，即满足 BD r = E , DD t 二 兄这里 E 分 
别为 r x r 和 (/ — r ) x (/ — r ) 的单位矩阵. 


在区间 [0,1] 上求解如下方程组的柯西问题： 

Z , + ZA(E - Z T { ZZ T )~ l Z ) =0, 
u 7 - ZAZ T ( ZZ r )u -Zf = 0. 


( 10 ) 


其中在初始条件 Z (0) = B , u (0) = h 下沿着. 2 ,增加的方向求解，而在初始条件 Z ( l ) = 


D , u ( i ) = d 下则沿着 x 减小的方向求解.得到的解分别记为 


Z 左 ( x )， u 左 ( z ) 和 Z ^( x ), u 右 ( x ). 
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在每一个点的问题的解从下列方程组找到 

Z 左 ( x )y($) = u &( t )， Z 右 (: r ) y (: z :) = u 右 &)• (11) 

在这个方法中矩阵 Z 的行构成这个空间的最慢变化的标准正交补基底. 

冋顾一些事实，以说明所指出的方法具有一定的••好的”性质. 

对于这个方法，相应地成立如下等式 

Z T ( x ) Z ( x ) = E 或者 Z [ x ) Z T ( x ) = E , 其中 E 为单位矩阵 • (12) 

对于第一个方法成立不等式 || u ( x )|| ^ || y (； r )||. l | v || $ || y ㈤ — u ㈤II ,其中||.||为向量 
的欧几里得范数.对于第二个方法成立不等式 || u ( a ;)|| ^ || y (. x )||. 

等式 （12) 诱使我们放弃矩阵 Z (. z ;) Z T Or ) 或 Z T ( x ) Z ( x ) 的逆.这个简化常常导致 
不期望的误差增长. 


§7. 非线性边值问题 


在非线性边值问题和非线性代数问题求解方法之间存在很大的相似性.特別.正如 
在后一种情况中一•样，我们讨论各种方法，并不想对解决任意非线性边值问题给出最终 
的建议.实际上.非线性边值问题的每一次求解都转化成求解某个非线性方程组.求解 
非线性边值问题的各种方法以这些辅助问题的参数选择加以区分，自然地，也以这些问 
题的求解方法加以区分. 

我们研究一个简单的非线性边值问题例子：寻找如下方程的解 

x n - /(/, : r) = 0, t e (o.r), 

x (()) — a = 0, x ( T ) — b = 0. 


假定已知解的某个近似在这个近似的邻域内下列展开式正确 

/(/,./.)= /(/.〜 ⑴)+ ■: (f,.T n (/)) (X - X n (t)), 

因此以适当的方式寻找边值问题解的下一个近似 x n+l (t) 

4+1 - (/(，，〜⑴)+ 盖 (/' •心⑴ )(0^ ⑴ - 〜⑷))二0, 


. r n + i (0) - a = 0, x nV i ( T ) — b = (I 


研究问题 （ l ) 的网格逼近： 

^+1 - +4-1 

V 1 


一 f{tk^k) = 0 , 


X () — a . 二0， xn — b =()， 


k = 1 ， • •.， TV — 1 ， 



(3) 


这里 /,, = T / N , x k 为值 x ( kh ) 的近似.设 # ， A : = 0,…， W 为方程组 （3) 解的第 n 个 
近似的所有值.在这个近似的邻域内成立关系式 


f { t k , x k ) « /(4，戒）+ fx ( tk ^ k )( x k - x 7 k ). 




§7. 非线性边值问题 


• 335 - 


因此下一个近似从如下方程组寻找 




+1 I 〜 .71+1 


.7 ； 


/c 一 1 


- Hh Mt k ,xl)(x n ^ 1 - x^) = 0, A:= 1,... — 1 ， 


h 2 


x ;; 


+】 


a 


0 


x 


n .+ I 


6 = 0 , 


⑷ 

它是 （2) 的离散近似.在 §3 中我们研究了打靶法和追赶法对于求解这样的线性方程的 
应用. 


用于获得解的下一个近似的方程 （2) 在形式上也应用了牛顿法.将方程 （1) 看作算子方 
程 F ( x ) = 0. 导算子〆是由如下等式定义的算子 P 

f v ' - /4 M ⑴ )〜 当 ^ (0, T ), 

二 j 7八0), 当 i = 0， 

当 f = T. 

关于 x n + l ( t ) 牛顿法的方程写成如下形式 

Xn ( t ) - f ( t ， X n ( t )) + ( Xn ^ l ( t ) - X n ( t ) Y ， - fx ( t , Xn ( t ))( x n + l ( t ) - X n ( t )) = 0, 

: r„(0) - a 4- (x n +i(0) - x n (0)) = 0， 

X n (T) — b ( Xn+l ( T ) — Xn(T)) — 0 

且与 （2) 相同. 

习题 1 写出关于方程组 （3) 牛顿法的计算公式，并验证它们与 （4) 相同. 

在连续和离散两种情况下.我们首先通过线性化右边部分建立了迭代方法 （2) 和 
(4). 然后验证了这些方法与牛顿迭代方法相同. 

注意到迭代方法（2)，由于不可能以显式方式求得其解，从而通常是不能实现的，实 
际上应用的正是方法 （4). 

方法 （4) 由于需要计算机存储所有值 x^k = 0,…， N 、 所以实际应用不方便.因 
此，进而寻求如下方法，它也分为连续和离散两种情况. 

如果找到解在0点的导数值％,则原问题可解.解对于方程： r " = f ( t , x ) 在初 
始条件 x (0) = aa J (0) = 下的柯西问题，得到在整个区间上的解.如果在初始条件 
x ( 0 ) - a 和任意下求解柯西问题.则得到的值 x ( r ), —般说来不同于 6. 柯西问题 
解的值: r ( r ) 是 x '(0) 的 函数： x ( T ) = ^(/⑼).于是，原问题变成求解非线性方程 

F ^^ O )) = ^(^(0))-6 = 0. (5) 

对每一个 a 值 F ( a ) 的寻找要求解柯西问题 

x ,r = x (0) = a ， x ; (0) = a . (6) 

由于对每一个 a 值寻找 F ( a ) 有很大的困难，我们必须换一种方法求解方程，这个方法 
要计算函数值 F ( a ) 的数量不大. 

在一系列复杂的情况下问题求解以对话方式进行.对于每一个后续近似的值由 
计算机计算 F ( a n ) ，而 a n +1 的选择由求解问题的研究者来 实现. 类似的对话式系统在 
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儿百年的实践中得到了应用.在具体的工业系统中管理者通过研究系统在早先选取的值 

« i , • • * - ci n 下的工作结果来仔细选择值在火炮发射中值 F ( a n ) 或者 sign F ( a n ) 

的计算是借助于炮弹发射到目标来实现的，而0_1的选择是巾校准射击的人员来实现 

的.可以在人与动物的日常生活中找到许多类似的算法. 

我们来研究用牛顿法求解方程 （5) 的问题.由二阶方程解的微分公式,成立下列等式 

dFjx^O)) _ dx{T) _ 

洳，(0) — ^(0) ~ 7][ h 

其中⑴为如下柯西问题的解 

= 0 , 

7/(0) = 0. 7 /( 0 ) = 1. 

对这个问题进行数值或者解析求解，寻找值 rj ( T ). 

因为柯西问题 （6) 通常需要数值求解，我们来直接研究这个方法的离散情况.研究 
网格近似 （3). 给定任意的: n 且使用由 （3) 导出的递推公式 

.X-A ；+ 1 = 2x k - X k -i + h 2 f(t k .x k ), A: = 1, ... ， TV - 1, (8) 

在初始条件 = a . X ! 之下寻找满足网格方程和左边界条件的网格函数.值;是 : n 
的某个函数： x/v = ^(. xO , 其每一个值的计算借助于递推公式 （8) 来完成.于是，求解问 
题 （3) 变成求解标量方程 


F(xi) = — 6 = 0. 


假定应用牛顿求解这个方程 .（8) 对于 a 微分得到 

Vk-^i = 2 // a ： - 7 / a：-i + lr 


r//c, k= - 1, 


⑼ 


其中取 = dx k / dx \. 此外有 


no 


Oxq da 


0, Vi 


dx i 


1. 


dx \ dx \ ’ dx \ 

于是，给定值 A , 同时按照 （8) 计算 & 和按照 （9) 计算⑽，可以找到 
dx N / dx x = VN , 并实现牛顿法的下一步计算 


心(工 .1) 和 


n + 1 


X 


如果关系式 （9) 改写成 


dxjsf 

dx ^ 


MO 6) 


( 10 ) 


Vk+i - 2j/k + rj k —i df(t. k ,x k ) 


h： 2 

则它变成了对方程 （7) 逼近的差分格式. 


dx k 


Vk = 0 


当⑴为标量情况，代替 （10) 常适当按照如下公式计算 dx N / dx ^: 

dx N x N { x 1 l ) - x N { x ^ - A n ) 


dx r l 


△n 


( 11 ) 


特别，可以取 = 工?-蚌一 1 . 

注意到在应用公式 （10) 和借助于 （11) 计算导数时，需要将注意力放在适当选择 
上（参看 §2.16), 因为按照数值积分方法得到的值 x N ( Xl ) 的误差常常是相当大的. 
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我们来研究非线性边值问题 

〆 二 f (:r, y )， B(y(0)) = 0. D(y(0)) = 0. 

y = (yu … ，奶 ) r ， B = 01 ， …. ， b[- r ) 丁 ， D = (c/i, ••- ,d r ) T . 

设函数 ^i(y(0)), ••- ,^r(y(0)) 使得方程组 


^i(y(0)) = o, • • • , ^/- r (y(0)) = o. 

gi(y(o)) = m ， … ， /7r(y(0)) = g r 

唯一确定向量 y (0) = cj 0 ( g ), g = (pi ，… ,^/ r ). 那么，问题 （12) 可以转化成关于仍.…，仏' 
的非线性方程组. 


在0点的边界条件经常具有形式 


2/1 (0) = ()，•..， t //- r (0) — 0, 

于是作为 i 7 i ( y (0)), …, (/ r ( y (0)) 可以取 y /_ r +1 (0), …, y /(0). 这样，这里作为要寻找的 
参数取解在点 x = 0 的未知分量. 

对于每一组 gu ..、 g r 解方程组 (13), 可以确定向量 y (0) - 吻 ( g ). 在初始条件 
y (0) 下求解柯西问题，我们确定 y(X)= o ; x ( g ), 然后找到 V ，( g ) = D ( a ; x ( g )). 于是，求 
解问题 （12) 变成求解如下非线性方程组 

'0( g ) 二 0. (14) 

一 组有意义的求解非线性方程组的方法是牛顿法，其中在求函数值咖的同时还须 
寻找其导数值 d ^/ dg k . 下列两个寻找这些导数的方法是最广泛应用的方法. 


1. 为确定起见只讨论导数 din / dg ' 的计算.假设我们给定值"，•••，#.从方程组 
(13) 找到相应的2/1(0)，… ， y /(0). 方程组 （13) 对仍微分.得到寻找导数%(0)/加的 


方程组: 


亡 db k dyj{0) 

f ^ d yj (0) dg x 

J — 1 


k = 1 ， … ， / — r, 


E 


df]m dyj(Q) 


方程组/ 


j ^ d yj {0) dg ^ 
f (- T , y ) 在初始条件 rn ⑼， 




rn 


1 


r. 


# « • 


,2/ K 0) 之下的解是参数的函数.导数 


向量 


满足微分方程组 


办 ㈤ 

%i 

d _ f dy { x ) 
dx I dcjx 


dyi(x) 

dgi 


9yi{x) 


F v { x , y ) 


办 ㈤ 


F y 


dh 
9 yj . 


(15) 


对这个方程进行数值求解后得到向量 0 y(X)/d gi . 现在可以找到导数 


dxpj 

dgi 


I 


E 


:) 


dd t d yj (X) 
^ dyj dgi 


grad di , 


^ y (^) 

dg \ 


(16) 


如果要在同样的右边部分 f ( x ， y ) 但不同的边界条件下重复求解问题 (12), 则这个途径 
可能是合理的. 
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作为确定导数 diin / dcjj 的标准方法，由于在编写方程右边部分的计算程序的同时要 
求编写计算导数 dfjdyj 的程序.所以这个方法还不方便. 

2. 对大多数求解方程组迭代方法仅仅要求以适当的精度计算右边部分的导数值.因 
此，为找到这些导数值，可以只应用某个数值微分公式，例如简单数值微分公式 


d 咕 … ,CJr) 〜- Qr ) — '0v ： (<7l , . . . ， ! 】 r) 

^ A • 

按照这个公式计算导数 dih / dg ' (与寻找值你(仍，…，化）相比较）要求计算另一个相 
应于 参数仍 + △，％，•••，&.的柯西问题的数值解.因为数值方法寻找函数值的可能有 
大的误差，在除以 △ 时误差还会增加.所以这里必须注意 △ 的适当选取.对所描述的 
方法，典型的是同时寻找所有函数负对间定变量％的导数.因此，这里可以适当应用 
带有对参数％逐步精确化的迭代过程.这个迭代过程可以表述如下：参数&在一个循 
环顺序中精确化，精确的参数值％从某个函数 


% 




， " r ) + 


沙…，仏、) 


d 9 j 


— ! h )， 


• • • 


V-’r("l -… ，分 r) 


dijjr{gir • ■ ， / 7r) 

d( Jj 


(H；i - fh) 



的极小化条件中选择（更详细的内容参看 §7.3). 

正如求解线性边值问题一样.这里也出现了在实际舍人条件下的方法应用问题.如 
果方程组 V 二的解//随着: r 的增加快速增长，则值义的误差和数值积分的计算 
误差将导致函数值叭有大的误差.这最终导致得到的解有大的误差.如果这样的误差 
是不容许的，则应该对问题进行其他的参数化. 

当前在汁算实践中，特別是与导航问题和包含边界层的非线性问题的解密切相关 
的汁算中，对相应于公式 （3) 的方法和上面描述的方法之间的过渡状态的研究得到了 
广泛的发展.公式 （3) 是以解在所有网格节点处的值作为未知参数.在上述方法中是以 
解在一个点的值作为未知参数.给定点0二 j _ 0 < a < ••• < = X 使得在区间 

= 1.… . m 上.差分方程组的解沿着 J 的正的方向和负的方向前移时都不 
会剧烈增长.取解在点吻和 ： r m 的未知分量和解在点^ ，: r m _ r 的值作为要寻找的 
参数（更详细的阐述参见 [1]). 

实际求解常微分方程的具体非线性问题时，如同另一些非线性问题一样，通常应该 
对方法进行•‘修正”：提出某个获得初始近似的特殊方法，然后以拓宽初始条件区域为 H 
的对它进行改进，在这个初始条件下方法对给定具体的问题类收敛.在一些情况下求解 
方法是通过在汁算机上模拟自然界中遇到的方法或者实际工作者采用的求解这类问题 
的方法来建立的.如果所研究的边值问题是某个泛函极值问题，则原泛函由有限个参数 
相关的泛函逼近，然后按照后一个的线性化途径得到充分好的近似.对于线性问题的类 
似泛函例子将在§11讨论. 
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§8. 特殊类型的近似 


我们来研究边值问题 

( k { x ) y \ x)y ~~ p ( x ) y ( x ) = /㈤ ， "(())=«, y ( X ) = /;, (1) 

其中> ()， A ：( x ) ^ ho > 0,函数 k { x ) 三次连续可微, p ( x ) J '( x ) 两次连续可微，且这 
些函数或其导数 K fc〃, k 〃 f , p \ p ' f , f 〃 只有有限个点可能是第一类间断点. 

设 K . RF 为相应于函数 k ( x ), p ( x ) : f ( x ) 或其导数的间断点的集合， U = KUPUF . 
对带有不连续系数或解不连续的方程，如何理解方程在间断点的情况有时不是明显 
的.解决这个问题应该借助于积分关系，这个关系通常叫作守恒律，从中可以得到所研 
究的微分方程.带有间断函数 k ( x ) 的方程 （1) 产生于积分关I系 

I (p(x)y(.x) + f ( x))dx = k ( x ) y ’ , (2) 

它对于任意 Xi , x 2 G [0,X ] 成立. 如果> Xo + 0, Xi XQ — 0, 贝 1 J 左边部分收敛于零. 

在右边部分取极限得到 

xo+0 

对于任意 x 0 G [0,X] 有 k ( x ) y , = 0. 

从这个关系式出发，称满足下列条件的函数 *fsjk ( 1 ) 的解： 

1) y { x ) ^ [0, X] 上 连续； 

2) 除了 U 中的点可能例外，在 [0, X]上处处满足方程 （1); 

3) 函数 w ( x ) = k ( x ) y ’( x ) 在 [0, X ] 上连续,该函数称作流函数. 

从条件 3) 推出函数 y \ x ) = w ( x )/ k ：( x ) 除了函数 k ( x ) 的间断点以外处处连续，而 
这些间断点为 y f ( x ) 的第一类间断点.首先研究等距网格.当 n 为整数和半整数时将需 
要记号= n/?、 进一步让X = 7V/?,. 

可以证明这样的解存在，而导数/(.7:),2/»,2/〃(4和 y ^( x ) 在集合 [0,X]\n± 
连续且一致有界. 


如果在建立差分格式时不考虑 y \ x ) 间断的事实，则可能发生差分问题的解不收敛 
问题 （1) 的解.例如，如果在第一项中打开括号 

( k :( x ) y ( x)y = A:(x)y"(:r)+ k \ x ) ij ( x ) 

且用表达式 


fe(;) " n+l — 2 ’"r+" n — 1 +^( 


fjn+l — Vn-1 


h 2 . 一， 2 h 

来近似它，则上面所说的情况会出现.事实上，虽然在系数光滑的区域内近似误差量级为 

C )( h 2 ), 但在建立差分格式时没有考虑到条件 3). 研究另一个 近似： 

( k y ， )\ x n+i/2 - (^/) U n - 1/2 


{WYU 


h 


*斜" 2 严 +1 ; ，- A :( x n _ 1/2 )^^ 

Tl 


⑶ 


(py)\x n - 1 )( 工 n)yn, fn. 
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可以指出，相应的差分方程 

k[x n+ i/ 2 ) 中 1 ~~— — ^(x n _i/ 2 ) — 


Vn -1 


h 


n = 1 ，… ijo = cl , yj \ = h 


工 n)yn = fn ， 


的解以速度 ( m 收敛于微分方程的解.同时，当区间 ( x * n - i , X n ), ( x - n , X n+1 ) 之一包含 
函数 / c ( l ) 的间断点时，在点: c 7l 的近似误差有 / i _1 的量级. 

我们来验证后一个结论并解释为什么它不与以 O ( h ) 的速度收敛的事实相矛盾.逼近误 


差写成 


7, 


71 


v(x n+ i /2 ) - v(x n ^i/ 2 ) 

h 


其中 


v{x n+ i/2) — ^(^ 71 + 1 / 2 ) 


p { Xn ) y { x n ) - f { x n )： 


y(xn+i ) - y(x n ) 
h 


⑷ 


ih v ( x n+1/2 ) - k { x n ^ l /2 ) y \ x n+l ) = (3 n . 因为 / e (. z :) 和导数 t /( x ) 在 [0, X ] 上一致有界，则 

/g |y(x„+i) - y(xn) 


h 


对 n 和 h —致有界且 sup I f3 n I = 0(1). 

n，h 


如果导数 〆 〃 ㈤ 在 [ x n . x n +1 ] 上有界，则 


\pn\ ^ 77 SU P I 左⑷ I • sup \ y n ， \ h 2 = 0( h 2 ). 

仏 1 工 n ， 工 n+l] 


关系式 （4) 写成 


r 


(Zq/)U n + 1/2 — (A ： ?/)|x ” 一 1/2 」 —、」— 、 "— 、 ■ 0n+l/2 - Pn-\/2 


h 


- p ( x n ) y { Xn ) - f ( x n ) 


h 


(5) 


it 


(V)k +L/2 -(V)k_ 1/2 

h 


- ( W)’l 


X 


a 


如果 [kyT 有界，则 a n = 0(h 2 ). 逼近误差最后的表示有形式 


r 


n U + (( kyY - P y - f)\ Xn = a n ^ 


研究当在 ( x n , X n ^) 上系数 k ( x ) 有间断点的情况.那么，对于 5 .- M / 2 不能成功得到比 0(1) 
更好的估计，而对〜估计好于 0(1//!). 此外，解的误差有阶 O ( h ). 这似乎可以解释如下.使 
r n 有阶 0(1/ ⑷的点的个数有限，其在一般节点数中所占的比重为 O ( h ) 量级，因此在这些 
点的逼近误差总结果将为 0(/1) • O ( lfh ) = 0(1). 

值 ^ n +1/2 按照如下方式在逼近误差的表达式中 出现： 


r 


a 


^n + \ — CVn+1 


Pn+l/2 — - \f2 

h ， 

丄 Pn+3/2 ~ Pn+\/2 

h 


因此 p n +1/2 在点 . T „ 处逼近的误差等于乂 +1/2 //1,而在点 X n + 1 处的逼近的误差等于 
~0 n + 1/2 /h. 解的误差写成形式（参看§ 2 ) 

Uq 一 y ( x ( l ) = 篆 1 > : r n - 
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可以证明格林网格函数满足条件 


0 Tl 川2 的影响为 


G 


71+ 1 

Q 




<i 


h 


< C , 其中常数 C 与 h 无关.鉴于此，值 


"( GK 1 ) h 


n+1 、 Pn+l/2 


O ( h )\0 7l 


+ 1/2 


0 ("). 


从最后的关系式推出 max \ y q - y { x q ) 

Q 


0(/7,). 


上述思想证实了广泛应用的经验法 则：在 建立差分格式时不应该无缘无故地展开括 
号和应用乘积的微分公式. 

我们从守恒律 （2) 出发建立更精确的差分格式.对 （2) 通过在从 z n _ 1/2 到 x n+1/2 
的区间上进行积分，结果得到等式 


X 


”十 1/2 


M 工 VH / 2 ) - w 、 x n —“ 2 ) = [ p ( x ) y { x ) + f { x )} dx . 

^ ^ n - X /2 

因为函数 y ( x ) 分段可微，则当 :r - = 0(/0 时 


⑹ 


= vM + 0("). 


因此 （6) 可以表示成 


•工 71+ 1 /2 


w ( x n+l/2 ) - w ( x n — 1/2 ) = ( p { x ) y ( x n ) + /㈤ + O ( h )) dx 

^ X 7\-\/2 

= "• { p n y ( x n ) +7n) + 0[ h 2 、， 


其中 


Pn 


1 厂 X ’ n 十 1/2 


h 


p ( x)dx 


1 r^n + l/2 


n 


x^ x _ 


71-\/2 


h 


f ( x ) dx . 




n — 1/2 


除以 / l 后得到 


♦n 十 1/2) - 牵 n-1/2) 

h 


如果区间 o ; n _ 




- p n y ( x n ) = 7 n + o{h). 
y ，（ x ) 的间断点，则直接将换成 


1 / 2 ) 


y ( x n ) - y { x n ^ i ) 


h 


的误差可以是/厂 1 量级. 


h 2 


x dx 


Jo k ( x ) 


为得到更好的逼近我们引人辅助独立变量 t = 

和等式^ = k ( x ) 呈 推出对6的导数的有界性.函 
导数， 于蠢对 t 也着%*界导数.这样，第二个导数有界且可以写出等式 



. 从对 X 的导数的有界性 

=咢对 x 有有界 

dx at 


k ( x ) 


dx 


X 


其中 


n - I / 2 


X 


n 


n 


Jo 


dt 
dx 

k ( x ) 1 


y ( tn ) - y [ tn — l ) 


n-l/2 


tji — tn 


+ 0( t n — 亡 n — l )， 


x 


tn — t'n 


dx 


D ㈤ 


O(h). 


因此 


w { x n . l/2 ) = k { x ) 


dy 

dx 


x ri - 


1/2 


咖 n):，(y + 0(h ) 

f y n 一 tn—1 
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在左边部分中代入 


dy _ 

dx 


得到 


x n±l/2 


y { x n + i ) - y ( x n ) y ( x n ) - "(: r n - i ) 


其中 


—一 1 

" 々 n + l/2 


"众 n - 1/2 


- PnVM ~7n = 0 ( 1 )， 


^1/2 




J 十 


dx 


h 


X 3 


k ( x ) # 


⑺ 


相应的有限差分格式（由萨玛尔斯基和吉洪诺夫提出）有形式 


L ( Un ) 


Hn+\ — Vn Vn — Un—l 


h 


hk 


n +1/2 


hk 



n 


In 


⑻ 


n - l /2 


所得到的格式中最大逼近误差有 0(1). 因此，为得到误差估计运用了一系列补充的想法. 

如果区间 [ x .,_ i ,: c n +1 ] 不包含 Q 中的点，则借助于泰勒展开式直接验证的逼近误差 r n 
是 0(/ i 2 ). 在相反的情况下逼近误差表示为 

7’ n 二 Lh { y ( x n )) ~ } n 


y { x n + l ) - y ( x n ) y { x 7l ) - y ( Xn ^- l ) 


h 


- 1 

hk 


n+1/2 


"众 n - 1/2 


PnV^n) - 


⑼ 


/^n + 1/2 - ^n-1/2 


fl 


a 


其中 


a 


Pn +\/2 


♦ n+1/2) - U)(x n ^ l/2 ) 

h 

y (工 n 十 1) - 2/(^ n ) 


PnVM —7n ， 


hk 


一 1 

n+1/2 


— 切(工 n +1/2). 


如果 ( x - n , a ; n + i ) 不包含 n 中的点，则在泰勒级数展开式中确定 二 0(h 2 ). 如果 
(x n -^x n+] ) 不包含9中的点，则同样地确定= 0(h 2 ). 在相反的情况下，仅能成功得 
到估计 

/^n+1/2 — O(h), a n = 0(h). 

进一步借助于格林函数工具遵循上面拟定的估计方法，可以得到估计 

max \ y n — y ( x n )\ = 0( h 2 ). 

n 

下面将得到另一个误差估计.从 （8) 和 （9) 推出 


厂 n = — y n ) === L ( Rn ) , 


(10) 


这里仏 为解的近似误差.如同 /?n —样，设为满足条件 


<f0 = <pN = 0 
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的网格函数 •（10) 乘以 hip n 且从1到 7 V - I 求和: 


N — i 


N 


/i > : rn^pn = h 〉: L ( R n ) ip n 


( 11 ) 


n 


ri 


应用关于 r n 的表达式，将上式改写成 


A + 5 2 二 & + 


( 12 ) 


其中 


N 


N 


{^ pn ) — ^ / : ? ^2 ) — /t ^ : 


Pn + i /2 — - 1/2 

h 




n 


N 


N-L 


Ssij'Pn) = — h ‘ y : p n Rn ^Pn •} S4 (^n ) — /i ^ : 


仏 i + l/2 — ffn-1/2 

h 


^Pn 


71 


n 


9 n + Y /2 — 丸 ’n + 1/2 


^ n +1 — 

h 


在表达式 & 中将同一个项 Pr l + i /2 中的同类项结合在一起得到 


N- 


^( V ^ n ) — — ^ > : 0 n + l /2 


71 = 0 


fn +】 一 ^pn 

h 


(13) 


注意到在右边部分根据条件 ipo=<-PN =0 补写了等于零的项~_ 1/2 卽和 -卩 W2 , 
应 用阿贝 尔分部求和差分公式 


N 


N 


〉 : i^n + 1 — ~ — ^ : (bn 十 1 — 6n)an+l + ^>N _ ^0^0 


71 = 0 


n 


可以得到&的同样表示.同样地得到 


(14) 


N 


S4{ ( Pn) — — ’I > : 分 7T+1/2 


pn +1 一 W 


71 


rt =0 


h 


(15) 


^ if n = R n 代人 （12) 有 


N - 


S3{Rn) = -h ^ p n R n < 0, 


n 


S 4 R n ) = h/2 ( Rn+ ^— Rn ) <0 

n =0 


h 


因此从 （12) 得到 


\ S 4 R n )\ ^ \ S 3 ( Rn ) ^ S 4 ( Rn )\ ^ \ Si { R n )\ + \ S 2 { Rn)l 


( 16 ) 


从⑺推出 kn + l /2 ^ ko , 因此 


N — ' / jo — r \ 2 

\ S 4 ( Rn )\ > koSo ( Rn ), So ( Rn ) = ^ J 2 — 

n =0 


n +1 — 

h 
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当瓜 = R N =0 时表达式 ( So ( Rn )) l/2 记为 \\ Rn \\ l , h - 

显然.它是满足条件 40 ) = W . Y ) 二0函数的索伯列夫空间中与范数 


IMI 




1/2 


( It 


类似的网格函数范数.范数 


N — 


1/2 


I | |o. 


" Iwl 2 


和 \\^n\\c ( 


n=() 


max if, 

0<n<N 


相应地是与 L 2 空间和连续函数空间 C 中的范数类似的网格函数范数. 


定理（网格嵌套定理) 


\Wn I |o./i ^ 11 ^pn 11 Ch 

ll^nlk：/, ^ Ill 』 


(17) 

(18) 


第一个结论的正确性直接从范数的定义和下列不等式推出 
设 n G 为 k n | 达到最大值的下标.研究 n G 彡 iV /2 的情况 . > iV /2 的情况通过引人新 


的标号 n 二 N - n 转化成前一情况.我们有等式 

no- 1 no-1 

V^no — > : (V^n-fl ~ V^n) — > : V~h ~ 

应用标量乘积不等式 n ' 0 


n+1 — ^fn 

\/Ti 


l l l 

a (i^Q 彡 \ ^ ciq ^ 2 * \ 〜 I 2 , 


得到 






71 = 0 


定理证毕. 


从 (17)，（18) 推出 


X 


75 


(19) 


应用 （13) 得到估计 


\S 2 (Rn)\ ^ 


■ ▼ 

E d 1/2 ) 2 


f Rn+l — Rri \ 2 


Tl = 0 


71 = 0 


TV — 


hT ( p n + 1 / 2 )^\\ R n \\ hh . 
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同样地考虑 （15) 有 

\Si(Rn)\^ llaUK ^y-IKIk/,11^111,/,. 

于是从 （16) 推出 






2 


a 


0,/i + 


N—l 


h Y . ( A t + l /2) 2 II 尺 nllu ， 


0 


因此 


Ha . < 




/ V-l 

"E (ZW/2) 2 . 

77=0 


a n 的量级为 0{ h 2 )， 其中可能去掉有限个点 n ， 它们相应于与 Q 有公共点的区间 [ x n _ j , 
X n +1 ]. 而对这些点有= 0(/1). 由此推出估计 | k 々 .||(U = 0(" 3 / 2 ). 

同样地推出 _ 

N-1 

d 1 / 2)2 = 0(h 3 ’ 2 ). 

\ 71 = 0 

于是， \\ Rn \\ l ^ 并且由网格嵌套定理知， || H t 是0(/以 2 ).注意到，实际上 \\ R n \\ c h = 
0{ h 2 ). 


应用格式 （8) 的计算过程与间断点的状态无关.因此它属于齐 次格式 类型. 

格式⑻初看起来具有如下不便之处.它的系数 k q +1/2 , P q J q 写成某个积分形式. 
实际上可以证明，如果这些系数的误差值为 0( h 2 )， 则近似解的误差恰好也是0(/7 2 ).因 
此，如果区间不包含系数 k ( x ). p ( x ) J ( x ) 的间断点，则可以在不降低精度 
的情况下以 7)( Xg ) 代替 心， / Or g ) 代替7^, &(%士1/2)代替^±1/2- 

在一系列情况下直接用差分关系近似导数的途径建立的差分格式不十分有效.有 
时，更方便的情况常常是在每个计算节点的邻域内用可显式求积分的微分方程近似所研 
究的方程，并构建对它的解是精确的差分格式. 

研究微分方程 

f . i 2 y \ x ) 4- p { x ) y { x ) = /⑷， （20) 


其中 M 为小的数.为确定起见，首先假定 p ( x ) > 0.在 p 

y / p ^ 


const , f = 0 的情况下，这个 


方程的解 exp ^ 土 i 




以周期27^/^振荡，即非常快地振荡.解变化的特征量具有 


量级 fi / Vp , 因此如果不利用这个方程的特点，则为得到高精度的精确性必须满足相当 
麻烦的条件 / l 《 ft / s / p - 

在每个节点；的邻域内所研究的方程接近方程 ^ y^+PnV = fn , Pn = p(^*n),/n = 
f ( X n ), 这个方程的通解写成 

y ( x ) = D } exp 




+ D2 exp 


• \fVn. ( ^ 一 ) 


/ 名 


In 

Pn 


( 21 ) 


其中 D ^ D 2 为任意常数.寻找如下形式的差分格式 


anPri+l + b n y n + CniJn - 1 — dn = 0, 


(22) 
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它对所有形如 （ 21) 的解是精确的.为此把关系式 （ 21) 中代人 (22), 得到 

1 " 


a n Di exp 


+ D ) exp < — i 


Di exp < -l 


y/v7J 


+ D-2 exp 


" 

y/v7i^ 


+ ^n(D\ + Dl ) 


+ («n + b n -h c 7l ) 


fn 

Pn 


d ji ~~ 0 - 


fi J [ " 

为使这个#式对所％ A 和/ >2 满足，当且仅当和认的系数和自由项等于零.让 
它们等于零得到： 

(.\JPn ’ 


a n exp 




K + c n exp 




0. 


a n exp < -l 


• y/ihih 


hn + C n exp 


• y/K 山 


0 




(23) 


("n + 




1 得到 


Cn 、 t— dn 


0. 


1 ， bn 


2 cos 


y / v 7 i ^ 




2 — 2 cos 


y/p7ih\ f n 


" \ " / Pn 

方程组 （23) 的通解与所得到的特解成比例.对所有的系数 a n ， b n ， Cn ， d n 乘以 f i 2 lr 2 . 
那么得到格式 


"71+1 


/名 


2 


2cos ^^ 


yn—1 


2 — 2 COS 


\ ^ 2 fn 


()• 


(24) 


} } 2 - ^ ) k 2 p n 

这个关系用作节点 . i : n 的差分方程.格式 （ 24) 的这样的标准化是最自& 的： 如果在 （ 24) 
中用 y ( x n ) 代替且对固定的&让"趋于零，则取极限后得到原始微分方程 


"V 


Pi 工 n)y — /( x n ) = 0. 


上面引入的描 述与& 的符号无关.当 p n < 0时在最终的计算公式中有 

\ JPn " • \/ PrJl _|_ \J —V n " 


COS 


COS 1 


ell 


在 


V 


" // [l 

const 〉 0 且 / 三 0 的情况下，计算公式 （24) 改写成 

■ ■ ■ • 


Vn + l 


2 cos y n 


u " 


(). 


(25) 

当朽 t = const > U 且 / 三 0 时这个公式分方程 （20) 的解是精确的，这一事实可以从如 
下已知的三角公式看到 


cos ^ -f cos - 2 cos ^^cos 


0 , 


其中 




s / p{n + l)h 




+ ft, 


a 为任意数. 

计算公式 （25) 有时被用来快速计算函数 cos / 和 sinf 在精度不高的等距网格上的 
值的表格.这个计算是必要的，例如，解一个微分方程/二其右边部分包含 cos / 
或者 sinf , 且其值的计算在右边部分的计算耗费中占有很大的比例.注意到，在用这个公 
式计算函数 cos f 和 sin ( 的值时总的计算误差具有量级 (6 = 2-' 为舍入误差). 
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y ’( x ) = y \ x ) + a 2 (. r )， 


(26) 


其解可能变得无界.当为解析函数时，解在复平面上实轴的邻域内是解析的，且有 
时找到方程 （2 …的解在某个实轴上点的值是有意义的，这些点被几个极点与原点隔幵. 
n (能的途径之一是方程 （26) 沿环绕某些奇点的一条曲线进行数值积分.另一途径是建 
立差分格式.它在解的奇点上具有高的精度. 


在区间 [ x Vl , x n +1 ] 上方程 （26) 由如下方程近似 


当 a 
公式 


V\x) = y 2 ( 工 ）+ < + 1/2, a n+l/2 = «((.〜+ $n+l/2)/2). 

i 

const 时,方程 y \ x ) = y 2 ( x ) -f a 2 的通解有形式 y ( x ) = a tan ( a(x + c )). 


应用 


taii(p + (/，) 


tan ( p ) + tan (^) 

L — tan ((^) tan ( V ') 


其中 p = a { x n + c )^0 = a (、 x n +i 
得到等式 


•〜)， 以及 ㈣ = tan ㈣， ^±il = tan (^ -h 

a a 


y (^ n ) 


y/(x 


+ tan ( a (; z: n+ i - x n )) 


V ^ n ) 


tan ( a ( x n+ i - x n )) 


rti 此得到原方程的计算公式 

Un 1/2 — ^n)) / or7 \ 

Un+\ = y^ t _ - (27) 

1 -—— taii ( a n +1/2 (^ n+i - ^ n )) 

a n+l/2 

考虑降低一定精度可以应用近似等式 tan - i/j ^ 0对其进行简化，得到 

+ a ? < +i/2( j:n + i - 工、） ， og 、 

"n+l = ―-~~ —T ： -~ . ( 28 ) 

1 — Un \^n -1- 1 一 工 n) 

两个计算公式（‘ 27) 和 （28) 都可以得到近似解，且经过极点以后，如果只是偶尔的话，则 
不会出现有节点到最近极点的距离远小于 min ( x 7? + 1 - x ,.) 2 . 这种情况总是可以通过在 


(28) 


不会出现有节点到最近极点的距离远小于 niin ( x 7? 
极点附近重新选择步长来避免. ^ 


+ ] 


作为类似计算公式的例子可以研究追赶法的递推公式 （4.9), (4.10). 


§9. 寻找特征值的有限差分方法 


我们来研究关于特征值的简单边值问题: 


给定步长 If 


y " ( x ) — p { x ) y { x ) = Xp { x ) y { x ), y (0) 

= XN - 1 并写岀网格问题 

Vn -\- 1 — 2 1 "”，+ Un — 1 — » 

— Pnl/n ~ XpriVn ， 


v(x) 


?7, = 1，… • TV - 1 ， y 0 = y N 


Pn = POn )， Pn = fK ^ n ) 


⑴ 


⑵ 
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使方程组⑺有非零解 抓… ， y N 的值 A 自然称为网格问题的特征值.假设问题 （1), 
(2) 的特征值递减排序，即彡 A 2 彡…， Af 彡彡…. 

我们来研究模型例子： p ( x ) = 0 ? p { x ) = 1. 那么， （1) 变为 


"" ㈤ 二 Xy ( x ), 
可以验证这个问题的特征函数为 w m ( x ) 
-(7 rm / X )' 2 . 网格问题 （2) 变成形式 

Vn -f- 1 一 Ifn— 1 

V 2 


y (0) = y ( X ) = 0. 

= sin (^ mx / X ), 且相应的特征值为 A m = 

Kyn = o , yo = VN = o , 


我们按如下方式 讨论： 差分方程 y n+1 - (2 + Xk 2 ) y n + y n _! = 0 的通解写成 


Vn = C[fii -f C 2 /i 2 , 

其中 //1.//2 为如下特征方程的根 

"2 — (2 + A /。)" + 1 = 0. (3) 

由韦达 ( Viete ) 公式有 / j \/. i.2 = 1： [大1 此 "2 = Mr 1 且 yn = Cifi r { + C2 ^ i \ n . 条件 yo = 
VN - o 给出方程组 

C \ + Cl = 0, 、二 0. 


如果其行列式等于零，即若 以 — 旧= 0, 则它有非零解.由此推出 


"1 = exp { nim / N } , 

从 （3) 可以通过特征值// I 来表示值 A ": 


m 


，一 l.(U, 


mm 




"1 + "1 1 — 2 
~ h 2 


exp 


+ exp 


丌 lm 

~N~ 


h 2 




^ 7 vm 

2 cos i 




N 2 

X 2 


Sill 


2 


7T771 

2 N 


(2 ir \ 则相应的特征函数有形式 



丌 r//m 


N 



— exp 



一丌 i/n.n 
~1 \ T ~~ 



=sin 


nmn 

N 


特征值 A 〗,..., h 各不相同，因此它的特征 函数坏 ；；= sin ^ r .., VV^-^sin 
也各不相同.因为问题⑵是 W - 1阶矩阵的特征值问题， k 我们得到了完备的特‘征函 
数组.函数 VV : 中的每一个当 m < 0或 m > 7 V 时恒等于零或者与上面列出的函 


数 W ， …，中的某个成比例.随机选出这样的例子.其中在网格节点〜二 n " 处 
满足等式 


= w m ( nh .) • 


在一般情况下这个等式不成立.但是.在这些问题中.特征值近似的特点对于一般情况也 
是典型的.因为由泰勒公式 COS ^ - 1 - y + C 0 S (^)^, 其中州彡1，则从的表达 
式得到 nm 

上卜上土 — COS (‘；) ( nmA (<1 

入 rn x 2 1 N 2 12 、 JV J J ， 1 、， 



或者 
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入’二= -( 


丌 m 

X 


2 , cos(D / nm 


4 


" 2 ， Kyi = Ora 


12 


X 


N 


⑷ 


从这个公式以看到对于固定的 m 有 - A 7U = 0(// 2 ), 同时随着川的增加绝 


对误差与相对误差也增加.例如 

Xn-i 


丌 2 (iV — I ) 2 




丌 

1 


2 


等式⑷可以写成估计的形式 | A ^ - A m | 彡 CXih ；\ 其中 C 与和"无关.在函数 
p(x).p(x) 两次可微的情况下也可以得到这样的估计. 


为以更高的精度求解问题 （1). 可以应用方程 y n {x) - q(x)y(x) = 0的更高精度的 
任意差分逼近.我们来研究一个例子. 


在§1中建立了一个差分格式，它以误差 0( h 4 ) 逼近最后的这个 方程： 

— (InVn — ^ 2 { QnVn ) = 0 (5) 

(使用了另外的记号).当 Vi ) L p ( X ) + Xp ( X ) 时方程 （1) 就是所研究的形式.由此得到 
特征值上的网格 问题： 

^2 y 1 

1^2 — 十 Xp n 、 y n - + ^Pn )Vn) = (). ( 6 ) 

71= 1, , A " — 1, "0 = "TV 二 （). 

可以证明，这个问题的特征值满足估计 

\^rn ~ A m | ^ C \^ n h 4 . 

方程组⑹有次 y -\By = 0 的形式，形式上比 （2) 更复杂，因为矩阵 B 不是对角矩阵. 


当提高精度阶时可能出现乍一看来形式更复杂的网格问题.例如如下 问题： 要求寻 
找 A 使得下面一组关系 

Qn(A ， _ /KA,/l)y n + 7n(A,/?.)2/n+l = 0 ， ( 了 ) 

n 二 1，… ，TV - 1 ， yo = y N = o, 

有非零解 

研究 7 u # () 的情况.固定某个 〃， i / (). 例如 M = / r 给定任意的 A 并从关系式 

a „( A ， h)w^_ l - fi n (X. h.)u^ 4- 7 n ( A , h)w^ +1 = 0 (8) 

依次确定 4,... , w x N . 如果= 0,则这个 A 正好是特征 值且⑴ 3为特征函数.如果 
w x N ^ 0,则这个 A 不是问题 （7) 的特征值. 

为寻找问题 （7) 的特征值，它让与零重合，可以应用某个利用函数值搜寻函数 
零点的迭代方法.这个过程在下列情况下变得容易，在许多情形中出现且能够得到要寻 
找根的“窗口”：如果在区间 （ 0. 入） 上 j 次改变符号，则 A , < A < A , +1 . 为计算各 
个不同 A 时的值直接应用递推公式 （8) 通常是最合理的. 

所提出的计算 < 的算法与对于方程 y"{x) = (p(x) -f Xp{x))y(x) 的网格柯西问题 

的求解算法相同. 
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为求解特征值也可以应用追赶法.不再重复方法的思想，我们仅写岀其计算公式.让 


U 'n/ ll nA-l Z 

=c„ ，则⑻改写成 



n—\^n — Pri^n + =()， 

⑼ 

rti 此推出 

Cn = ^fn/ (/ ^n — 1 ) - 

(10) 


如果〃 d 和具有相同的符号，则 C n > 0,如果符号不同，则< 0. 因此.观察 
C n 的符号变化，可以确定函数 < 符号变化的次数.正如在§3中看到的，系数 C n 可能 
是非常大的.因此这个方法更常用于寻找第一个特征值. 


§10. 借助于变分原理建立数值方法 

从将问题自然提成变分问题出发或者把解定义为某个满足积分恒等式的函数，以这 
样的方式来建立数值方法常常是自然而合理的. 

1. 里茨 ( Ritz ) 方法. 研究§8中的边值问题 

Ly 三 -{k{x)y , {x)Y - \-p(x)y(x) = /⑻， 

?/(0) = a, y(X) = b. k > ko > 0. 

Ji: 解是泛函 

r x 

Hy) = / ( 人 ， (V ㈤ ) 2 +/)y 2 ㈤- 2f(x')y(x))dx 

JO 

在函数类 W ^[(). X } 上满足条件 2/(0) = a ， u ( x )= b 的极 值点. 回顾 W ^[0, X ] 是带有有 
界积分 

广 ，( y ) = / [(/( 工 )) 2 + v 2 ^ x )\ dx = ll^ll^^x] 

的函数类.给定某个且选择一组带有有界积分 1°(^) 并满足下列条件的函数 4 (xl 
… ㈤ ： 

<(◦) = a ，4,(^0 =办， 

^pq (0) = ^Pq (^) = q= l ， ... ， N. 

近似解写成 

N 

N N , N 

V = f 0 + / . C Q^q - 

(7=1 

我们有 

N N 

’(〆) = E 八 (<，4 )c P c q -2Y^b q Cq + d 0 , 

7 ) ， g=l q=i 


⑴ 

⑵ 



其屮 
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= /«)， 

八 (07 卜 / W 4)’(4)’ + p 4 V ;7) 办， 

./() 

b <i = [ ( f^q - P^Po ^ - K^o )\^ y) d 工， 

Jo 

N 

寻找泛函 l ( y N ) 关于变量 q ，…， c N 的极值并取相应的函数为 

问题的近似解.并且寻找系数 C <7 转变成求解线性代数方程组 q 

Ac = b , (3) 

其中4为带有元素的 矩阵， b 为带有分量\的向量. 

直接从解中计算满足所要求的边界条件的函数％ v 常常更方便，即将原问题变成带 
有齐次边界条件的问题.在线性情况下（如同⑴)，通常与 iV 无关.常常满足下列条 
件.如果 A 彡0,则边值问题 

Ly + Xy = 0. y (0) = y ( X ) = G 

仅有零解.那么，泛函/⑼有下界且寻找的解不仅是泛函 /(. y ) 的极值点，而且是其最小 
值点.在此情况下，上面描述的建立近似解的方法叫作里茨法.存在影响里茨法收敛性 
的一些本质因素. 

为使近 似解， 以 ^[ O ,^] 的范数收敛于精确解，即当 TV — 0 C 时 II :，— y 川 ^ — 
0. 当且仅当下列条件满足：对任意函数^ e W & 1 和任意 f 〉0存在线性组合 

N 

9 N = ^Po 且 11/7 /v — (]\\\ V.j ^ £ - 

所指出的条件保证了在所有 It * 算是精确的前提下里茨法的收敛性.假设^和， 
为方程组⑶的矩阵的模最小和最大特征值.为使得舍人不影响近似值本质上应满 
足条件 

| A jV / A , v | H ⑷ 

其中 M 与 iV 尤关. 

不能成功建立满足条件 （4) 的函数组是相当普遍的.那么，限于考虑满足条件 

| A ^ v / A ;v | = 0( iV -) (5) 

的函数组.其中 cv 不是很大的数.在情况 （4), (5) 中，通常能成功完成方程组 （3) 的求解 
过程使得总计算误差是 0[妒8丫 

在一些情况下不难建立满足条件 （4) 的函数组，但对于它们矩阵4通常是完全填 
满的.对问题 （1), 这组函数是 

{ x ) = sm (7 T (] x / X ), (] = 1, ,7 V . 

同时对于相应于变分-差分方法（参看后面叙述）的函数组， a = 0 = 2, 但矩阵 A 为三 
对角的.对于函数组 <( x ) = W (1 -: r ), 值 | A ^ v / A n | 比任意阶 TV 增长更快.且矩阵是 
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填满的.如果代替函数组 ^(. r )=^( l - x ) 取函数组 

<(: r ) = x(l - x ) T q (2 x/X - 1), (6) 

其中 T q { x ) 为切比雪夫多项式，则在没有舍入时得到同样的近似.同时，方程组 （6) 满足 
条件 （5) 且在实际应用时误差的偏差不是很大. 

注记可能发生这样的情况，即对某一组函数. \ X n / Xn \ 随着 W 的增长不是很快， 
但为达到需要的精度只需要不大的值见那么，这组函数对求解给定的问题是可接受的. 

2. 布勃诺夫-伽辽金 ( Bubnov - Galerkin ) 方法.下面描述的方法是里茨方法的推 

广，它应用于原问题不是变分问题的情况.这个方法形式上可以表示如下.将原问题写 
成寻找某个积分关系的求解问题，它对相应的类中任意函数4成立： 

{Ly.jJ;) = (/». ⑺ 

圆括号表示空间 L 2 [0, X ] 中的数量积.关系式⑺以后将叫作积分恒等式.近似解将按 
照如下线性组合方式寻找： 


V 


N 




N 




给定某个线性无关的函数组 々，…，喊 并要求满足积分关系 

(Ly N ，.<) = (.f. 《 ) ， c! = h … ( 8 ) 

如在里茨方法中一样，求解原问题转化成求解关于未知量的线性方程组 （8). 
方程组 （8) 写成矩阵形式 Ac = d ， 其中 A 二 [〜] 为 iV x 7V 矩阵， c = (cf ， … ， 4 ) r ， 
d 为右边部分的向量. 

将上面描述的两种方法应用于非线性问题.如果原问题是不同于 （2) 中的二次泛函 
的极值问题.则相应于 l .( y N ) 的极值点的关于<，•••，$的方程组 （3) 将是非线性的. 
同样地在非线性方程 L ( y ) = 0的情况，布勃诺夫-伽辽金方法变成求解非线性方 

程组 

{L(y N ),ip^ )=0， q ， N. 

3. 里茨法的变分-差分形式. 我们称使/ / () 的点的集合的闭包 为函数 / 的支撑 
集.如果函数^和 < 的支撑集的交集测度为零，则叫= A (^.^ f ) = 0. 矩阵中存 
在大量的零元素在求解方程 （3) 时可以大大地减少计算量.这种情况是将里茨方法和有 
限差分方法的优势结合在一起来研 究变分-差分方法的 动因. 

给定点0 = xo < x-i < - crw = X. 寻找 （1) 的近似解，近似解的形式在每个区 
间上是线性的，且在区间 [0. X ] 的端点取给定的值.这等价于以如下形式寻 
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找解 


N 


UN(X) = ^Po( x ) + ㈤ 




Tp^\x) = a^{x) -f 


⑼ 


其中 9=1, 


< ㈤ 


4 ㈤ 




^ ( x ) = { ^1±1 


: /，1 一 

-X 

工 1 — 

X 。 • 

0’ 


0， 


x — 

- 1 

XN - 

- 工 N -1 

X - 

% — 1 

x q + l ~ x q 
X g+ i - X 


« • • 


工 g+l — 

0， 

N - 1 (参看图 9.10.1). 


,当0彡 X 彡： t ', 

^ Xi ^ X ^ XN 


当 0 彡 X 彡 X^-i ， 

当 ^ N —\ ^ ^ ^ • 工 !V ， 
当 X q ^\ ^ X ^ X q , 

当 : Tg 彡 X 彡 X q+ i, 

其他点， 


( 10 ) 



0 



x N-l 入’ 


泰) 


图 9.10.1 


用于定义值仍，… , y N - i 的方程组⑶ 


dI { y N )/ dy q = 0, q = l， …， N -1， 


(11) 


在此情况下正好是带有三对角矩阵的方程组.我们来给出在形如 （10) 的函数情况下得 
到的方程组的系数的具体 形式： 

k(X) 抑 ㈤ h 1 dx 


工 q — 



X <I + 


(: Tg -X^l} 

k ( x ) 


(Xq — X*g— l ) 


x 


( i 


(』: g+l — -^ q ) 


2 


+ p ( x ) 


X q +1 


X 


2 


•2、 g+l — 


d x , g = 1，…， A 7 — 1; 





x q^-l 




X 




( Tg +1 ~ x q ) 


{^q 


+ 1 


x q ) 


fl q+l,q ~ a g ， g+l ， 9 = 2, • • • ， TV — 2, 


b 


Q 



x 


X q — 


f ( x ) Xq — X —dx 

一 2 :q — 1 


工 </ 十 1 


x 
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JL: 中 




〈（)，1 < q < N - 1 ? 



^ - 工 N -1 
工 7 V — ^ iV -1 


人 •㈤ 


(• T/v _ T / V - 1 ) 


2 





4. 布勃诺夫-伽辽金方法的变分-差分形式 .若 （1) 乘以任意函数 ev^ao.x]) 
并且对表达式 



A * 


(My) — f{x))^(x)dx 


( 12 ) 


o 


进行分部枳分，则得到积分恒等式 


X 


( 13 ) 


A(/y,V-0= / (Zc(x)yV + py 屮 — f^)dx = 0. 

将寻找形如⑼的解：要求对于^有形如 

7 V -1 

0(:r) = 4㈤ 

的函数 ，叭 X ) 使得 （13) 变为零，其中％为任意数.因为表达式 A(y.zA ) 关于仏为线性 
的，则得到方程组 


A(y./v, V J ^) = 0, (j = h ... , N - 1. (14) 

在给定的情况下，这个方程组与 （3) 相同. 

也对以在 （12) 中不进行分部积分，而直接要求 （12) 对任意形如 （9) 的函数满足 (12). 
但是.对于形如 （9) 的函数表达式 （12) 包含有 (5 -函数类型的项，因此方程 （1.4) 的紅接计算 
可能会遇到另外的技术上的闲难. 

匕面描述的称作变分-差分的问题求解方法也应川于吏一般类型的问题. 

研究边值问题 

(kixWY + ay 1 + { by )' + cy = / + 尸'， （15) 

它已不是一个泛函极值问题 .（15) 乘以 ip ( x ) e vWao.x]) 且分部积分某些项.得到 


r x ,, , , 

A \( y , xp ) = / [ ky ’ jp ’ 一 ay V 4- byjj / — cyxp + — Fij/)dx = 0. 

Jo 


形如 （9) 的近似 y/v 从如下方程组寻找 


\\( yN , ip q ) = 0, ^ ,A' - 1. (16) 

注意到 ( by )、 的分积分仅仅在系数6是间断的情况下是必要的. 

上面描述的方法形式上引起某些不方便，因为建立方程组 （16) 要求计算某些积分 
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的数依 . 如果系数是光滑的，则这些积分可以借助于求积公式汁算 


k(x)dx % k 


1 + •’/: 


2 


(:〜一•〜—_!)， 



p{x){s q - x)(x - x q ^i)dx % /; 


— i + •〜 


- x)(x - x q ^i)dx 




V 


. 厂 g -1 + .’ g 、 （ J’q — •〜-1 ) 


2 


6 


X 


p{x)(x — x q - \ ) 2 dx ^ p 


x q ^.i + x q 


，/. 



(17) 


(: r - 


) 2 dx 




/(:r)(x - x q -i )dx ^ / 



在所有情况下应⑴积分数值方法.其中被积函数分解成因式，且变化剧烈的函数的积分 
取显式形式.可以证明.所得到的方法保证有二阶精确度. 

对以提出 建立更 高精度的变分-差分格式的方法.上面提出的方法是这一方法的特 


殊情况 （m = 1的情况).近似 y N { x ) 以在每个区间上为 m 阶多项式 P ； p ( x ) 
的形式來寻找.并且相应于区间[%_:，:/^和 { x ^ x q ^} 多项式的值在 点：^ 相同.在满 
足边界条件 （1) 的多项式集合上极小化泛函 I ( y N ), 得到带有相对于这些多项式系数的 
分块三对角矩阵的方程组.将另一些参数而不是这些系数看作未知量有时更方便.例如. 
类似于样条函数近似情况 （§4.8) 当 m = 3时取 

yN(^ql y^(x q ^o), y’lA X q-0) 

作为未知量.可以在每个区间上取 m - 1个补充的点，并取 y N ( x ) 在这些点 
的值作为未知量. 

变分-差分方法在一定意义下比差分方法“更具技术性”.在借助于二次泛函的极 
小化来建立变分差分方法时出现带有正定矩阵的方程组以保证所得到的近似有一定的 
“物理性' 同时简化方程组求解.积分步长的改变也不会对变分-差分方法程序的复杂性 
产生本质的影响.这些优越性在求解带有复杂几何特征的区域中的多维问题时更突出地 
显现出来.在同样的精度要求下变分-差分方法的应用经常要求较少的编程量.由于所有 
这些原因，变分差分方法被作为建立弹性理论中问题求解的数值方法软件包的基础.同 
时，在求解非常复杂的问题时常适当地转变成网格方法，为得到期望的精度要求网格节 
点数量处于计算机可能的极限范围. 

注意到变分-差分方法和投影-差分方法也称为 有限元方法. 


5. 用近似泛函的方法建立差分格式. 在复杂区域中直接建立差分逼近时有时会得 
到带柯符号不定矩阵的方程组.同时原问题是符号确定的.为了克服这个缺陷.不应用变 
分差分方法，而使用离散近似相应问题的被极小化泛函来建立有限差分格式.对原泛函 
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进行离散近似如下： 

Hy ) - h ( yN ) 




(18) 


• ▼ 

- E U{ X q)Vq +/( 〜 — 1) 如 -1)(% -X q 一 



其中 X q ^ i /2 = ( X q 七 Xq 一 \) j 2. 

第一个和式基于矩形求积公式得到，第二、三个由梯形公式得到.让导数 df h / dy q 
等于零，得到方程组 



k ( X q q /2 ) 


Vq ~ Vq -' 


人 : ( 、 r g+l/ 2 ) 



+ P (工 ▲ △工 r?— 1 -hp(x q )y q Ax q 


一 •, - 1 + ） =0 ， q = Y ， • • • ， N — 1 ， ~ Tg+l — Xq . 

以 -26 q 除以上述关系，其中 ~ = ( Ax , 4 - △. tv _ 1 )/2, 得到有限差分格式 

化 +1/2 )^^ - M ^-1/2)^^ 

Lqyq = - Ax ~ TAx (] L { -^- p {^ q ) y q - 取 ) =()， （19) 

2 

在等距网格情况它与格式 (8.3) 相同. 

在 （18) 中的表达式 I h { y h ) 是变量队的二次多项式.它可以写成 

iV-1 N-1 

4(：^)= ai 3 ViV 3 + ^2 biVi + C - 

i , j=l i=l 

上面还要注意到洲 二 a ， y N = b . 从 （18) 看出在 I h ( y h ) 中的前两项和式是非负的.因此 

(N 

hiyh) ^ - min |/| ( ^ |%|心 

\ q =0 

N -1 

由二次多项式的这个性质，在无穷远邻域中其主要部分 I a_ yj 非负，即 Z 二[叫」彡 

ij=l 

0. 因为叫= l - d 2 I h { y h )/ d yi dy 3 , 则矩阵 A 自然是对称的. 

习题1 证明当&〉 0 ,p > 0时矩阵 d 正定. 

为了说明关于矩阵 A 的非负定性是正确的，在不去括号情况下对表征二次项符号 
的表达式进行近似来适当地建立泛函的近似. 

例如，假设原问题是如下泛函的极值问题 

rX 

I(y)= (/c(x)(y -h \{ x ) y ) 2 -\- p { x ) y 2 ) dx , p 彡 0. 

Jo 
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第一项的积分近似为如下表达式 



第二个积分的近似与 （18) 中的一样.上而引入的整个讨论仍然有效.因此.相应的矩阵 
非负定.如果展开 （?/ + A (. r ) y ) 2 的括号，然后对积分近似，则可能在大步长情况下条 
件4 > 0遭到破坏. 

从最后的讨论中推出如下结论，它在多维情况下是特别重要的. 

在通过逼近积分泛函途径建立有限差分方法时，应适当将泛函写成某些表达式的平 
方项和线性部分的积分和式 7 并且不打开括号来近似这些表达式. 


6. 非变分问题的情况. 对于非变分问题,通过逼近确定解的积分恒等式进行近似.叫 

以得到差分格式.我们把这一方法应用到所研究的变分问题.对任意函数0 6 wj [0, X ] 
近似积分恒等式 

A(y. ip) = (W + pyip — fxl))dx = 0. 

' Jo 


我们有 

A[y» A / 办"， V;") 



Vq ~ Vq — 1 V'q ~ — 1 

AXg_i 



+ 2 -.,( 々))〜 + (P(^-1 )；^-l - i\Xci-l))^q-l) △•〜 -1 

f/=l 

= 0. 


让咖 =# = 0,合并同一个叫的系数得到 

iv -1 

^■h(yhi 0/i) = 〉: • Jpq = 0, 

</= l 

其中 L qVq 由公式 (19) 定义.如果所有 L q y q = 0. 则表达式 A h “ 对任意网格函数 
V ；等于零.得到的方程组与方程组 （19) 相同. 


§11. 在奇异情况下提高变分方法的收敛性 

迭代方法的误差与精度有很大关系，这个精度是指对求解空间中的函数进行逼近的 
精度.我们来研究几个问题，在这些问题中当应用变分方法时采用稍微复杂一些的基底 
函数组是有意义的. 

1. 在系数 k ( x ) 间断的情况下 ，导数 U ' 也间断，因此由分段线性函数来近似解时效 
果不好.同时.表达式 （2 /是可微函数.因此，为得到更高精度的近似，寻找如下形式的 
近似函数是合适的，它在每个区间上是方程 A : 〆 = const 的解，或者等价地. 
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有方程 ( ky ' y 二 0. 在这种情况下，得到的 变分差 分格式在 Wl fl 的网格范数下甚至对 


尸可测函数 k ( x )， p ( x ), f ( x ) 也具有 0( h 2 ) 量级的收敛性. \ V .} h 的范数理解为 


II 叫 II 


叫， 


E " 


"n+l 


Uq = = 0 


0 


它是空间范数的网格类比. 


2. 有时恰好解在有限个点具有奇异性，而远离它们时是光滑的.例如，有时吋将解 


设成形式 


"㈤= 池 ⑻+ w ㈤ ， 


其中 ，中 J ( x ) 为已知函数，而 u ( x ) 为未知光滑函数.若系数 C ； 7 中的某些，譬如 C fc+1 
Q 已知.则应该转化为新的未知函数 

I 

= y- ^2 也 ㈤. 

j = k+l 

接下来研究所有都是未知的情况.按如下形式寻找光滑部分的近似 

N 

q=0 

其中 O ) 与在 (10.9) 中的一样，即以如下形式寻找解 

I N 

y( x ) = + ㈤ ， 


它有未知系数 Cj . c ( n 并且关于这些系数有附加 条件: y (0) = a , y ( X ) = b . (这里，为确 
定起见我们取如，…，也 … 线性无关 .） 函数与函数不同，它的支 
撑集的维数在网格步长减小时不趋于零.因此，相应于函数也的矩阵4的行通常是填 
满的.方程组的矩阵也不一定是三对角矩阵.重新排列其行和列可以使得若 \ i - j \ > 1, 
\ il \ j \ 〉/ + 1, 则％ 二 (). 如果用逆序消元的高斯法求解这个方程组，则总的算术运算次 
数也如=角矩阵一样是 0[ N ). 在所描述的情况中，应当特别注意问题解的方法误差（包 
括积分计算的近似误差）和计算误差. 

我们来研究一个边值问题例子 

e 2 y n { x ) - p ( x ) y ( x ) = /( x ), p ( x ) > 0, 

/ y (0) = a , y ( X ) — 6, s 为小的数. 

形式上来说，解没有奇异性.但是，当 e 很小时.具有边界层.解的导数在边界层中 
的值很大，从而不能用形如 （10.9) 的函数很好地近似.从逼近方法理论可知，在点 x = 0 


的邻域内解能很好地由形如 P exp 




6 


的函数的线性组合来逼近，而 




的邻域内则由 ( X - x) k exp 


Vp ^) 


( X - x )\ 的线性组合来逼近.因此，想到以如下 
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形式寻找近似解 

vM = Ckxk ex p(~ 

k =0 I E 

+ - X ) k ： CX p { 

k =0 L 

其中 C k , D k , c q 为未知系数. 

§12. 与有限差分方程的书写形式相关的计算误差的影响 

如同前面的确定一样，求解微分方程各种方法的计算误差具有各种各样的增长性质. 
现在我们来研究这样一个特殊但重要的 问题: 计算误差与有限差分方程的书写形式有怎 
样的关系？虽然所有的叙述是以柯西问题为例.但所阐述的思想对求解边值问题是同样 
的.作为例子我们来考虑欧拉方法： 

l/n+l = :(/n + h.f 、 X n ， y n 、. (1) 

在实际计算时将得到由如下关系表示的< : 

y * n+l = 1 又 + h f( X nO + Jn . ⑵ 

项、的出现是由于如下一些 原因： 函数值 f ( Xn , yn ) 的计算误差.乘积 hf ( x n . y * n ) 的舍 
入误差，以及％与 hf ( x n , y * n ) 的舍人后的值做加法的误差. 

引入〖己号 g - 如= An. 基于拉格朗日公式得到 

/ (^ni U n ) ~ f ( j ^ n ， yn ) = ’n^n， 

其中 M = fy { x n Jj n ). 假定总有 |/ y (:r.y)| < L .从 （2) 减去 （1) 得到 

△n+l = (1 + ")△，：!+ 占 n ， 

由此推岀 

|A, l+ i| < (1 + Lh )\ A n \ -f S , 6 = max S n . (3) 

n 

我们来研究差分方程 

2n+i — (1 Lh^z n S ^ 

它是 （3) 的强化.在初始条件 2 0 = lAol 下它的解是 

\ A 0 \(l + Lhr + + L ^ h n - 1 . 

引理 对于所有的 n > 0, 成立不等式 

|A n | ^ zl ⑷ 

证明当 n = 0时结论⑷显然.假设它对某个 n 正确.则有 

|^n + l | 彡 （1 + Lfl)z^ + <5 二 4 + 1 . 



引理得 i 正. 
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如果在区间 [ xo . Xq + X ] 上进行积分.则 

nh ( X ， (1 十 Lh) n < ( exp { L//}) n ^ exp { LX }. 

山拉格朗日公式当 zy 彡0时有 e 1 = yc°y < 其中0 彡 ㈡ 彡 1. 『』1 此得到 

(1 + Lh) n - l ^ e LX - LXexp { LX \. 

最终有估计 

| A n | ^ | 2 ；；| ^ \ A 0 \ exp { LX } Sh~ l X exp { LX }. 

我们来研究 ^ = 0 的情况.耶么，对间定的久， 误差 A n = < - y u 有上界估计 
OiSh - 1 ). 

这个佔计在量级上不能改善了.例如，当= O.fy = O . S n = S 时有 A n+1 = 
A 7i -f S . 于是 

A/v = NS = 5 Xh~K 

我们进行一些讨论，从中推出舍入误差正好是 Shr 1 量级.关系式 

W+i 二"二 + "/(〜, "二）+ 心 

可以改写成 

"二+1 ="二 + 

其中 

厂(工 n’O /(_ Tn ，0 S n h ~ [ . 

于是，存在舍入时方程 〆 =的数值积分结果与没有舍入误差积分同样右端函数 
的方程结果相同，后者的右端函数在网格作点的值为 fH ). 考虑夂三6的情况. 
微分方程 

y ’ = f ( x . y ) 与 y ’ = . f ( x ， y ) + Sh~ l 

的解之间的差和这些方程右边部分之间差有同样的阶，即 Sh - 1 . 没有理 [ tl 期望差分方程 

Vn^rl = Vn + hf[X n ， y n ) 与 ?； n+l = Vn ^ h (f ( X n , Vn ) + 1 ) 

的解的差大大地小于 Sh ~ l . 如果 (5 的量级为 2〃. f 为计算机字长，则差分方程的解在 
量级 2- < /7- 1 的范围变化. 

在获得这个结果时做了假设&三&我们来研究积分 I ' f ( x ) dx 的计算问题，它是所 

研究的问题在?/(0) = 0的特殊情况.假设 f ( x ) = 2/3, h = 2-\ t - k 为奇数 •当〜〉 3/4 
时值？ / n 位于区间（1/2, 1) 内. 那么，求和时进行舍入以后 

yri = 0.1 tt *2 …⑴， 

hf n = ◦.◦•■•010 … J 01 010 I … 


每次舍弃的画线部分的值等于(1/3)2- / .于是，在这一段上心三5的量级为 
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我们转到借助于简单方法 

Vn+i ~ + y n — 1 


按照计算公式 


h 2 


= f Uri ) 


l/n+i = — y n _i + f ( , x n , y n ) 


来计算方程， = f { x ， y ) 的积分.实际得到的值以由如下关系表示 

义 d U /7 2 /( x n ，<) + 心. （5) 

值冗可以看作按如下公式无舍入时计算得到的值 

y ： ^=2y ： -y ； l _ 1 +h 2 r(x n ,y：), 

其中 /*Or n ，y;J = /(x n ,g) + (^/i- 2 . 

考虑 、 三6的情况.那么，微分方程 y" = /(x，y) 和〆 , = f ( x , y ) + Sh ~ 2 的解相 
差的量级为 Sh _ 2 . 


习题1 证明，在方程 y 〃 = a, a - const 的情况下，可能有心 = 6,6 的量级为 

2 — 1 . 


如一阶方程一样，我们得出结论，所研究的算法，其总的计算误差可能是2-%- 2 量 
级.如果要求这个值小，要对容许的积分步长的下界加以限制. 

考虑这个计算误差值大到不能容忍的情况.可以将所研究的方程写成一阶方程组的 

形式 

〆 = ?;， v ’ = f ( x ， y ) ⑹ 


且对这个方程组应用某个数值积分方法.如所提到的.可能发生失效情况，因为应用于一 
般方程组的方法没有考虑这个方程组的特性. 

我们尝试把所研究的计算公式写成积分方程组 （6) 的某种计算公式.引人新的离散 


变量 


那么方程 （5) 写成 


Vn ~ y . n-1 

h 




^n+1 一 之 n 

h 


/( 工 njn) 


9 

序列值?的计算将借助于一对差分公式进行 


之 n+1 = (^n ? 1/n) ? Vn 


Vn 1 • 


在存在舍入时相应地有 


Z n+1 = 


其中 a n ，fin 


z 


4 + hf{x n ,xf n ) +a n , y； L+l 
0(2 ^). 这些关系式可以表示成 

< + r ( x n ， y ; L ) 


n+1 


Vn + 二十 1 + Pri ， 

f [ x n ， yl ) + a n hr 


Vn 


+i 


O h ( z^ +l -f p ( x n + i ))， g ( x n -\-\) = p n h 


⑺ 


⑻ 


如果公式 （7) 可以解释为方程组/ = f ( x , y ), y , 的数值积分公式，则公式⑻相应 

于方程组 


Z ’ = r ( x ， y )， y =z + g { x ). 
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这两个方程组右边部分的值相差的量级为 Opd / r 1 ). 因此.有理由期望差分问题的解 
(即带有舍入的差分问题和没有舍入的差分问题的解）相差也是同样的量级. 

习题2 证明上面叙述的结论是正确的. 

当然，对这一说法应谨慎对待.我们已经看到.对于某些有限差分格式.小的误差导 
致结果的严重改变. 

对一阶和二阶方程具体的积分方法中计算误差影响所进行的讨论仅仅考虑了勹微 
分方程阶相关的有限差分格式的性质.因此它们可以推广到其他有限差分方法.例如.对 
方程 〆 A_) = f ( x , y ) 积分和直接应用格式 

m 

V k y n - —if {'^'U - i ， "7 i — i ) = 0， 

应该期望计算误差的影响达到量级 2- l lr k . 于是.对高阶方程的情况更积极的方式是将 
格式转化成使得计算误差的影响更小的形式.例如，类似于 A : = 2的情况.适当引人辅 
助变量 


4 = V l ynh -\ 

我们试图来解释在变成计算公式 （ 7) 时差分格式 （ 5) 的性质得到了改善，这里公式 
(7) 对保存的信息量进行了估计.在应用差分格式 （ 5) 时对每一个 w 计算机保存 u 
和如.且所有进一步的值妁由这些值确定.为确定起见假设1/2 < 如一，如 < 1且 
1,^ - Un-il ^ Mh - 在包含值如」= 0.1 a 2 的单元中有 Z -1 个独立的二进制符 
号叱， … ，叫 .数 y n = 0.1^2 …戊 的位数已不全都带有新的信息. 

事实如下.假设 Z 为使得 Mh < 2- /+1 的最大整数.那么，有 

Vn - Vn -\ = 土 0.0 • • . 07/+1 •.. 7/, 

并且为了给岀如 - Vn - u 从而给岀只要，- / + 1个二进制符号就足够了（差的符 
号和 7 m ， … ,7/.). 因为/〜 log 2 (( A //0 — i )， 则对每一个77.，我们能够处理的总的独立信 
息量由 - \ og 2 ({ Mh )~ l ) 个二进制位数构成（精确到与，和无关的项). 

在按公式⑺的计算中，数如和&的所有位数是独立的，于是关于解的信息由独 
立的二进制位数给出. 

第二个方法的独立信息量更大的事实当然并不意味着这个方法更好.不排除附加的 
信息不含有内容，因此不能更精确地确定解.我们来解释为什么第二个方法中的附加信 
息包含有用内容. 

为确定二阶微分方程的精度为 O ( e ) 的解，要求以同样的精度给出解及其导数在某 
个点的值.对差分方程起着这个作用的值是和 ( y n - y n - i )/ h . 对第一个方法，以〖个二 
进制符号给定值如和 Vn - l 可以以量级为 0(2 _t 的误差确定 ( Vn - yn — d / h . 于是， 
这里按照已知的信息我们可能以量级为 0(2- %- 1 )的误差找到网格问题解的下一步的 
值（如果整个后面的计算绝对精确).在第二个方法中.我们以〖个二进制符号获得如和 
{ ij n - y n ^)/ h , 因此有可能以量级为 0(2- f ) 的误差找到网格问题的解.于是，这个附加的 
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信息确实是含有内容的.在实际数值计算的每一步，舍入误差在向量 ( y n ,( yn - yn - i )/ h ) 
的分量中带有另外的不确定性：在第二种情况中为0(2_1第一种情况中为 0{2- l / h ). 
这乜导致在第二种情况中总的计算误差是量级的值，而第一种情况中则为 
0(2^fr 2 ). 

我们来研究相应于二阶方程 y '\ x ) — p ( x ) y ( x ) = /( x ) 在 p ( x ) 三 p 二 const 条件下 
求解网格边值问题 (1.3) 的追赶法. 

系数 C n 按照下列递推公式计算 C n+ i = (2 Hh ph 2 - C n )-\ 当 p ( x ) = p 时预先计 
算 Q = 2 + ph 2 且按公式 C n+ i = ( Q - C n )~ l 进行计算.计算和式2 + ph 2 时进行舍 
入，即得到值 Q * = 2 +坤 2 十 A 其中占可能是2“ 量级的值.这等价于没有舍入地求 
解方程 y n { x ) - p * y { x ) = / ㈤ ，其中 p * = p + 6 /厂 2 . 同上面的讨论一样得到系数 p 的 
这样的扰动可能导致解的扰动值为 2—1- 1 的量级. 


如果系数远大于1,则计算表达式/# 2 + 2 - C n 时舍人误差可能达 
的 Id •级.由于在一个点的误差的结果在总误差中乘上了量级为 A 的系数，则这个舍入对 
最终结果的影响为 2- t h - 1 IC .” l 的量级.如果 | C n | 》 h - 、则这个表达式实际上将大于 

注记在计算 C ,, 和 a 时另外的舍人所产生的扰动也等价于系数 p 和/的某个扰动. 
为使方程组 （1.1) 的解的误差大大减小，必须至少以这样的形式给出误差，即方程组系 
数的舍入等价于人人减小原始微分问题系数的扰动.以此为目的，可以转向方程组 


!Jn — JJn—1 

h 


1 — 
k 



⑼ 


相应地在求解这个方程组时代替关于 CVc/Pn 的递推关系 (3.11) 应该应用关于 CVn,/L 的递 
推关系 (4.9), (4.10). 


上面研究了当对所有的 n 舍人误差恰好是同样的情况.如果系数 p { x ) ^ const , 则 
在计算值2 + p n h 2 时对不同的 n 舍入可能有不同的符号，因此总误差可能在量级上小 
于 2 -” 1 - 2 . 对方程 〆 = f ( x : y ) 的柯西问题，在条件 " = 2-气 2- %- 2 《1的情况下，计 
算误差常常积累得更慢——如恥 — 1/2 —样. 


我们将注意力放在变尺度计算误差的实际估计方法上，这有时用于对方法关于计算误差 
的灵敏性的实验研究.假设用某个方法求解柯西问题 


尝二 f ( 工， y), y(0) = a. 

变量替换 . t 二 二 Xz 将这个问题变成 

f〆 {爹、 ' 綱二 5. 

假定第一个问题以步长心积分，第二个问题以同样的方法进行数值积分，但步长为 M = 

hi ///.. 

在没有舍人时将有等式仏三如果 A 和 " 都不是2的整数次幂，则实际得到的的 
和之间的差通常给出关于计算误差一定的印象.例如，可以取 ^ i ^ V 3,\= V 2. 
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第十章偏微分方程的求解方法 


求解常微分方程时我们看到了下列情景，存在一系列可以积分的方程.但大部分方 
程的解只能使用数值方法得到.原则上不同的提法相对说来 不多： 非刚性方程组的柯西 
问题.刚性方程组的柯两问题.线性方程的边值问题，非线性方程的边值问题.最高阶导 
数带有小参数的线性和非线性方程的边值问题等.还有少数算法既得到了理论上的研究 
乂经过了实际的考验.它们可以有效地解决与常微分方程数值解相关问题的主要部分. 
特別，在上一世纪里已详尽做岀了一系列求解柯西问题的数值方法. 

当前，求解常微分方程柯西问题的方法与算法研究已发展到如此水平.以至于处理 
这些问题的研究者常常不去研究求解方法的选择，而直接求助于标准程序. 

在偏微分方程的情况中.原则上各种不同问题的提法更多.在偏微分方程教程中通 
常只研究为数不多的这类问题的提法，其中主要研究了常系数的线性方程.并且，只有非 
常少量的问题可以以显式方式求解.偏微分方程理论中各种各样的提法是与我们周围现 
象的纷繁复杂性相关的. 

大量与偏微分方程求解问题有关的各种提法导致数值方法的理论在这个方向被分 
成许多（子）方向.使用计算机的数值方法的应用极大地扩展了研究类似问题的可能性. 
例如.在最近五十年里研究的算法使得可能在计算机容许时间消耗范刚内求解绝大多数 
变系数一维和多维拋物线型方程的边值问题.特别是系数为解的非线性函数的情况. 

当然，这里与常微分方程情况的不同之处在于数值方法收敛性和误差估计的基础不 
同.对一类广泛的典型问题进行了研究.但是，对由数学家提出来许多类型的实际问题不 
仅没有证明，而且其解是否存在的事实常常还不明确. 

例如，对描述了气体在拉格朗日坐标系中的一维绝热流动形状如下的简单方程组 

Vt + U x = 0. (( sign 7 ) , " 7 )x = o , (1) 

Ik 还没有证明当 |7 l > 1时在整体上（即在无界时间间隔上）解的存在性. 

当解的存在性问题还处在这样的状况时，在相当一般的假设下当前难以期望得到网 
格方法误差的严格佔计和收敛性定理.但是.常常应用半经验型想法.类比于线性方程以 
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及类比于已知精确解的问题的数值实验.数学家建立起求解这些问题的数值方法.并且 
数的汁算的结果及分析与实验一样对偏微分方程理论的相应分支的发展产生了重要的 
影响.例如.求解形如 （1) 的气体动力学方程就是如此. 

尽管问题缺乏严格的纯粹数学方面的基础（特別是算法)，但致力于求解类似实际问 
题的数学家们常常必须承担起责任以保证得到的数值结果的可靠性.包括问题数学提法 
的正确性. 

当然，如上所述不会降低纯粹理论研究的作用.理论研究的结果.特別是存在性定 
理，保证了对问题提法正确性的把握.揭示了解的定性的信息.这在算法选择时是相当重 
要的.例如，在气体动力学中已知特解的存在可以用来验证所提出的方法的精确性.应用 
简单问题的已知特解常常可以使更复杂问题的数值解变得更容易. 


§1. 网格方法理论的基本概念 


实际求解偏微分方程问题的最初阶段是基于变分方法和其他一些能以解析形式获 
得近似解的方法.当前在求解某些问题时这些方法也还在应用. 

汴随后时期最迫切需要解决的问题是其中类似的方法实际上还没有应川到气体和 
流体动力学问题.数学家们投入了大量的精力来解决这个问题.广泛建立和发展了偏微 
分方程求解的网格方法.现在这些方法与变分差分和投影-差分方法（有限元方法 ） 一 
起成为最广泛应用的方法.用网格方法求解问题时我们得到解在有限个点处的一组近似 
值.必要时■以建立公式（例如插值公式）用来表示解在整个区域内的近似值. 

我们来研究一个 用网格 方法求解问题的简单例子. 


1. 假设在半带状区域0 < .r < 1.0 ^ / < oc 内求解方程 


初始和边界条件为 


- U X J ： = f(x.f )， 



u(xA)) = y(.r). '^(O, t) H- a(t)n(i),t) = b(t), u(l. t) = 0. (2) 

给定某些网格步长 //., r > 0 [\/h 二 M 为整数).点 (m/;., tit ) 叫作网格 (m, n) 的节点. 
设 <为值 u(rnh, nr) 的近似， 


fm = f(rnh ， nT )， 


a(nr), b 7t = b(nr), 


U ,, 和 a 为定义在网格 h . 的函数.其在网格节点处的值相应地为 
找的原微分问题的解是光滑函数.则满足关系式 

u(mh, (n + I )t) — u{mh 、 nr) 


，和 / 卩 i . 如果要寻 




T 


/"i/(m" ， 7iT)| ((hn) = 


u{(rn + 1)" ， nr) — 2u[mh, nr) -f u((m — l)h,nr) 

Ut(mh. nr) — u xx (mfh nr) + 0(h 2 + r) 

u(h, rir) - u{0,nr) 

--- h a(?vr)u(Q ， nr) 


( 3 ) 


h 
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= /( m / i , nr ) -h 0( h 2 -h r ), 

= 7/,. r ( U . nr ) + a ( nr ) u (0, nr ) -1- 0(") = b ( nr ) -h 0{ h ). (4) 

由此 ii 了以假定方程组 

LhUh .\(7 n , n ) = / 7 n - 0 < TU < A /, 0 ^ 71, (5) 

IhUh (0,n) ~ ^ i Um — 0, 72 〉 0 ， 

u Q m . 二 ^( n / i ), 0 ^ m ^ M y (6) 

的解是原问题精确解的近似.方程组（5)， （6) 的解可以依次对每个 n 按如下方式 找到: 
给定 w ( ,\, 对每个 n 值= 0. 当0 < m < A / 时的值 < 从 （5) 求出， 然后 ug 从 （6) 
求出. 

2 . 假设在半平面 f 彡 (3 内在初始条件 u ( x , 0) = wo ( a *) 下求解方程〜= () 的 
柯西问题.给定带有节点 ( mil . nr ) 的网格且将原微分方程问题代之以差分问题 

,// n 十 1 — 7/ 7, II 71 , — 7 / n 

m t 川 + a ㈣ - - ! =0, u^ n = u 0 ( mh ). 

那么，当 n > 0 时值 uf 从如下关系式以次确定 

K l n 1 = U + OT / h ) u 7 ^ - ( ar //7.)< n+1 . ⑺ 

我们来证明，即使对无穷次可微的解.网格问题的近似解当 r ," — 0时也不一定收敛于 
微分问题的解.同定某个点 { x 0 Jo ) 且假定网格细分时 t//z =k = const , M = : r 0 /" 和 
N = to / r 为整数.引入的描述是后面将要叙述的关于依赖区域的库朗 ( Courant ) 定理 
对所考虑方程的具体例子. 

微分问题的精确解是 u ( x ， t ) = u 0 (x - at ), 因此 2 i ( xoJo ) = u 0 (xo - dt [} ). 

我们来研究当 

x 0 — ato ^ [. To . Xo + K ~ v t 0 } 

的情况. 

当 : r G [ j ; 0 , .To + k -%] 时取任意满足条件 wo ( x*o - ato ) / 0, u 0 ( x ) = 0的无穷次可 
微函数 uo ( x ). 

从关系式⑺推出值通过值 < 线性地表示，其中 m e [ A /. M + iV ], 亦即由值 
u 0 { rnh ) 线性表示，其中 m/z € [ Mh , (M + iV )"]. 因为 Af/i = x 0 , [M + N)h = x 0 + / d ， 
则所有这些值 uo ( rnh ) 等于零，于是 O = 0. 同时. u ( x o ^ o )^0. 这样，我们给出了一 
个例子，其网格问题的解不收敛于微分问题的解. 

我们得到了这样的结论，即条件邱 -G [ x 0 , x 0 - hK - l t 0 } 是网格问题的解在点 
( x 0 , to ) 收敛于微分问题解的必要条件. 

最后一个条件满足当且仅当 

0 ^ — ar/h < 1. 

注意到在所研究的方法中，这个条件偶尔也会成为收敛性的充分条件.可以证明，当0彡 
- ar /// 彡1且 uo ( x ) 分段连续时网格问题的解在 u ( x ， t ) 的所有的连续点收敛于连续问 
题的解. 
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习题 1 设 （） 彡 - ar/h ^ 1 K sup | i / q | = .4 < oc . 证明， 

—oc,oc 

max u ( rnh .7 iT )\ ^ ATh 2 • 

nr^.T 

点 X 。 - (" 0 是微分方程解的值 u ( xoJo ) 的依赖集合. 

满足 mh e [ Mh . {M 4 - N ) lr ] 的点 m / 7 , 的集合，或者说满足 m / ? G [ x 0 , x 0 - ^/ t ] 的 
点、 mh . 的集合是网格方程解的相应值的依赖集合.于是，网格方程和微分方程解的值的 
依赖集合之间的相互关系是收敛性问题的本质因素. 

库朗定理（关于依赖区域). 为使网格问题的解在点 P 的值当 //. — 0 时收敛于微分 
问题解的值，必须微分问题解的值 ? /,( p ) 的依赖集合中的每一个点 g 是网格问题依赖区 
域中点列当/7 0时的极限点. 

习题 2 证明.对求解方程⑴的柯西问题的差分格式 （3), 在右端项和初始条件 
无限次可微的类中，收敛性的必要条件是 t = o (/ i ). 

进一步我们将看到在此情况下这个条件不是充分的. 

在分析差分近似时除了收敛性问题外另外的问题是所得结果关于原始数据和舍入 
误差的稳定性. 

我们通过双曲型方程的例子2来解释所阐述的结论.设0, (2 T /" = 1，则由 
递推关系 


'C+ 1 = 2 <,- 



确定.当三 （） 时网格问题的解是 w 二三 0. 现在假设= e 且当 m # (〕时< 
应用这个递推关系得到在网格节点处取下列值 



0, 当 m > 0或 m < — n . 

m 

C , 7 7 w 2 n - fru (- l ) m f , 当 一 rt 彡 m 彡 0. 


= 0. 


由此得到 I 卜」 = 3\，即随着 n 的增加这些解与解三0之间的差急剧地增 
大.因此.算误差影响很大，当 ar/h - 1时所研究的方法不能认为适用于以大的 


步数求解问题. 


于是，在将微分方程的解替换成其差分近似解时会产生如下问题（类似于早先应用 
所研究的方法求解另外一些问题时所出现的问题)： 

1) 差分问题的精确解是否收敛于微分问题 的解； 

2) 如果计算时容许某些误差，那么差分问题的解在多大程度上发生很大改变. 

我们来建立形式上的数学工具，以帮助解决这些问题. 


假设在具有边界 r = U r , 的区域 d 内求解边值问题 


L(u) = f ， 


⑻ 
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其边界条件为在边界 n 上 

I ， i ( u ) = Ui, i = 1, ... ， , s . (9) 

我们将认为是边界 r 的给定部分.并且不同的 r 2 之间可以具有非空的交 . 匕为 
某些算子. f # in s 为给定的函数. 

在 S 变量空间中定义某个集合.称其为网格（通常选择使得它属于闭区域 
D ). 通常用于在其上求解的网格与某些参数有关(在前面的例子中它与 T 和^有关). 
但是，在许多典型的情况中当划分网格时，其步长由某个形如 r = 乂 / P 的规律相关联. 
因此，今后在一般的描述和定义中为简单起见我们规定它仅仅与一个参数^〉0相关. 

假设仏为定义在某个网格/\中一些点上的函数 U/, 的空间，这些点也叫网格节 
A , L h 为算子，它将队中的函数变为定义在某个集合 c 上的函数.我们假定 
Dl C D . 将定义在上的函数的集合记为 fV 为逼近边界条件 （8), 选出某些集合 
r ,, C r „ 并在该集合中的点处定义函数空间％上某个算子的值.设为定义在集 
合上点的函数空间.如果 x c y 且函数〃定义在 集合 1 k 上，则定义在集合久上 
且在其中与^重合的函数称为该函数 在集合 x 上 的迹. 如果函数^定义在某个包含 
D h 的集合上，则它在认上的迹将记为[小.如果函数 t ， 定义在某个包含 r 7:/l 的集合 
上，则 它在队 上的迹 将记为 {^}^.如果函数 t ， 定义在某个包含 rm 的集合上，则它在 
上的迹将记为 { v } lh . 

假设 r 为问题（8)，⑼的解所隶属的空间，厂为右端项/的空间，％为定义在 n 
上的函数空间.函数空间的范数分别定义为 

II -11"，11_11以 ，II - IIf , II . IIf , ‘， ll . lk ,， 11.11中以. 

如果当 A — 0时对任意足够光滑的函数 e u.fe F ^ ie ^, 满足关系式 

IM 叔 — IMIr/ ， \\[f}k\U - II/IIf, | 陽氣 一 _k ， 

则这些范数称为相容的. 

如果网格函数^满足当 A —() 时 

||乜" - M " 11^4 — 0， 

则称它收敛于问题 （ 8) ， （ 9) 的解. 

差分近似收敛性研究仅仅在与光滑函数空间中某些范数相容的范数下才有意义.如 
果没有范数相容的要求，则收敛性条件有时可能不包含任何 内容： 按照在范数定义中引 
人某个因子的方法所得到的任意网格函数序列可以使得这个序列收敛于问题的解 u . 
我们来研究某个网格问题 

Lh(Uh) 二 fh, (1()) 

lih (Uh ) 二 ^pih 1 = 1， • . • ， S. (11) 

称网格问题 (10), (11) 逼近于微 分问题 （ 8), (9). 如果满足下列 条件： 对任意光滑函数 U, 
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/和外，若//, — ^ 0,则 

2 (/0 = \\ L h ([ u ] h )- [ L ( u)} h \\ Fh + || A - [ f] h \\ Fh 


+ — H- W^pih — Ik,/, ) (12) 

i=l 

—()■ 


我们以热传导方程作为例子来解释所引人的定义.以 D 记点集0 <』• < 1，(）< /彡 


r . 设 n 为1轴上的区间 [ o . 11， r 2 为/轴上的半开区间（(),71， r 3 为直线 x 二 i 上 
的半幵区间 （ o , r ], 点 （().()). ( i , o ) 分别属于集合 r 2 r r 3 . 如果 i /" = a / 和 yv 为整数 • 


N = \ T / t ], 则用记点 { mh , nr ) 的集合，即满足条件 （） 彡 m 彡 A /，(） 彡 W 的 P 
点 ( rn . il ) 的集合.由如下关系式定义网格算子 L ,, 


^ h u h \(77 i , n ) = 


1 


U 


U 


^ 


T 


ll 2 


(13) 


于是，集合代将由满足 （） < 772 < M , 0 ( n < N 的节点 ( m ，71) 构成 • 在其余的节点 
( m , n ) 处当 u h 6 U h 时值 L h u h 没有定义.如果我们令 （13) 的右端项等于 | (m , rj + 1) , 
则集合 | tr 满足 （) < m < M 0 < n ^ N 的节点 (771，7 i ) 构成.选择网格问题的右端 
项为 


fh\(n h n) = f(rnh,nr). 


耶么，在办）的表达式中值 \\fk-[f]k\\F h 为零.这个关系不是对所有的格式都成立.例 
如.从提高精度的思想来看对另一些格式有时更合理的是让差分问题右端项在点 （ m ,/;) 
等于 /( m / i，（n + 0.5) T ). 在研究这个问题时作为相容的范数 || • | k /„ 和 || • Ik 通常取为 


或者取为 


M \ u h = sup KJ , 

O^n^N.O^m^Af 

||"‘||(/ = sup 




sup 

O ^ r^iV 


M 




rn=() 


M\u = sup 


11/(.7% t)\ 2 (tl 


0 


(14) 



今后为叙述简单起见我们研究当 LJ h L h J ih 均为线性算子的线性问题. 

于是， 引入 下列网 格问题 （10)， （11) 的稳定性（适定性)定义.如果当 / I 彡 &时存在 
与 h 无关的常数 M 0 和使得 

S 

||^A-||l/ h ^ ^o\\LhUh\\F h + ^UWlih^hW^.h, ( 16 ) 

1=1 

则这个问题称为是稳定的. 


从定义可以看到.线性问题的稳定性定义中不包含函数 A 和 
我们来探讨这个定义有怎样的含义.对于线性问题， 差分格式 （1())， （11) 乃是线性 
代数方程组.因此，由 （16) 推出当 九三0靠三0 时方程组 (10)， （11) 仅仅有零解.根 
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据克罗内克-卡佩利 （ Kroiiecker - Capelli ) 定理.问题 （10), (11) 对任意右端项 fh^ih n l 
解.于是，对线性问题从稳定性条件推出网格方程组对任意右端项唯一可解.如果 < 和 
.4 为网格问题 

— ih -, — 'Pih 1 二 1， . • . ， 

L h u l = ft l ih U l = H i = ,S 
的解.则当 U 和 U 为线性的时候由 （15) 可以写出 

S 

l u l - u i\\u h ^ MoWLhul - Lhul\\p u + [ MiWlihU^ - lihui\\<p lll 

s 1=1 (17) 

= 11 //j - fh.\\^h ~ 

于是.当满足稳定性条件时网格问题的解对方右端项和边界条件的小的改变具有小的 
差别. 

假设，/ e /7.值4二 L h [ u]h - fk 叫作求解问题时方程的逼近 误差， 而值4二 
lih [ ll}h - 称为求解问题时边界条件的逼近误差.设 

"0(") = 11 — fh I ! F \ ? Pi(/i ) — I |’ i/z — ^pih 1 - 

s 

如果 w 为问题 （8)，（9) 的解，则值 p ( h ) = 叫作求解微分问题 （8), (9) 的差分格 

i = 1 

式 (10), (11) 的逼近误差度量.如果当/| — 0时 p ( h ) — 0,且 u 为 （8), (9) 的解，则说 
在求解问题时 (10), (11) 逼近（8)， （9) .当 /i — 0时值 p ( h ) 的阶叫作求解时逼近的阶 • 
上面讨论了实际得到的网格问题近似解对计算过程中舍入的灵敏度问题，也就是网 
格问题近似解对舍入误差的稳定性问题.这个问题的解与网格问题的稳定性问题的解密 
切相关.因为计算时容许的舍人可以看作是网格问题系数扰动. 

我们来寻找逼近、稳定性和收敛性之间的关系.假定网格近似 (10), (11) 满足下列 

条件 

1) 微分问题的解精确满足 （ s - A ，)- 网格边界条件 

lih [ u } h . = i = / + 1，…， s , 即 pr ( h ) = 0, ?: = A . + 1 ， ... ， A 

2) U h 中满足齐次边界条件 

I'ihUfi — 0 T i = k - 1 7 * * ■ 7 s 

的函数类使得下列稳定性条件成立 

k 

^ Mo \\ L h u h \\ F h + Mj \\ lihUh\\^ lfl - 

1=1 

菲利波夫 （ Filippov ) 定理（关于稳定性、逼近和收敛性之间的关系）在上面叙述 

的条件下，成立如下不等式 

k 

II 仰- ^ A / rPi (/ p . ( is ) 

i=l 

如果差分问题逼近微分问题，则当 /?. — 0时 

ll^/i - o. 
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证明因为当^ A : + 1,…，6•时 l lh { u h - [ u ],,) = 0,则应用条件2)，在其中将如 
换成 u /,. - 1+. 我们有 

k 

\ u h — M/i||i/ h ^ ^o\\LhUh — Lk[v}h\\p\ + [ Mi\\lihUh — lih [^]/v ||<1>. 1；1 . 

将 L h u h = /；,, hh . u h =外 代入其中且应用 Pl ( h ) 的 ^ 义得到 （18). 如果存在近似，即当 
"— 0时 Pi { h ) ->0,2 = 0, p ( h .) ^ 0,则由 （18) 推出定理第二个结论的正 确性: 
l^/i — M/lilt/', — o. 

在解光滑的情况下关于它的逼近格式的研究相对来说不是一个复杂的问题，且菲利 
波夫定理强调了网格问题的稳定性研究. 

经常会岀现这样的情况，网格问题在与某个微分范数相容的网格范数下稳定，但在 
另一种范数下却不稳定.例如，由等式 （14), (15) 定义的 范数可 能会出现这样的情况.在 
解光滑的情况下为使格式实际上可接受，通常只需要在某个相容范数下的稳定性.在解 
间断的情况下，对差分逼近经常要补充某些关于解在间断点邻近的性质要求.在这些情 
况下.只要求在任意相容范数下的稳定性是不够的.例如，关于气体动力学问题近似中提 
出了一定范数下的稳定性要求. 

如果满足相容性条件，则对光滑的 a . 在 （16) 中求当 h -^0 时的极限，得到不等式 

S 

IMIt ； < M o || L W || F + fM ,||/0| k . (19) 

从这个关系式推出所提微分问题 （8), (9) 的适^性.首先得到估计 (16), 然后从中得到 
估计 （19), 这样的途径被用来研究形如（8)， （9) 的微分问题的适定性，以及证明其解的 
存在性和唯一性. 

§2. 最简单双曲型问题的逼近 

许多重要的实际问题的研究要求双曲型偏微分方程组边值问题的数值解.例如，气 
体动力学方程组就是这种类型.它是拟线性方程组.这类方程的解典型地岀现间断点.在 
这类问题中，大多数情况下缺乏严格的差分格式稳定性和收敛性问题的研究，并且差分 
格式的实际选择基于最简单模型例子进行.这些例子在理论上和数值实验上都更易实现. 
用于进行气体动力学问题求解时，有限差分方法选择的最简单例子是方程 

Ut -f au x = 0 (1) 

和 

ut + (^>(u)) x = 0 . ( 2 ) 

下面将研究研究方程 （1) 和 （2) 的某些显式逼近. 

在实际分析双曲型和抛物型方程柯西问题的差分逼近时，经常遵循下列称为 稳定性 
谱特征的判据. 
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假设在有节点 （ m ， n )， 即有点 { x rn A ri ) = ( rnh , nr ) 的网格上建立某个差分格式， 


例如 


LfiUh m.、n = > : 


( 3 ) 


Lk 


写出方程 L h u h = 0的所有具有如下形式的特解 


<,= ( AM )、 1 ， 

稳定性的谱 特征. 如果当步长7•和 / i 趋近于零时存在与 T 和/，无关的常数（7<00使 


得对任意的 W 有 


I 入 Ml < 


⑷ 


则差分格式可以用作相应柯西问题的数值解.相反的情况下应该放弃应用差分格式. 
可以通过求解下列问题验证稳定性谱特征的合理性. 


习题 


定义某个基于时间的网格层上的范数 || • | k 使得网格层的编号不包含在 


范数定义中.例如，如下范数满足这个条件 


IKC.IU = sup \u 


⑸ 


a 11 n 


E 


⑹ 


但下列范数则不满足这个条件 


IKnlln = n Slip 


假设格式是两层的和显式的，即有 


= (YU 


n+1 




以 （)， 


⑺ 


UK A 


且假定稳定性的谱特征不满足.证明，对无论怎样的 ： T > 0都不能找到 Q < oo 使得对 
所有的 nT 满足关系式 Il ' ClIn 《 Q \\ u ° m \\ 0 . 


习题2 设 r / h 二 const , 差分格式⑶是两层和显式的，即满足 （7), 并且初始条 
件是有限的，即当 | m | 彡 M 时 < = 0. 证明，在范数 （6) 的情况下当 nr 彡 r 时下列估 
计的正确性 

如果边值问题适定且条件 （4) 满足，则通常能成功地建立边界条件的逼近使得网格 
问题是稳定的（适定的).同时，可以引入（对方程组）柯西问题的例子，其中稳定性谱特 
征满足，而网格问题不满足稳定性条件 (1.16). 

我们来借助谱特征对半平面 O 0内的方程叫+ = 0研究一系列柯西问题网 

格逼近的稳定性. 



差分近似 


LhUh (m,n) = 



⑻ 
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将 


A 〃 ( p ) exp { imp } 代々得到 

A n + 1 ( 9 ?) exp { i / n ^} — X n (^) exp { irtiif } 


X u ( 99 ) exp { i(m + 1)(^} — A n ( ip ) exp { i(m — 1)(^} 


2h 

在消去 A n ( y ) exp { i / nv ；} 之后得到 


A(p) 




e-ip ) 二 1 — \aj sin ip 


⑼ 


(参看图 10.2.1). 在图 10.2.1 —图 10.2.4 中展示了用来近似计算的节点选择（模 板)； 也 
给出了判据.它由当 p 在区间0 < f < 2 tt 内变化时 A ( p ) 在复平面内的轨迹来描述.箭 
头是指当 f 从 0 变到 2tt 时变化的方向（当 a > 0 时).在图 10.2.1 —图 10.2.4 
中数字 i 表示单位圆. 



(w — 1 ，/?) (nun) ( w + l ,«) 

图 10.2.1 



?| 10 . 2.2 



图 10.2.3 
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ax 


ax 


=1 


()<f< 


图 10.2.4 


我们有 | A (^)| 


1 + { a 2 r 2 / h 2 ) sin 2 ip 


如果当 — 0 时 


max IA ( V )| 

= A / i 2 , 则 


l + ( a 2 r 2 / h 2 ) 


max 

(Kv^2tt 


1 + a 2 A 2 r = 1 + ci 2 A 2 t /2 + 0 (t 2 ) 


且条件 （4) 满足.在这种情况下应该期待稳定性.如果 lim t //? 2 = oc ， 则 

T./l— 0 


^ o (| A ( f ) 


-1 


且条件 （4) 对任意 C 不满足.于是，差分逼近不稳定. 

由于同其他格式相比它对稳定性所必需的步长要求更严格的限制 t 二 0( h 2 ) 
的扰动的增长快速（如 exp { aM 2 r 7. r /2}), 所以这个近似实际上不被采用. 


且解 


例2 


当 a 〉0时差分逼近为 

1 - u m. 


<i - <n-l 


( 10 ) 


类似于 （9) 得到 


A ( p ) = 1 — ar/h -f ar / h exp { — m hp } 


如果 0 < ar/h 彡 1, 则（参看图 10.2.2) | A (^)| ^ 1 - ar/h + ar/h = 1且应该得到稳定 
性.如果当 T ，/?, — 0时 ar/h =《> 1，贝 lj lim ^ A (7 r ) = 1 — 2 k < —1，且根据稳定性谱 

特征知逼近是稳定的. 丁 1 


类似地证明下列差分格式 


n+1 


in , ^ Mrn+1 

- h 0 , - 


(11) 


当 a < 0且 \ a \ r/h ^ 1时应该是稳定的. 
例 3 差分逼近为 

7/ n+l — ,"7i 7/ n _ "n 

u, m (l rn , (// m+l a m—1 

r O 


h: 2 - 2u;X 


2h 


2 丁 


A ㈣ 


(IT 

2li 






h 2 

ari . 

COH(f -- Sill if ， 

! h 


(12) 
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当 \ ar / h \ < 1 时有（图 10.2.3) 


A ㈣ | < 




且应该得到稳定性.如果当 t ./; — 0时 \ ar / h \ 


k > 1. 则有 liin 

r./i 一 0 


A 


丌 

2 


(IT 


K, > 


且逼近是不稳定的.注意到.这个逼近可以看作 （8) 且为了稳定性在其中加入了 


“黏性，，: 


h 2 - + a m-l " 2 

- 〜 - it 

2 r h 2 2 t 


例4 “动臂起重机”的近似.上面引入的逼近关于 t 和//为一阶的.我们建立 
二阶逼近.为简单起见将以逼近 （8) 为出发点.将 u ( xJ ) 在点 （ m / m T ) 展幵为泰勒级 
数，有 

( L h [ u } h )\ {mjl) = TUtt{nih,nr)/2 + 0(// 2 ) + 0{r 2 ). 


从微分方程⑴得到如= 
近 L^Uh — 0有形式 


用表达式 a 2 ( Sju fl ) rnin 逼近 a 2 u xx . 


那么.相应的逼 


U 


1 十 1 


m 


U 


Tl 

rn 


U 


n 


m +1 


U 


n 

m — 1 


a 


2 


丁 


2h 


<+l — W + ^m-l 

V 2 


0. 



同以前一样得到 

A ( v ?) = 1 — i ( ar // i ) sin - j - ( a 2 r / h 2 ){cos — \ ). 

如果我们令 A ( p ) = x + 则（参看图 10.2,4) 可以写出 

k — (1 — ( ar / h ) 2 )) 2 y 2 

( ar // i ) 4 ( ar / h ) 2 ’ 

即点 A ( p ) 位于复平面上某个关于轴 y = 0 对称的椭圆上. 

因为当 \ ar / h \ > 1 时 A (7 r ) = 1 — 2 a 2 T 2 / h 2 < — 1,则在 \ ar / h \ = const > 1 的情况 

下，稳定性的谱条件不满足. 

当 \ ar / h \ ^ 1时有 ( a 2 r 2 / h 2 )' 2 ^ a 2 T 2 /h 2 . 因此.可以写出一系列关系式 


IAMI 


2 


1 


G 2 r 2 (cos^-l)V\^sinV 


h 2 


h 2 


1 


a 2 r 2 9 / a ；2 r 2\ 2 

(2 cos — 2 + sin 2 if ) -f ( y 7 ； ) ( cos # — l ) 2 


h 2 


h 2 


彡 1 


" 2 t 2 n 2 r 2 

(2 cosp — 2 + sin 2 ( p ) H —— ( cos — l ) 2 


1 


h 2 

a 2 r 2 


h 2 


(2 cos p — 2 + sirr ip + cos 一 — 2 cos p + 1) 三 1 


于是，当 \ar/h\ < 1 时满足稳定性的谱条件. 


我们给出一些一般的注记. 

1. 如果当 T, " — > 0时 ar/h = k, 则对所有写出的逼近满足如下关系式 

A ( p ) = exp {- iK .( p } -f 0((/? r+1 ), 
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中 r 为逼近关于 t 和 //. 的阶.可以证明.这个条件是使得逼近具有 r 阶精度的必要 
条件. 

2. 如果 \ ar / h \ = 1且 a 〉0,则所有研究的逼近具有形式 

W m +1 — U m-1 — 

因为问题的解是 ？X = u 0 (x - at ), 则在这些情况中它们是绝对精确的.并且 

A(^) = exp{—i(ar/h)if} = e~^. 

3. 当逼近 （10) — （13) 由于稳定性谱特征不正确时，借助于库朗定理它们也可能 
被淘汰. 

4. 在其余的情况中，即对于 （10) 当0彡 ar/h ^ L 对于 （11) 当 -1 彡 ar/h ^ 0, 
以及对于（12),(13)当 | rt r / 刎彡1时，它们的稳定性可以从问题2的解推出. 

5. 正如常微分方程一样（第八章， §9). 按时间的变步长积分方法值得注意，它们在 
一系列情况下总是有效的. 

习题3 证明逼近 （10) 当0彡彡1时，逼近 （11) 当 -1 彡 aT /7 i 彡0时，以 

及逼近 （12) 当 \ ar / h \ ^ 1时具有下列性质：它们的解满足不等式，即如果 

< 00 , 

m 

则 

m m 


且若 sup KI 存在，则有 

rn 

supj ^ |<, +1 | ^ supE Id . (14) 

m m m m 

习题 4 证明当应用这些逼近时对任意 n , 若关于 m 单调，则网格问题的解 
关于 m 也单调. 

这个单调性质给出了满足条件 （14) 的格式，它对不连续解的积分很方便.如果对不 
连续解的积分采用不满足这个性质的逼近，则在解的差分中出现寄生波，它们模拟了不 
连续情况，有时会干扰对现象的原始状况的理解. 

为方便实际应用这些逼近.我们给出一些注记.历史上第一个逼近是 （12). 它具有 
如下不足. 

如果将 L h [ u] h 中的 u ( xj ,) 在点 [ mh,n 丁) 展开成泰勒级数.则得到 

{Lh[u}h)\(m,n) = ru tt { mh , nr ) l 2 - { h 2 /2 r ) u xx ( mh , nr ) + ... 

=( ra 2 /2 — h 2 /2 r ) u xx ( rrih , nr ). 

条件 丁 , h — 0 也不足以使得这个格式逼近原始解.还必须补充条件 h 2 /r ^ 0. 在求解 
复杂问题时正确性的要求 \ ar / h \ ^ 1和一系列其他条件常常导致对小的 t 和& 比值 
h 2 / r 保持大的值.这个逼近的恶化从定性的方面来说会表现为逼近的“黏性”现象.即 
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解的不平整性.包括不连续被大大地展平了. 

在系数〃改变符号的情况下，当应用各种与 a 的符号相关的格式时.可以联合应用 
格式 (10), (11). 求解气体动力学最广泛应用的格式之一（戈东诺夫 ( Godunov ) 格式）正 
是应用了这一思想. 

当解光滑时逼近 （13) 是有效的，但当解存在不连续点时会导致大量的寄生波.因此, 
在解的梯度很大的区域内要对其进行校正. 

建立了逼近 （10) — (12) 之后，在对双曲型问题的应用过程中.很长一段时间内高精 
度格式的应用还站不住脚.这个结论可解 释为： 到那时为止所有已知的二阶逼近都使不 
连续解变成带有大量寄生波的解. 

当近似解存在不连续点时.其定性性质的理论分析表明所有二阶精度的线性逼近都 
具有这个性质.但是.理论研究预言并通过实践证实了存在=阶精度的逼近，在解存在不 


若 ： r < ()， 

若工彡 1 

分別表示按照 （10). (13) 和二阶 


连续点吋其差分方程的解具有满意的特性 
在图 10.2.5 中展示了方程 


+ u x = 0 , uq(x) 


的不同差分的近似解的性质.实线表示精确解 
精度计算得到的值. 


0 . 

1, 






图 10.2.5 

我们来研究一个在求解方程组时应用稳定性的谱特征的例子. 
假设求解方程组 


u t + av x = 0, Vt + bu x — 0, ab > 0 

的柯西问题. 条件 ab > 0 保证了方程组的双曲性质. 

考虑三层差分格式，它以误差 0(/ i 2 +T 2 ) 逼近原始 问题： 



( 15 ) 
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寻找方程组的如下形式的特解 


ciA n c 


\rn\p 


Kh = C 2 \ n e 


零 

Iniif 


将这些表达式代人 （15) 得到 


A n - V 7 — (d 


A 2 


丁 


^ 、1 sin lp , ,、 

+ 2c2dX — - — I = 0 


A n -】 e ir — f c 2 


A 2 


T 


+ ‘21)(、i \ 


ism p 


0 


于是 


A 2 




% 1 Sill ^ 

2 ( k ' 2 ^ ——:—— = 0- 


2 r l b\ 


ism ^ 


A 2 


C 2 


()• 


如果方程组的行列式等于零.则这个关于系数的线性方程组具有非零解 

们得到将 A 和#联系起来的方程 

/ A 2 - 1 


我 


(let 


Xa - 2 i sin p \ 


丁 


h 


Xb - 2 i sin ^ 


A 2 


()• 


111 此得到 


h 


丁 


A 2 


2 


丁 


9 4 a /? sin 2 if- 
^ ^ = ° 


或者 


A 2 土 2 i \/ a 6^ sin # • A — 1 = 0. 


于是，最后得到 


2 


2 


A = 干 i\/^T sin f 士 \/ —ab— sin z (^ + 1 

h V 


如果 abr 2 /h 2 ^ 1, 则根号下的表达式非负且 


r 2 9 ( t 2 9 

A | = a /;— siir + I - a 6— sirr p + 1 


于是，当 ^r/h ^ 1 时稳定性的谱特性满足. 


习题5 证明当 


K = 


const > 1时稳定性的谱特征不满足 


习题6 借助于依赖域的定理证明当 \/ a 6 - = k = const > 1时网格问题的解不 
一 定收敛于原微分问题的解. ? 

假设在区域0彡 m 彡 Af 中寻找函数使它满足 （3) 和某些边界条 件：当 m 接 
近于零时有 


L l h u h = 0, 


(16) 


当 m 接近于 Af 时'<，有 


L^Uh — 0 . 


(17) 
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注记在每一层上对于的方程的个数取为等于未知量个数 M + 1因此方程 
(3) 中的某些方程可舍弃. 

对常系数的网格边值问题也有稳定性的谱特征，常常可以相当简单地舍弃对计算不 
合适的差分格式.可以证明不满足这个稳定性的谱特征的差分格式不稳定. 

这个稳定性的谱特征归结如下. 

1. 应该满足柯西问题（不同于前面的叙述）的稳定性谱特征.寻找 （3) 的所有如下 
形式的特解 

C = A > m , (18) 

Iloilo = sup bml < 3C. (19) 

— x < m<oc 

柯西问题的稳定性谱特征在于对给定的当 T , / l . 趋近零的规律有 

lim sup | A | ^ 1. (20) 

IM| 0 <oo 

符号 sup 引入的目的在于再一次强调上界是取在满足条件 （19) 的所有解 （18) 的集 

lkl | o<oc 

合上. 

2. 应该满足如下“左”边值问题的谱稳定性条件. 

研究“左”边值问题 

当 （) < m < 00时 LkUhlimM ) = 0* Ll'Uh = 0 
(考虑注记）且寻找其如下形式的特解 

= 11^11+ ~ SUp |p m | < OC.. 

O ^ m<oc 

左边值问题的稳定性谱特征具有类似于 （20) 的 形式： 

lim sup | A | 彡 1. (21’) 

3. 同样研究“右”边值问题 

当 - CC < m 彡 A / 时 LhUh \( m , n ) = 0^ L 2 h Uh = 0. 

寻找其形如< =的特解使得 IMI - 二 sup | p m | < 0C .“ 右”边值问题的稳 

— oo < m^M 

定性谱特征具有形式 

lira sup | A | 彡 1. (21") 

| M|_<OC 

注意到变量替换 m / = M - m 将“左”边值问题和“右”边值问题互相转化，且相应地 
将“左’’边值问题和“右”边值问题的稳定性谱特征可以互相转化. 

例5 研究网格边值问题 


- <1 



“7n + l — 



= ()， 


u：S - + 3^5 _ n 

2 h 



0 < m < M , 


M/i = 1， 


( 22 ) 
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这个问题是如下微分方程的逼近: 


at — u xx = 0, 0 < j ; < 1. 


其边界条件为 u x (0, t ) = 0, u ( l , t ) = 0. 


假设当 i ^趋近于零时 t //; 


2 


= K — 


const , 研究网格问题的谱稳定性 


1. 柯西问题的稳定性谱特征.寻找形如二 A r Vm 的特解.将其代人 （22) 并消去 A 
得到方程 

A I ⑺价 •丄 1 "}, LO ~ f " ^pTTl — 1 

-—=0 


丁 




h 2 


或者 M 样地 


^m - {- 1 


/, 2 \ 

2 + (A — 1) — j pm + - 1 


0. 


(23) 


函数是常系数的一维有限差分方程 （23) 的解，因此 An 二 CUlT + C 2 nZ \ 其中 Ml , 2 
为如下特征方程的根 2 

〆 —(2 + (A — 1) — ^ " 十 1 = 0. (24) 

由韦达定理 // I / X 2 = 1,因此 




m 丨 — m 

Cl/ii 4- C 2 /ij • 


为使 IMIo 对所有的 c ,, C 2 有界，必须 |/ u | = 1•令川= e ^, 由 （24) 可得 


A 


,1 T - 2 ^ 
4 ^ Sm 2 


如果= t /心 2 彡1/2,则 sup | A | = 1,且柯西问题的稳定性谱特征满足 • 相反的情况下 


则不满足. 


2. 我们通过“猜测”特解序列 


U 


入 ^prri > Wm||+ < ⑴ 


使得 r lim o | A |> l » ^边值问题的谱不稳定性.寻找“左”边值问题的形如认 
A > m 的解.将 C 代人 (22) 并消去 A n / i m 得到 


A — 1 " — 2 + " 


丁 


h ； 2 


0 


(25) 


将代人左边界条件 （22) 得到方程 


其根为//*1 = 1,綷2 


1 - 4" + 3 〆 = 0. 

由 （25) 根 ㈧ = - 相应于 A = 1 + ^ 


1 + ^ K ,. 对于这个特解 

o 


a 


\ n 

A cp 


, 4 

i + y 


3 


有关系式 


1^ 


且 A 




4 

i + f >i 


于是，这个问题不满足稳定性谱特征，应该取边界条件％ = 0在点0的另外的逼近 
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习题7 证明边界条件的逼近 


- u r i + 4< - 3吨 
2h 



满足稳定性谱持征的“左”边值问题. 


例6我们来研究“右”边值问题.如同柯西问题一样，我们得到如下形式的全体 

特解 




其中 A 和//由关系式 (25) 约束，并且 / ii / i 2 = 1- 方便地将函数表示成 




从右边界条件 （22) 得到二 0. 因此-如果 
hi > 1.贝 lj |", 2 | < 1. 且反过来也成立.在两种情况下当 m — -oo 时 — 00. 因此, 
我们感兴趣的仅仅是满足|仏| = |/， 2 | = 1的解.那么， /n 二 e ^^ i , 2 = 且 


与 H 西问题一样得到当 K = 


A 


! 4r . 2 ^ 

1_ 7^ sin 2- 


/ h 2 ^ 1/2 时稳定性谱特征满足. 


I 二面所研究的差分格式属于显式类削 • 在上层的解通过如下形式的公式（同 （7) 比较) 
由下 U 的解 i 十算出 来: 

n+1 \ 、 n n 

— / ^ 

\j\^k 

K 中/••当// — o 时有界. 

如果在差分方程中至少包含上一层解的两个值.则这个格式属于隐式类型.在这种情况 
下.通过求解某个方程组 

Cu n+1 = F ( u \ f ) (26) 

琴找网格解在上层的值.当矩阵 C 为=角矩阵时（而在求解偏微分方程组时为分块=角矩 
阵).荖分格式称为半显式的.于是，半显式格式构成隐式 （ C 为三角矩阵）的子类.而显式格 
式是半显式差分格式 （ C 为单位矩阵）的子类. 

在隐式(特別，半显式)格式中产生了这样的问题,即建立求解方程组 （26) 的算法,它对 
于计算误差的影响是稳定的. • 

我们来对方程1/, H - au x = 0研究简单的半显式 格式： 



(27) 


寻找形如 C = A n e im ^ 的特解.将这个表示代人 （27) 得到 



于是，入 ㈤ = 
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习题8 假设 rj = sup | A ((^)|. 证明 

1) 当 a 彡0时 a 彡1; 

2) 当 (2^ 彡 — 1时 a 彡1; 

丁 1 

3) ^ a— = k — const, —1 <k<0 时 o = --— > 1. 

h | 2 k , — 1 

于是，当 - 1 < K < 0时稳定性谱特征不满足. 

实际计算时总是有有限个第 n + 1层值 iC + l 参与计算.如果我们写出 （27) 当 m 二 
1,-.. , M 时的方程，则得到关于 （ A / + 1) 个未知量< +1 ，…,-^ +1 的 M 个方程的方程组. 
我们来研究在矩形 

0 ^ ^ X = Mh ,, 0 < t < T 


中寻找解的情况. 

函数 u [ x ， t ) 二 % l)(x - at ) 是方程+ alia ； = 0的解.如果 a 二0,则解由给定的初始条 
件 ix ( x . O ) = u 0 ( x ) 唯一确定.当 ci > 0时为寻找解只需给出 u ( x ,0) 和 u (( U ). 当 a < ◦ 时 
则给出 u ( x , 0) 和 u ( X , t ). 

在 a > 0的情况中从边界条件我们也已知 u^ +l = u (0, ( n + l ) r ), 于是方程的个数等于 
未知量的个数. 

方程 （27) 可以表示成确定 7 i ^ +1 的递推形式： 


n + 1 
Um 




(28) 


如果 u ^ t 1 , 包含某个误差 d ， 则由 （28) 它在 C 1 中引起的误差仏+ 1 等于 

丄十 


当 a , > 0时有 K 彡 （） 和0彡^ < 1- 于是 , ic +1 i < id ，即值中的误差减小, 

可以指望按照公式 （28) 计算时的^差不会导致不期望的结果. * 

在 a < 0的情况中，已知值 u 11 ^ 1 = u { X , (n + l ) r ), 计算将按照从 （27) 导出的递推公 

式进行： 




如果 k 彡-1，则0彡1 +丄< 1，且误差 C + 1 在值 u ^_\ 中产生的误差= 

K 

^ +去)仏+1使得 id < id . 于是.应该指望计算误差的偏差不 严重. 

注记计算公式 （28) 关系式 |«^ l | < | C - L il 当 - 1/2 < « < 0时也满足，而对公式 
(29) 关系式 \8 7 ^_\ | ^ |^ +1 |当 - 1 < k 彡-1/2时也 满足. 但是，在这些情况中不满足稳定 
性谱特征 <7 = sup | A ((^)| < 1. 

2tt 


假定在区域 i < r 中我们感兴趣的是柯西问题在初始条件 U ( x ，0) = Uo { x ) 之下的解， 
初始条件定义在0 < z 上且 a > 0. 微分问题的解定义在带状区域 at ^ x ^ Xo ^- at 
我们来研究矩形区域0 = Xo ^ at . O ^ t ^ T 中的边值问题，其中当0彡 （彡了 
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时给定任意光滑函数 u (0, i )， 当 Xo ^ x ^ X 时给定光滑函数 u ( x ,0), 它们满足一致性条 
件 7 i ((), 0) = tio ⑼和 uo ( Xo ) = u ( Xo , 0). 

为求解这个问题应用半显式格式 (27), 上一层的汁算按照递推公式 （28) 进行.可以证 
明，对光滑函数 uq(x) 在区域 aZ 彡: r 彡 Xo + at 0 ^ ^ T 内得到的网格解将接近于柯西 
问题的解. 

在求解柯西问题和边值问题时.特别是在方程组的情况，经常使用带有逼近阶为 0 (r + 
h 2 ) 的隐式格式 



有时借助于这个格式得到半整数层的解，即从如下关系式寻找 c +1/2 


u ^ l/2 



r/2 



n+1/2 

U m+1 



n+1/2 
m — 1 


2 h 



进一步应用显式公式 




n+l/2 
m +1 


— U 

2 h ~ 


n-f-l/2 




我们来研究同样的柯西问题情况.如果我们写出 （30) 当 m = 1，…， A // - 1的方程，则得到 
带有 M + 1个未知量 M -1 个方程的方程组.在每一步我们还少两个方程.同以前一样，应 


用边界值给定值而任意给定.关于值的方程组 （30) 将应用追赶 
法求解. 


可以证明对光滑函数 u 0 ( x ) 和任意 e > 0网格问题的解在由如下不等式定义的区域中 
收敛于微分问题的解 

at + £ ^ x ^ cit — £■， 0 ^ t ^ T . 


为改善收敛性，代替给定 U 7 ^ 1 取所谓“软”边界条件 -更合适. 


§3. 冻结系数原理 

常常不能成功地对差分问题的适定性进行理论研究并证明其解收敛于微分问题的 
解.数学理论发展到现在在某些情况下这个研究原则上是可能的，但要求研究者具有相 
当高的技能并花费大量时间. 

在这种情况下，有时限于研究格式的稳定性，这一研究基于以下面描述的冻结系数 
原理.并通过对带有可能的已知解的测试问题的计算来对所得到的结论进行最后的实验 
验证 • 

冻结系数原理叙述如下. 

1. 将差分格式写成关于变分的方程（即满足两个无限接近的解之差的方程).这个 
方程是线性的且在线性问题情况下与原方程相同. 

2. 同定区域 G 中的某个点 P 且冻结这个方程的系数，即变分方程系数的所有值 
取成等于它们在这一点的值.如果问题是非线性的，则变分方程的系数与未知函数有关， 
且这个方程的网格解的所有值取成等于它们在同一点 P 的值. 


§3. 冻结系数原理 
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3. 研究得到的网格问题 L ^( Su h ) = 0的稳定性.研究的方法与应用于研究常系数 
网格问题稳定性的方法一样. 

假定当在网格的每一步上满足条件 

7(^, P )>0 (1) 

时网格问题稳定.这个条件自然可能与点 P 的选择有关. 

4. 取某个条件 7 (/ ? .) ^ 0作为稳定性条件，从这个条件可以推出条件 7 (^, P ) ^ 0 
对于所有的点 PeG 成立.常常选择稳定性条件 7(/0 ^ 0使其具有某种“ 稳定裕 量”， 
特别是对非线性问题. 

我们来研究应用冻结系数原理的例子.假设要求解方程 


U t + ( W ( M ， u)) x - = 0 


⑵ 


的柯西问题，初始条件为 u ( x ,0) = u G ( x ) .以？&记解在点 ( x , t) = [ mh ， tit) 的近似值. 
用如下差分格式逼近方程 （2): 


d 


nr , < n ) - #((m - 1)"， nr , ) 

h 


— ^( mh , nr , u 1 ^) = 0. (3) 


设？严 


m 


n 

m 


+ ☆ 为网格问题 （3) 的另一个解，即 < 为问题⑶的两个解之间的差.将 


^代入 （3) 得到 

( U 


77 + 1 


; n + 1 


m + 


) - i u m + ^ m ) 


丁 


— 丁 ， -f S 7 r l n ) 



^( rnh , nr , u\ l n + S 7 ^) - #(( 爪- 1 )"，m u^ l ^ l 

h 


从这个等式减去 （3) 得到 


+ 1 ) 



p ( mh , nr , u T ^ n 4- Sl } n ) — nr . u J r l n ) 


= 0, 


p (( m - + 心 - i ) l )", nT ， u;U 


⑷ 


tit, iL^ n + S 7 ^) - 7p(mh } nT, u 7 ^)) = 0. 


保留到 6 的二阶小量.则成立如下近似式 


★ mh ' nr , u] l n + S r 7 l n ) - < p { mh , nr , t/ 7 r ；J ^ p u ( mh . nr , 


P((rn — l)" ， mvC-i + C-i) - ^(( m - 1)" ， ” 丁， <- 1 ) 。 Pu((m - l)h,nr, 

物 nh，7iT，u? n 十5二） - #(m" ， nr，O ^ u (mh,nr, u n m )^ x . 

于是，解的无穷小增量(称之为变分)满足方程 
《+ 1 — 



+ 


— ^Pu({ni - 1 )//,，/?' <—】) ❿ 


h 


- 也 (m/z ， rrr ， u^) 心二 0 


这个方程称为对于 （4) 的变分方程. 

冻结系数，取所有的值 ( Ax 和也，等于它在某个点的值 




S 


TI 

m 


-一 a 


T 


h 


bS 


m 


0 


⑹ 
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由此我们有等式 


^'m +1 = 仏 （工 - i + “) + Kx-\ a J } 


以及估计 


;;:广 1 1 < max 


1 — a 


h 


f)T 


ar 

h 


⑹ 


因为⑹对所有的 m 满足，则 

m ,^ c|d 彡 max | C | 
令 max |^；；J = ||^ n || c * 关系式⑹改写成 

m 

ar 


CIT 


+ |/斤| 


h 


) 




h 


|6t| + 


a 丁 


h 


l ^ n || c . 


(IT 


如果 0 彡 7 彡1，则 


于是 


1 - ^ 

+ 

hr 

+ 

ar 

=( 

1 - ^ 

+ 

ar 


hr 

h 




h 

V 

h 


h 

) 



i + |/和 < 


|6|t 


^. + l || c ^ e IMr ||^ n || c> 


⑺ 


应用 （7) 得到关系式 


||^ 2 |! c ^ el 6 lH |^|| c ^ el fa l 2 T p' 0 ||c 

ll ^ 3 || c ^ el 6| HI ^ 2 || c ^ el 6 ^||(5 0 ||c 


在 TIT 彡 T 时的有界时间区间上有 

link 、 沪 Ik, 

即差分问题对初 始数据稳定. 

差分格式 （5) 的稳定性可以在条件0 < af < 1证明. 

相应于冻结系数原理，假设原始差分格式 f :3) 应该在条件 

0 ^ a(mh,nr, u T 7 l n )^ ^ 1 ( 8 ) 

之下稳定. 1 

可以证明当 t 较小时这个条件对于对差分格式 （3) 可实际应用是充分的. 

当不能严格保证差分问题的稳定性时，与通过冻结系数原理得到的格式相比.建议 
通过缩小格式参数的变化区域来建立“稳定裕度”.例如，在此情况下，代替 （8) 建议取 
条件 

T 

0 K ^ Q ~ ^ 1 — K . 

要求通过数值实验来适当选择缩小的值. 

对于各种格式的稳定区域缩减的例子有：1倍（即不缩减 )，1.15 倍， 1.3 倍， 1.5 倍, 
2倍等. 




. 带有不连续解的非线性问题的数值解 
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事先不知道网格问题解的值应该处在怎样的区域中，因此网格问题实际求解时 
不能取步长 t 使得对所有的 m ， n 满足稳定性条 件⑻. 特别，当求解非定常问题时，时 
间步长常常取为变化的：寻找解在点 ( jnh . t n ) 的近似值步长 T n = t n+ \ - 与 n 
有关.对每一个 n 计算 

A [ n = inf a ( mh , t n ， u ^ n ), A 2 n = sup a ( m / i , ^ n , u ^). 

如果恰好 < 0,则按照这个格式的计算终止，因€任何步长&〉0都不能对所有的 
rn 满足条件0彡 ci{mh 、 t n : O n Ih . 如果彡0,则选择步长 T n = („ +1 — 使得条 
件 A 2 n r n /h ^ 1 满足. 

对于线性和弱线性问题，已知当进行了严格的稳定性研究并且方程的系数对所有变 
量满足利普希茨条件的情况下，有如下事实：如果满足关于冻结系数的稳定性判据，则差 
分格式实际上稳定. 


§4. 带有不连续解的非线性问题的数值解 


我们来研究方程 


du du 

U di 


⑴ 


在初始条件 


w 0 ( x ) 


,当 ; r < 0 
I， 当彡0 


下的柯西问题.这个问题没有连续的解，因此差分问题在通常意义下不能逼近微分问题. 


但是，仍然可以研究这个问题的差分逼近 


— U 


m — 1 


n + 1 


— U 


+ U m-l 


n+ 1 


ul + _ 1 U：' - U 


初始条件为 


1. 当 m < 0, 
0,当 m 彡 CK 


⑵ 

⑶ 

⑷ 


⑸ 


不难验证，当 


丁 = 


h 时问题（2)， （5) 的解是 


1，当 m < 0, 
0,当 m 彡 0. 


问题（3)， （5) 的解是 


1，当 rn - n < 0 
0，当 m - n 彡0 
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问题（4)， （5) 的解不能写岀显式表达式. 



h 时由⑷有 


a 


n+l 


直接计算 nf 以验证 


< — 3(«.) 2 — ( C - i ) 2 ). 


⑹ 


ul ^ 


更精确的理论上的佔计表明 


U 


1 , 当 m — n /2 < 0, |m — n /2| 》 1 , 
0,当 m — n /2 > ◦， |m — n /2| 》 1. 

1 + 0( g |m _ n/21 )， 当 m - n /2 -> -oc 
0 + 0( g |m — n/21 ), 当 m — n /2 — > oo . 


u ( x , t ) 


其中 g < 1. 于是，网格问题 （4)，（5) 的解近似于不连续函数 

1,当 x - i /2<0, 

0. 当 j ; - "2 > 0. 

于是，逼近同一微分问题光滑解的各种差分问题的解当步长趋向于零时可能收敛于 
不同的极限.注意到当不能指出解的间断线是怎样的时候，微分问题的解本身也不是唯 
一确定的. 

在最典型的情况中，间断线的条件是由于积分守恒律保持的结果，从这些规律中产 
生了这样的微分问题. 

设 u 为方程⑴的光滑解.对 （1) 按照变量 ( xj ) 在某个区域 G 上积分得到 

' , d.u 1 du 2 \ 

~^7 + ^ ~ I dxdt = 0 

at 2 ax 

、 

G 


或者 



u 2 dt — udx )=0 


⑺ 


r 


其中 r 为区域 g 的边界.如果方程⑴乘以^并且在区域 G 上积分，则得到 



1 du 2 

2 dt 


1 du^ \ 
+ 3 


dxdt = 0 


或者 




⑻ 


如果对于光滑函数 u ( M ), 条件 （7) 或 （8) 对任意回路 r 满足，则这些条件等价.当 
u ( x , t ) 间断时情况则不同. 

如果 u ( x ， t ) 分段光滑，则由 （7) 可以得到在函数光滑的区域内 w 是方程⑴的解， 
而沿着间断曲线 X ( t ) 满足关系 


dX [^ 2 /2] + u - 

- = uJ — —:~:—=- 

dt [ u ] 2 

这里各符号定义如下 




lim 

e>0,e—^0 


/(X + M )， 


= Jn^ o f ( x -[/] = /++/-, 
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同样地从 （8) 推出在函数光滑的区域中 u 是方程 （1) 的解，而沿着间断线满足关系 

(IX [ u 3 / 3 ] 2 ( u ^_ uyu- -{- u 2 _) 

dt ^ [ w 2 /2] 3( u-f + u ~) • 

从上述可以看到为使差分问题的解收敛于方程 （1) 的间断解，本质上在于差分问题 

与相应于微分问题的守恒律之间存在确定的关系. 

对一个未知函数误差的理性思考、数值实验以及理论估计表明差分格式应该具有耗 

散的性质.这个性质正确地叙述成如下形式：如果相应于守恒律 | (^dt - ipdx ) = 0寻 

找方程 

dx =0 

的解，则差分格式的左边部分应该是表达式 


^{^mi ^rif ^rn)' ， ’n ， ^m) (9) 

的线性组合或者近似于这些组合.例如，差分格式 （4) 满足相对于守恒律 （7) 的耗散条 
件.相对于守恒律 （8), 如下差分格式满足耗散条件 

« +1 ) 2 -«) 2 , « n ) 3 - «- l ) 3 . 

-27-+- 3~h - = °- 

在随后的时间里，耗散条件得到实质性的扩展.例如，下列差分格式满足关于方程 

Ut -h = 0扩展的耗散条件. 

首先进行半步长计算 

^ I ^7. I ^ | 

n+1/2 ^m+1 十 ll m 

7 i m + l /2 2 , / (<!+l + < 1 、 <1+1 — C n 

- r -切 I —~2 ) ― — h ^ =0 ， 

然后按如下公式进行完整步长计算 

( n+1/2 、 ( n+1/2 \ 

d + 中 卜 m+"‘2 j - W { U m-l/2) =Q 

这里差分格式仅仅在最后 1 步上写成表达式（9^的线性组合. 


§5. —维拋物型方程的差分格式 


在不太严格的水平上了解了双曲型问题的稳定性和收敛性之后，我们以更严格的数 
学描述来研究一维空间变量情况下拋物型方程的差分格式. 


假设要寻找函数 u ( x , t ) 使其为方程 

du — d 2 u 

在区域= [o, x] x [o,r] 内满足如下初始条件和边界条件的解 


+ /0,0 


⑴ 


w(x, 0 ) 二 Uo(x), u( 0 ,t) = u[x ， t) = (2) 

今后处处假定函数/， 仏和吻 使得问题 （1), (2) 的解足够光滑. 

我们来按照前面的方式建立差分格式.用相应于坐标分量 z 和〖的步长 /i = X / M , 


丁 = T/N 的矩形网格对原区域进行划分.寻找定义在网格 Q hiT = {( mfi , nr ) : 0 ^ 
m ( M , 0 ^ n ^ N } 中的节点 ( m ， n ) 处的函数值 w "， 它是函数 w 在 Q Kt 中的近似. 
同以前一样，记 u h ( mh , nr ) = u 7 ^. 
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将 （1) 中的导数由差商代替.导数 du / dt 在点可以由多种方式的差商关 
系代替，例如 


du 

dt 


u [ mh , (n + 1)7") — u ( mh , nr ) 


{ink,nr) 


或者 


du 

dt 


u ( mh , nr ) — — l ) r ) 


I (mh,nr) 

取决于近似方法可得到不同的差分格式.关于变量: C 的二阶导数通常由如下近似替代 

d 2 u I u((m — 1 )/ i , nr ) — 2 u ( mh , nr ) -h u((m + l )/ i , iir ) 


dx 2 


h 2 


’ I (mh } nr) 

将这些关系式代替 （ l ) 中的相应的导数得到 


H 2 


+ 


(3) 


m = 1 ， … . M — 1 , 


0, ••- . N — 1, 


n+l 


n+ 1 
m — : 


h 2 


n+l 
m+ 1 


+ <+ 


⑷ 


m 


1 , , AI — 1 


= ()•••• ， TV — 1， 


(第二个式子做变换 n n + 1 后得到).函数 pi 是的近似. 

除了方程 （1) 以外还必须逼近初始和边界条件.让 

u° m = u 0 { mh ), Uq = / ii ( nr ), u 1l M = / i - 2 ( nr ). (5) 

于是，方程 （3)，（5) 和 （4), (5) 为拋物型方程 （1)，（2) 的边值问题的相应的差分逼近. 
我们来寻找差分格式 （3), (5) 的逼近误差的阶.为此将微分问题的精确解代入 （3). 


因为 


u ( x , ni 十 7") — u ( x , nr ) 


du r d 2 u 

瓦 (x,nr) ^ 2 (x , nr+0 


o ^ r, 


u((m — l ) h , t ) — 2 u { mh , t ) + u((m + l ) h , t ) 


d 2 u 

dx 2 


则 


h ； 2 


h 2 d A u 

H --—— 

ux (mh+rj.t) 


0 ^ rj ^ h. 


u ( x , t + r ) — u ( x , t ) u{x — h ^ t ) — 2 u ( x ， t ) + u{x + h , t ) 


du 

dt 


d 2 u 丁 d 2 u 

dt 2 (训) 

- 隹 - . O 


h 2 




f v 

h 2 d 4 u 

{ , + ^) 


w(x，0 


= /( x , t ) — ( p ( x , t ) -h 0( h 2 -f t). 

于是，如果让 = f ( mh ， n 丁)， 则差分格式 （3), (5) 的逼近误差阶数为 0(/ i 2 + t) (边 
界和初始条件精确满足).类似地，可以建立问题⑴，⑵的格式（4)， （5) 的逼近误差阶 
数也为 0( h 2 + r ). 
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但是，在格式 （3), ⑸和 （4), (5) 之间存在原则上的不同.我们来解释其实质•由 （3) 


可推出关系式 


71+1 


C + 砭 (. 


m .—] 


2 u 


m+ 


L)+^C 


⑹ 


由于值 < 已知，从 （6) 可以找到值 <(m = 1 .... ， M - 1) 等.因此，在已知 < 时下 
一时刻的解 1 可以借助于显式公式 （6) 求得.因此格式（3) ; (5) 称为显式的. 


对 （4) 进行变形有 


+ ( 1 


h 2 


2t 

h ? 


^ + 1 _ u n+i 

rn i^2 m+1 




+ 1 


" r H 三 mi ((几 +1) 丁) 


n+l 


//2 


<n 


十 1 


C 1 


rn = 1 , …， M — 1 ， 


⑺ 


"'2 (( 几 + 1) 丁 ). 


当已知 i^，m = 1 ，…， Af — 1时，关系式⑺表 7 K 关于未知量 u r ^ 1 , rn = 
的线性代数方程组.因此，格式 （4), (5) 称为隐式的. 


M - 1 


关于未知向量 v = K + 1 ，... ., u n A ；\) T 的线性方程组 （7) 可以写成 dv 二 b , 其中 


矩阵 A 和右边向量 b 有形式 

/ 2r 


/; 2 


h 2 


h z 


h 2 


h 2 


1 + 


2 丁 


b k 


t/.y + r ^ +] - f - + 1)了)， 

U T ( P 7 m-i + 》 2((n + l ) r ), 


2 ^ /c ^ AI — 2, 


M 


可以应用前面章节描述的追赶法求解这个方程组. 

我们来研究这些差分格式的稳定性.形如 （ m , n ), m = 0, •…， M 的节点集合叫作第 
n 层节点集 .设? i n 为函数 W 在第 n 层节点集上的限制，而为右边部分在第 n 
层的内部节点的限制.引入节点层上的范数 


u n = max u T r l n , 

O^m^M 


lb n ll 




如果存在与网格步长 h 和 T 无关的常数 Cl 使得有估计 

max || u n || ^ ci ( max \\( f n \\ + max < max max 1/41, ll’ u °ll M ， 

O^n^N " " H {o^n^N lh O^n^N J J 

则称差分格式为 在空间 C 的网格范数下是稳定的. 

首先来研究显式格式 （3), (5) 的稳定性.我们有如下结论. 

定理 1 假设 r 彡 h 2 /2. 则差分格式 （3)， （5) 在空间 C 的网格范数下稳定. 
证明 将 （3) 改写成 

,..n+l _ / I I 丄 /Vl/ n 丄 


⑻ 


U T jn = U — ^ P) u m + P u ni -\ + f m m+l + T ^Pnv 
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其中 p = r / h 2 . 如果 max Id 在内部点 ( m 0 ,n -f 1) 达到•则 

m 

max I <十 1 1 = max |(1 - 2 p ) u , r l n + + P ? C+i + ^ m | 

rn ' rn 1 1 

^ ( l -2 p )| K ||+2 p | K | Kr ||^|| = IKII +n 

在相反的情况下， 


max 



彡 max {Id |"m 


由此可得估计 

||^ +1 || 彡 max {|/^+ 1 |，|/^+ 1 |，| K ||+ T ||，||}, 


⑼ 


它与函数在网格层上的范数相关. 

现在将问题（3)， （5) 的解 u " 表示成?户=/ + 其中/为问题 （3), (5) 当右边 
部分一三0时的解，而#为问题（3)，⑸带有齐次边界和初始条件时的解.根据估计 
⑼对有 



彡 max < max 
[ o ^ k^N 


I "々 I , max 



^ ^ max 


max 

0^ k%N 




1/41 ， II 以 0 


O ^ fc^.V 


另一方面，如果 （n + 1 )T 则根据同样的估计 （9) 对一得到 

IK l+1 K IKII + HK m + HM + W ”|) 




w 響 


k 


/’ll < T max 




于是，最后得到 

Ill'll ^ lh /11 + IKII ^ max I 

因为这个不等式对任意 n ,0^ /7 
数意义下稳定.定理证毕. 



O ^/ c^N 



max 

O ^ k^N 



+ T max 


O^k^N 



N 正确，则这也意味着差分格式在空间 C 的网格范 


(这个结论可以应用关系式 （9) 且不引人函数/和1.，"直接推出 .） 

注意到在此情况下 （8) 中的常数与 r 有关. 

如果 r / h 2 = K = const , 则条件 k ^ 1/2是稳定性的充分必要条件. 

习题1 设 lim 7/1,2 - 1/2 = oo . 证明格式（3)， （5) 不稳定. 

h , 丁 — 0 丁 

提示考察特解 

n xn . TTTJlh 

u m = \ sm 

差分格式 （3)，（5) 的稳定性证明是在当步长满足关系式 t < h 2 /2 时得到的.仅仅 
当步长满足一定关系时才具有稳定性的差分格式称为 条件稳定性. 相应地，如果格式对 
任意步长关系稳定，则这样的格式称为 无条件稳定. 

我们来说明格式（4)，（5)属于无条件稳定类.下列定理正确. 
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定理 2 对任意和 7% 问题 （4), (5) 的解具有估计 （8). 

证明 类似于前一个定理的证明，将 （4) 变成 

1 + P(-^i + 2'< +1 — <^)=4 + r^ 1 , l^m 彡 M - 1. (10) 

从所有的中取出模等于 ||' u n +1 || 且标号 m 最小的值.如果 m = 0或者 m = M , 则 
⑼满足.现在设 m 不等于0和 M . 因为 |< ri +1 | > ( 按 m 的定义）且 |< t +1 | 彡 

Ktl ，则 | 2 <+ ] | > I'd + K ^ l . 因此， sign (2<+ 1 - -< Vi ) ^ sig ^ K ^ 1 ). 

于是 

K +1 I 卜 l ' C +1 K 1 C 1 十 〆 - Ci \ +2 C + 1 

对于格式（4)，（5)，在任意々和 r 下得到估计 （9). 定理最后的证明与前一个定理的证明 
相同. 那么，格式 （4), (5) 是无条件稳定的. 

于是，在显式格式 （3), (5) 和隐式格式 （4), (5) 之间存在原则上的不同 之处. 显式 
格式相应于函数值计算的显式公式，这一公式按照已知前一层的函数值来计算本层函数 
值.但是，这个格式是条件稳定的.这导致对小步长/ I 我们被迫选择过于小的时间步长 
( r ^ h 2 /2) 以保证稳定性.这本身导致计算机计算时间消耗大大增加，从而如果按时间 
变量解足够光滑.则难以保证精度要求.另一方面，应用隐式格式时可以大大增加时间步 
长 T , 但从一层转向下一层时每次要求求解方程组.不过在一维情况下这没有什么问题. 
特别，使用追赶法当已知 U " 时可以在 O ( M ) 次运算内得到即从一层到下一层的 
算术运算量的量级将与显式格式的相同.这使我们能得出结论，在一维情况下应用隐式 
格式更具有优势.因为它导致计算机运算时间消耗减少. 

现在来研究差分格式 （3), (5) 和 （4), (5) 在不同范数下的稳定性，特別是类似于范 
数 L 2 和叫的按层的网格范数.因为差分格式（3)， （5) 和（4)， （5) 的性质研究按照同 
样的方法进行，所以我们将两种格式结合在一起.同以前一样，为直观起见，我们对照它 
们的模板.在此情况下，差分格式 （3), (5) 和 （4), (5) 的模板具有图 10.5.1 和图 10.5.2 
所示的形状. 

( W —1 ，行+1 ) ( W,«+I ) ( WI +1,/7+1 ) 


(w-1 ， ai) (m ， n) (w+1 ，"） (mji) 

图 10.5.1 图 10.5.2 

设 7 ； 为定义在层上且在第 m 个节点取值 l; m 的函数 . 

Av rn = Om + 1 — 2v m + V ni —i)/h: 2 , 八 … （；M) = U(X + /? J) — 2u(x\ t) u(x - 
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引人比（3)， （5) 和（4)， （5) 更一般的格式 

C 1 ;% = 十 1 + (1 - ♦< + 心 m = 1,…, M - 1. (11) 


(w-K/i+l) (m ， "+l) (m + \,n+\) 


0-0 ― o 

(w-l ， /z) (m,n) 


冬 1 10.5.3 


式 （ li ) 中的常数^称为 权值，常常取自区间 
() 彡 a 彡 1. 特别，当 a = 0时表达式 （11) 变成 （3), 
而当 a = 1时则得到 （4). 差分格式（11)， （5) 称为 
带有权值的格式.当 a e (0,1) 时它具有六点模板 
(图 10.5.3). 格式 (11), (5) 仅当 a = 0时是显 式的. 
为了区分其与其他带有0 < a < 1的隐式格式，差 
分格式 （4), (5) 称为 纯粹隐式格式 ■ 


设 


K 丁 u 


h 


U 


TI + 1 


( 771 . 71 ) 


m 


u 


n 

rn 


T 


— (7 — (1 — (j)ACr 


同以前一样，称 

v = Ll T [u\k-^ h ( 12 ) 


为微分方程 （1) 由差分格式 （11) 逼近的误差，其中 Mh 为解在网格节点 Q h , r 处的值. 
注意到 u / l 精确满足边界条件和初始条件.应用 U 在点 ( x - J - hr /2) = ( m / i ， nT * + 7 V 2) 的 
泰勒展开式，有 

u ( x , t -\- r ) — u ( x . t ) dn 


T 


dt 


(x ， t+r/2) 


r 2 d 3 u 
+ 24 


(: r , t + C ) 





du 


+ 0( r 2 ) 

( X ， f + 吾） 


d 2 u 

dx 2 


( xj + 今） 


h 2 8 4 u 
12^ 


( x.f + 吾) 



du 

dt ( X , t + i ) 


+ 0( r 2 + / i 4 ). 


由此得到 

\ dtt 

: r，Z + -) - vC + T ( a - O . 5 ) 八瓦 T 、 + 0( r 2 + h 2 ). 
于是，如果 < = f ( x，t + r /2)， 则当 a 兴 0.5 时 _r = 0( h 2 + t ), 当 a = ().5 时 


r = 0( h 2 + r 2 ). 

我们来研究解对于初始数据的稳定性.即估计解对初始数据扰动的敏感性.假设 

三 / 三 0 •记 



我们称差分格式 对初始数据按范数 L 2 , h 稳定. 如果存在与网格步长 "和 t 无关的常数 
CX 使得对于问题(11)， （5) 当 m = M 2 =外三0时成立估计 

r max . J ^ n | k 2 , h ^ ^ ilk ° IU 2 . h - (13) 

0彡 n 彡 N 
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在差分格式理论中习惯上对矩阵和代表它的线性算子表示不做区分. 
以八记这样的算子（矩阵)，它使得在节点0, - • - , M 处具有值吻 
UVM = 0的函数变为在同样节点处具有值 ••- , Avm-i 


vm-uvm = o 的函数？；变为在同样节点处具有值0 : A ^ i , 
M ] 二 a/ , 2 = ip h = 0 的情况下方程 （11) 可以写成 

u Tl+l = Su n . 


= 0/" i ,. 

0的函数 


在 


n + 1 


矩阵 S 称为从一层到另一层的变换矩阵或算子.在一般情况下 S 可能与 n 有关.设 


{\}，i 


• ， M - 1为矩阵5的特征值.矩阵 S 为对称的，因此||5|| 2 = max | A 泳函 


数，可以表示成离散傅里叶和式 


、.() 




k 二 


. nk .[ mh ) 

sm -x- 


从等式 


. nk/mh . nkmh 

A sm — —— = -v k sm — —— 


4 sin 


nkh 


口 k 


▲ * ^ - n. — i ^ ft j^2 

推出 " a 。 是算子 A 的 特征值.从 （11) 得到 （E — arA ) u l = (E + r(l — cr ) A )? i °, 
S = 、E — arA)~ 1 (E - f - r(l — cr ) A ). 因此. 

, 〜 • 7rk(mh) \ 1 — r(l — ct)^ . 7rk(rnh) 

u - = s E c ^ sm ^- =2： — 


即 


I [ • 7Tk(mh) \ 1 — T (1 — . TTk(rnJi) 

u - = s [^ CkSm 1 -J = g sm 

于是，矩阵 s 的特征 i Ah 具有形式 _1 

— 1 - r(l - a)v k 
k 1 + rauk ' 

我们来解释什么时候满足条件 | A fc | < 1 .将从 换成其外的表达式得到条件 

一1< 卜 T(1 —咖 <1. 

1 + TCTUk 

因为 z/,,r > Q , 则这些不等式等价于关系式 

— 1 — TCTUk ^ 1 — r(l — <j)uk 彡 1 + TGV^. 

右边的不等式总是成立，而第二个不等式当条件 r(l - 2a)iy k ^ 2满足时成立.而当 

(7 > 1/2时这个条件对任意 t > 0满足，当 a < 1/2时如果 

X 2 h 2 2 h 2 …、 

r < _ < _ < _ (14) 

、 2(1 — 2 a ) 、 （1 — 2 a ) max i / fc 、 2(1 — 2a) 


(14) 


则这个条件成立. 

于是,我们得到了格式 (11), (5) 对初始数据稳定性的充分条件.也就是，如果 c / p 三 ◦ 
且的，// 2 三0,则当 a > 1/2时差分格式 (11), (5) 无条件稳定，当 a < 1/2时如果步长 
々和 t 满足关系式（14)，格式 (11), (5) 稳定，即在此情况下条件稳定. 

假定条件 |A fc | 彡 1 被破坏，即 |Am-l| 彡 1 + \ 其中 d' > 0 且与 h 和 t 无关.让 


0 • 丌 （M — l)mh 

Urn = sm -- 


则有 


u^ = (l^S) n sin n(M 且 |K n |j = (l+W|| 
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其中 S ^ S > 0 . 在此情况下当 t —() 时 ^ max 7 H-^ll ^ oo , 即格式不稳定. 

有时使用几个不同的对初始数据的定义.称差分格式对初始数据稳定，如果变 
换算子的特征值位于半径为1 + cr 的单位圆内.我们来证明，在所研究的例子中这个定义 

M-1 , 

与 （13) 相同，事实上，设、为矩阵 S 的特征值.则 u n = 5 n u ° = Y , 且 

= 1 

\\ u n \\ ^ (l + rr ) n | 卜在此情况下，当 nr = const 且 t —* 0 时有 ||?/ ,I || ^ e cT ||? i u ||, nr ^ T . 

对更复杂的问题，例如.另一些类型的边界条件，方程 （1) 的右边算子为更一般情况 
等，研究差分格式时应用极大值原理或傅里叶方法证明稳定性将有一定的困难，有时使 
用这种方法研究稳定性甚至是不可能的.在此情况下差分格式的稳定性研究常常采用能 
量估计的方法进行.我们基于微分方程来简短描述其核心.设 u ( xJ ) 为如下问题的解 

f)n 0^ u 

+ /， u ( O . t ) = u ( X , t ) = 0. w ( x ，0) = u 0 ( x ). (15) 

2 

假定右边部分的函数 /( x , o 和函数 u 0 ( x ) 使得对任意， G [0. r ] 存在枳分 fU!,x < 
oc 且^关于/连续.方程 （15) 两边乘以1/并对 x 积分.应用分部积分公式得 到能量 

at 

恒等式 


dt ~ dx 2 



X 


2 


Jo 


^ ,0 


X 


du 

dx 


2 


dx 


udx . 


(16) 




函数 t ) 当对任意 f g [ o ， r ] 属于空间1巧[ () 一引时.我们记||^)||? 


•Jo 



2 


dx . 


如果函数 f ( x ， t ) 使得对任意"€ W-2 [0, X ] 存在积分 y f ( xj ,) g ( x ) dx , 则以 
ll / WII - i 记其范数 ° 

參 \ 

11/ ⑴ 11-1 = sup — [ \ fg \ dx . 

。 P Jo 

gewj [o.xj 


由 


i 的定义，有 

-V 



fudx 


./() 




在获得最后一个佔计时应用了 r 不等式 


它从如下关系式推出 


| 甽 d 2 + -6' 


(17) 


2 


0 ^ T Jea ± ^ 7 = 6 ) 二 ea 2 + — ± a . b . 
\ 2 v/F ) 4 e 


在此情况下我们以 a 记 | Kf )| h ，以6记 ||/(0||- i - 

于是，从 （1 G ) 推岀不等式 

1 0 v . 


2 -j f j u 2 d:r + (1 — ^)|| tx(^)||i ^ j ： IL/(Oll-i- 
为确定起见可以假定 f = 0.5. 最后一个不等式对 / 从零-了积分，结果得到 

i|KT )|| 2 + (l-e)^ ||”m-IMI 2 + 去乂 11/(011-1^* 
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这里 || M ⑴II = (j: u 2 ( x , t 、 dx ). 上面最后一个不等式称为 能量不等式. 特別，从中 

可以推出解 u ( x , t ) 连续依赖右边部分和初始条件. 

应用某个类似格式研究网格问题 (11), (5) 的稳定性.注意到为 W 在第 n 层的 
值，即 u n ( mh ) = u h ( mh , nr ). 在此情况下方程 （11) 可以改写成 

< =。八， +1 + (1 - a ) Au n + ip n , (18) 

这里 •< = 在每一层的函数空间中（带有零边界条件）引人数量积和 范数: 

M — 1 * 

( v ， w ) = E hv rn w m , \\ v \\ 2 = ( tvu )， 


注意到 



M -1. 




m=0 




因此 （18) 可以变成 

u? = ^A(w n+1 -hw n ) + T(f7- 0.5)A<-f^ n . 

(19) 式两边和 2 r <, 做内积得到 

2K|| 2 = ( 八 ( ，十 1 +u n ),?i n+1 - u n ) 


+2 r 2 ( a - 0.5)(八.«) + 2« cp n ). 

由分部求和公式 （9.8.14) 有 

M— 1 M , , 

E t G.m+1 一 j T — Oin-1 , 7 7 

/i j 飞 b m = — y 』 h ^ dm ^ - Glbo , 

m=l m=l 


令 a 


rn 


— u 


•m 


h 


b 


m 


U 


有 


M — 1 


( A^S v ) = h ~ 


t’rn+l — + V ni — i 


h 2 


V 


m 


M — l 


= E " 

算子 a 为对称的（参看第九章 ), 7 iT 此 


【 ’m+l — ” rn 

h 


2 


V 


2 


(Mu 


n+l 


u n ),u n+l - U n ) = {Au 


n+ 


U 


n+l ) - (Au n ,u n ) 


(19) 

( 20 ) 


二 mm?. 

应用所得到的关系式将 （20) 变成 

2 r ||<|| 2 + K * +1 ||? H - 2 r 2 ( a - 0.5)||<||? = ||'^||? + 2 r «^ n ). (21) 

最后这个等式类似于连续情况，称为 能量恒等式. 

借助于&不等式 iK -,^ n )| < e | K || 2 + ^||^ n || 2 估计 （2 i ) 右边的数量积.于是，由 
(21) 有估计 匕 

2r [(1 - e)|K|| 2 + r(a- 0.5)||<11?] + 11^11? ^ 11^11? + ^11^|| 2 . (22) 
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我们来解释在对怎样的 a 方括号中的表达式是非负的.注意到£为任意正数.到目前为 
止未固定.当0 < e < 1时条件 a > 0.5 是使得方括号中的表达式非负的充分条件.在 
此情况下，固定“ 1 (例如，可以取 e = 1)，从 （22) 得到 

"， +1 "?< KII ?+ gll ， l | 2 . (23) 

我们来更详细地研究当 a < 0.5 时的稳定性/考虑到前面已建立的不等式 IIWII 彡 

^ | 卜， 2 1|,从 （22) 得到 

2 丁 卜 + 4((T :^ ] ikii 2 4 - < ii" n ii? + J ii’ii 2 . 

闵此.从关系式 1 — f + 4 (a — 0.5) r //? 2 ^ 0 推出 （23) 的正确性.于是，为使 （23) 当 


a < ().5 正确只需要满足关系式 

〈 (l-e)h 2 
丁、 4(0.5 - a ) 

递推 地应用 佔计 （23) 得到 


(24) 


71 — 1 


U 


T < + Y 1 ^ ： llv V ll^ nr^T. 


(25) 


J 


最后不等式恰好意味着差分格式 (11), (5) 对初始数据和右边部分的稳定性.同时， (25) 
右边部分的和式是积分 n 


( it 的求积公式. 


注意到如果相应的积分 11/ ⑴ II 2 汾收敛 . 则从 （ 25 ) 推出网格解在无界时间区间上 
的有界性 . ° 


于是 ， Ifl 上述证明，当 a 彡 0.5 时格式（11)， （5) 是无条件稳定的，当 a < 0.5 时是 
条件稳定的（步长 A 和 t 满足关系式（24)，^>0与网格步长无关). 

我们实际上还没研究关于边界条件的稳定性问题.这可归结如下.取函数 s ( x , t ) = 
Hi ( t)(X - x)/X H - fi 2 ( t ) x / X . 在此情况下.函数 t ，0 r , f ) = u ( x , t ) s ( x , t ) 是问题⑴带 
有齐次边界条件和右边部分/ + ds / m 的解.于是，如果函数 mi 和 w 对 f 可导，则问 
题⑴中的边界条件按照所描述的方法去除.在网格情况下可以将非齐次边界条件 （5) 

的问题 （11) 转化成齐次边界条件的问题 .设' < 7 为网格问题的解.让 

fa :. 1 ^ m ^ M - 1, 

I 0， m = 0, m = M . 

在此情况下 < 满足齐次边界条件与初始条件（5)，以及当换成 c ,. 时的方程组 
(11), 其中 

(V丄 2 ^ m ^ M - 2, 



于是，非齐次边界条件的问题 (11), (5) 可以写成齐次边界条件和某个改变了的右 
边部分的问题. 
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我们来推导收敛速度的估计.仅研究格式 （11), (5)，因为其余的格式是它的特殊情 
况.设 w 为微分方程 （1) 的解，而为差分问题（11)， （5) 的解.由定义 I - r [ u ]-^= r , 
其中 r 为逼近误差.我们来研究差2二 M 它满足方程 ' 


U +1 


n +1 


M -它满足方程 

+ (l-(j)Az n + v9 n -/ n + r n . 


---= a \ z n+l + (1 - a ) Az n + ^-/ 71 + r n . (26) 

于是，心是问题 （ Ilf 的解，其右边部分 r 等于逼近误差、齐次边界和初始条件 （5) .如 
果所研究的格式稳定，则估计 （25) 成立，由此得到 


N — 




. 1=0 


2s 


— max || H '|| 2 . 
2e o^j^N-i 


由于当 a / 0.5 时 r •二 0( h 2 + t ) 且 a = 0.5 时 r = 0( h 2 + r 2 ), 从最后估计可得，当满 
足稳定性条件时网格问题（11)， （5) 的解 W 按网格范数 max H2 - II ! 收敛于微分问题的 
解从. 并且收敛速度的阶等于格式逼近的阶. " 

于是，网格问题的解以与差分格式的; J 近相同的阶收敛于微分问题的解. 

差分格式的收敛性建立在层上空间的网格范数的意义上.为得到另外范数意义 
上的收敛速度估计，应该借助于网格嵌套定理（参见 §9.8) 使用相应的稳定性估计.特别, 
从网格嵌套定理 


推出在空间 c 上的网格范数意义下差分格式的收敛阶等于逼近阶. 
我们来研究另一类边界条件的逼近.例如，设 

三瓦 - mt|(o ， f) = 0. 

在 （27) 中将导数 du/dx 用差分 关系彳 /替.得到边界条件逼近 


(27) 


hu n 


?/ 77 n n 

U l ~ a o 


a?iQ 


(28) 


我们来估计这个逼近的误差.有 

, r Vl u{h,t) - u(0J) 

Z 心二 - h - 


au(0, t) 


(:价 ^)+_. 

于是，边界条件 （27) 的逼近 （28) 具有按照/ ? ,的一阶近似.为提高逼近阶，对条件 （27) 
逼近时应用适合于常微分方程边值问题的方法.从方程 （1) 表示出0,得到£ = 

芸-，•于是， ^ X 


h d 2 u 
2 dx 2 


(29) 


d 2 u 

dx 2 


?i(0, t + r) — i/(0, t) 


一 /(0, 0 + o ( T ) 


(0,0 


或者 


d 2 u 

dx 2 


u(0,t) — u(0, t, — 丁 ) 


-/( CM )- O ( r ) 


(o ， t) 
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将此表达式代入 （29) 得到 

卟卜.( ，，1 —剥 - /(0, f )) + O (^ + r ). 
这样，边界条件 （27) 的带有阶 O ⑺ 2 + t ) 的逼近具有如下形式 


U 


■^0 


h 


~ au o 


h 


，+ i 


o 


— u 


0 


丁 


-fS 


0, 


或者 


n 1 




+ 1 


U 


h 


— OcU 


n + 1 
0 


— U 


f ) 


0 


2 


丁 


fo +l 


() 


也可以应用这些条件的线性组合 


(30) 


(31) 


u 


n+l 


— U 


(7 


n+l 

0 




( 1 - 


1/H 


a 



h u . 


n+l 

0 


U S 


2 


r 


«+( l —《)• 


2 


(32) 


(0,«+1) 



(0，/7) 


图 10.5.4 


& +1 ) 由建立过程可推出边界条件 （32) 的逼近有阶 G (/ i 2 + t). 直 

接可以验证，当 a = 0.5 时条件 （32) 以阶 0( h 2 + t 2 ) 逼近 
(27). 

注意到用于实现逼近的模板在一般情况下仅仅包含四个 
节点 (0， n )，（ l ， n )，（0 ，n + l )，（ l ，7 i + l ) (看图 10.5.4). 因此，以 

隐式格式寻找时，其线性方程的矩阵结构事实上不改 
变： 矩阵将具有三对角形式.用于逼近边界条件的第三个类型 
的差分格式其稳定性的研究按照上述能量估计方法进行.类 


(1，《) 


似于常微分方程边值问题.可以建立其他格式以提高精度,例如使精度达到 0(/i 4 + t) 或 


者 


4 


2 


). 


§6. 椭圆型方程的差分逼近 

同常微分方程边值问题相比，在建立多维情况的差分格式时出现了与边界条件逼近 
有关的另一些困难. 

我们来研究简单的边值问题，即泊松方程的狄利克雷问题.设区域表示单位矩 
形:0 = {( x -,；(/) : 0 < < 1}, 为 n 的边界.要求找到函数 W 它在区域 U 内两次连 

续可微且在闭区域 n 上连续，在区域内部满足 

d 2 u d 2 u 


—Au 


dx 2 dxi 2 


( 1 ) 


且在边界上取给定的值 


u\dn = ♦,")， ( x % y ) G dfl 


⑵ 


今后未知变量将用字母 0， y ) 以及 { x u x 2 ) 表示. 
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我们来描述网格的建立.将平面用步长 h 和/1 2 的矩形网格进行划分，其中 
h k = l / N k . 为确定起见认为心彡 iV 2 . 形如 ( x mi i Jn ) - ( mhr . nh 。) 的点将称 为网格 
节点 并记为 ( m , n ). 位于 Q 的内部的节点将称 为内部节点， 这些节点的集合将记为^ t . 
位于边界沉〗上的节点将叫 作边界节点， 这些节点的集合记为(参看图 10.6.1). 

设 u ( x m ， y n ) 为解在节点 ( m , n ) 处的值.在节点 ( m , n ) 处取值为 u mn 的网格函数 
记为 u h . 

在 （1) 中用差分关系代替导数得到方程组 

- A h ’ u mn = / mn , 77 i = 1,…, iV 】 — 1, n = 1, * * • , N 2 — 1, (3) 

其中 △" = Sj/hl + 61/ hi 算子矸和秸由如下关系定义 

= ^m+l.n — 2u mn + 1 ,m = U.rn ， n+1 一 2u 777 . n 4 - U rri ^ n — \. 

边界条件换成如下形式 


u 7 U n \ dn h = nh 2 ). ( mh \. nh 2 ) G dflh . ⑷ 

关系 式⑶和 （4) 将称为对问题 （1), (2) 逼近 的寿讣 格式 . （3)，⑷的解 W 定义在网格 

U dflf L _tl 

相应于值，的在方程 （3) 中出现的全体节点 （ m ， n),(m + l , n)，(m — l , n ),( m,n + 
1), ( m , n - 1) 构成差分格式的模板.于是,泊松方程 （1) 在“+”字形五点模板上逼近.如 
果 ( m , n ) 为内节点，则将模板上其余的点称为这个节点 的邻域 （图 10.6.2). 如果在一个 
节点的邻域内存在边界节点，则这个节点叫 作边境节点. 注意到在边界上的值， 
已知，因此可以从方程组 （3). (4) 中除去.也就是将 （4) 中的值代入 （3) 且将已知项移到 
右边得到线性代数方程组 


Lfi^mn = ^pinn t "7 = 1 ， • • • ， A i — 1 ， 71 — 1 ， • • • . A 2 一 1 - 


⑹ 


不难看到方程组 （5) 仅仅在边境节点上不同于 （3) 例如，在形如点 （ l ， n ) 的点方程组 （5) 


将表示成如下形式 

2^1 n - U 2n 


2^ In — Ul ， n+1 — Ul，n — 1 


/i n 十 


a (0, nfl 2) 


Pin . 


hj , hi • h \ 一 

方程组 （5) 中方程个数与未知数个数相同.因此，方程组 （5) 的矩阵可以看作某个线性 


i 










/ 









i o -内部节点 


f X- 边界节点 


0 


图 10.6.1 


X — 

(”卜1，") 


(m ， /7+l) 


X 


I (即） 


x 


图 10.6.2 “十”字形五点 模板 ； x 

( m , n ) 邻域内的点. 


节点 
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算子，它将定义在上的网格函数构成的空间影射到自身. 

我们来描述方程组 （5) 的矩阵当心=心=/ ? 时的详细结构.以“自然的”方式排 
列未知向量 v 的 分量： 

V = ( 、 11 ， W21 ， … ，以 TVi — 1 ， 1 ，以 12,…, ti^i-l,Ar 2 -l) T 

且在 （5) 式两边乘以/ I 2 .那么，线性方程组的矩阵有分块三对角矩阵形式 

/ ^4ll Ai2 0 • . 0 


乂12 乂 22 ^23 


0 


0 

0 


. 2 爲 - 2 An x -2,N 2 -\ 

x . o ^N x -\ } N 2 -2 ) 

其中维数为 （ A ^ — 1) x (⑼ -1) 矩阵具有形式 

/ \ / 


A 


4 -1 0 … 

. 0 


(-1 0 … 

• 0 

-1 4 -1 … 

• 0 


() 一 1 … 

• 0 

• • 參 • • • 

• • 

， 土 1 = 

• ♦ • 争 # 

• • 

o . 

4 -1 


o • … 

-1 0 

0 . 

-14 i 


〈 0 •… 

0 -1 i 


我们来估计格式 （3)， （4) 的逼近误差•当 u G c 4 ( n ) 时有关系式 


因此， 


6 l u 


d 2 u 

d A u 

h l 

(m ， n) 

_ dxl 

M + 12 dx \ 


A : = 1, 2. 


⑹ 


p 


r 


rnn 




(— △ ["]& ) I (7u ， n) - fmn 


8\u 62 i 

h \ 




一 fm 




h f d 4 u 
12 dxj 


(771, n ) 


I12 d 4 u 

120^4 


+ o(/?^ 4 - lv 2 ) = 0 {h] + h 2 2 ). 


m "?) 


当将精确解 u 代入⑷我们看到边界条件 （2) 精确满足 . r " 是差分格式的逼近误差.从 
前面的讨论得岀差分格式 （3), (4) 具有二阶逼近. 

我们来研究方程组 （3)， （4) 的可解性. 

引理1 (网格极大值原理 ）设函数 v h 定义在上且在〖4的节点处满足条件 
A h v h ^ 0. 那么，至少在边界 dn k 上的一个点处函数沪达到最大值. 

证明假设相反，即最大值在内部节点达到（一般说来，这样的节点可能有多个). 
在这些节点中选择具有最大横坐标的节点，即满足 tVnn 〉和^ 


max v h ( P ) 
Pen h 


的节点 （ m , n ). 

那么，考虑点 （ x m , y n ) 处的得到 


△ 


2i’mn + , Um ， n+1 



+ " m ， n — 1 


h:i 


(^ ; m —l t n — Pmn) + (tVn + l，n 一 ^mn ) (^m,n+l — 厂 mn) + (1 


V 






< 0 . 
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这与引理条件矛盾.上面不等式成立是由于<0,而其余圆括号内的表达 
式均非正，因为 ( x m , y n ) 为最大值点.于是，最初的假设是不对的.引理结论得证. 

.所证明的极大值原理对更一般类型的区域也是正确的. 

类似地可以证明如下引理. 

引理 2 设函数 沪 定义在上且在的节点处满足条件 彡 ◦. 那么，至 
少在边界 dn h 上的一个点处函数 i ， h 达到最小值. 

从引理1和2可以直接推出下列定理. 

定理 1 设函数 V h 定义 在？^ 上且在的节点处满足方程 

△" = 0, rn = 1, , A^i — 1, n = 1 ? , N 2 — 1 - 

则#在边界汍4上达到模最大的值. 


定理1是与调和函数极大值原理类似的差分情况.从中可以推出方程组（3)， （4) 当 
/ m 77 ，三0且 a mn 三0时仅有零解，因为模最大的值 u _. 等于零.于是，线性方程组⑶， 
(4) 的行列式（方程组的个数等于未知量的个数）不等于零，从而方程组（3)， （4) 对任意 
/〃和有唯一的解.也注意到方程组 （5) 对任意右边部分 p 唯一可解. 

我们将本章§1中的描述具体化.设卩\ 和 G h 为某些定义在 H h ， 和^^ 

上的函数空间.引人其范数，它们与连续情况的相应空间中的范数相同.由定义（看 §1) 
如果存在与 h 无关的常数 Cl 使得对于方程组 （3), (4) 的解 W 有估计 

则差分问题 （3), (4) 是稳定的. 

我们来研究格式（3)， （4) 的稳定性，并估计/对 u 的近似.设在厂〃和中 
的范数给定 如下： 

ll^llc/^ = max|u mn |, \\f h \\ F ^ = max|/ mn |, ||a^|| G h = max|a mn |. 

由 （6), 对任意二次多项式 Q ( x u x 2 ) 满足等式 

^ h Qmn — △Q|(x m ， y ri )， 

因为在 （6) 中的四阶导数变为零.取 i ? = V 2/2 = ( diam ^)/2 且建立辅助函数 

■ 2 2 - 

Q { X \, X 2 ) = - /? 2 — (Xi _ - (工2 - \\ f h \\ F h + ||°^"(>， 

并考虑它在的网格节点处的值.由上所述可推出在任意内部节点处 

^'Qmn = △G|(m ， n) = —ll/llFh m = 1,... ,iVi - 1, n = … ， N 2 — 1. 

那么，在中节点处的差 W = U h ~ Q 满足不等式 

A h v = f h ^\\f h \\ F , ^0. 


由引理1函数沪在边界汉\上取最大值.但在边界^^上成立关系式 
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于是，沪彡0,即在 n h 中 U 〃彡 Q . 类似地， 考察％ 中的函数沪 = W + Q : 我们建立 
, AV 1 彡0和 v h \ an h ^0. 

k 而由引理2推出估计 u " > 0或者 W X . 于是，在仏中处处有不等式|一|彡 Q ， 
因此 

\\ uh \\u u ^ IIQIIc/ h ^ : 丑 2 ||/"11 卜 + || a/l ||G , '* ⑻ 

将此不等式换成更强的形式 

II 严 11^ + 114, 

得到估计 （7). 于是，差分格式（3)， （4) 在空间 C 的网格类似范数意义下是稳定的. 

我们来估计差分格式 （3), (4) 的收敛性.为此，写出误差 R h ( mh , nh ) = R, nn = 
u { x jn , Un ) — fJ'rnn 的方程： 

—△ ^mn ~ — △ [^]h. |(m,n) = ^mn ■> 

其中 r m 7 l 为逼近的误差.由于边界条件精确满足，我们有 

= 0 . 

因为区域 U 的半径7?等于 v ^/2, 则应用估计 （8) 得到 

\\^ h \\ u ft ^ = 0 (hj + h ? 2 ). 

于是，网格问题 （3), (4) 的解以空间 C 的网格范数收敛于微分问题的精确解.回顾所有 
的讨论都是在假设问题（1)， （2) 的解充分光滑的前提下进行的，即假设 u [ x ， y ) 在 H 中 
具有连续四阶导数. 

从收敛性证明可以看出，基本的步骤是得到刻画差分格式稳定性的估计 （8). 差分格 
式的收敛性也是逼近和稳定性的结果，并且收敛速度的阶与逼近的阶相同.差分格式的 
上述收敛性证明是菲利波夫定理的特殊情况. 


所描述的方法给出了以速度0(/? 2 )收敛于精确解的近似值.类似于一维情况可以 
建立具有更高收敛阶的差分格式.我们来粗略描述得到更精确格式的途径.假定解 IX 在 


闭区域 n 中六次连续可微.则代替 （6) 可以写出等式 


s k u 


d 2 u 

J 

hi d 4 u 

hi 

(m,n) 

~ 94. 

(m,n) 

h 12 dx\ 


(1) 式对 x 两次微分，得到 

d 4 u d' l u d 2 f 


dx A 


dx 2 dy 2 dx 2 


+ 0(/4). 


于是. 


Sfu 

(m ， n) 


d 2 u 


(m ， n) 


h? x f d 4 u 
12 \dx 2 dy' 2 



(m ， 7i) 


+ o ⑻). 


等式右边用差分关系代替导数得到 


5\u 

类似地可以建立 

^2 


d 2 


(m ， n) 




dx 2 


d 2 u 

dy 2 


(m ， n) 


(m ， n) 


12 \ 

^2 (^2 U 
12 V h：{h\ 



(m ， n) 


(m ， n) 


+ 0{h\ + h\). 
+ 0{h\ + h\). 
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两式相加得到 


Siu 5 o u 

可+瓦 


Au 


(m.n) 


(rn.n) 


+ hj 6]5 l 


12 


li\h 


(m,n) 


12 

要寻找的四阶逼近差分格式具有形式 

h \ -{- ho SiSnU 




(m,n) 


+ 0(/4 +"4) 


A n u 


ran 


12 




frn 


n 


(m ， n) 


12 


if m.n + 碎 j m 


n 


⑼ 


m = 1, ^ N \ — 1, n = 1, — • , A ^ 2 ~1. 

不难看到格式 （9) 的模板由九个点构成（图 10.6.3). 


不同于一维情况，更高阶的差分格式逼近的阶越 
高它所包含的节点数越多.当区域 Q 是边平行于坐标 
轴的单位矩形且 h h 时，对光滑的解所研究的格 
式具有四阶收敛性.更准确地说，如果原问题的解 u 在 
闭区域 n 内有六阶有界导数，则下列估计正确 

max \ u m . n - u ( x m , y n )\ ^ ch A , 

^■h 

其中 tW 为网格方程组⑼，⑷的解. 


(?n-Un+\) (m ， rt+ 1 ) (m +1 ， w+ 1 ) 


("卜 l ， /7) 



(m,n) 




(m+\,n) 


一 1) (w，w — 1) (w+l ，《 — 1) 

图 10.6.3 四阶格式的模板 


设0是有限个边平行于坐标轴的矩形的并，并且这些矩形的平行于坐标轴:^的边 
位于直线: r 2 = n 2 / i 2 上， n 2 为整数，而平行于坐标轴 x ‘ 2 的边在直线 A 二上 ， m 
为整数.那么，差分格式的建立和研究类似进行. 

我们来研究在曲线边界的区域中最简单的边界条件逼近方法.仅仅考虑等距步长情 
况，即 /U = /?,2 =圮考虑直线 x = m / i ,y = nh 的集合.其相互间的交叉点以及与如的 
交叉点叫作节点.以记位于上的节点，而以记带有整数坐标 （ m ， n ) 且位于 
H 中沿着某个坐标轴方向与边界90的距离小于 " 的节点 ( jnh . nh )., 其余的位于 Q 中 
的节点记成那么，在网格区域％ t 中的每个节点 （ m ， n ) 处（即在带有坐标 ( mh ， nh ) 
的点处）可以写出方程 

-= fmn ? (?Tl, 7l) G (10) 


最简单的逼近边界条件的方法把边界条件放在 sru 的法点上，即让 

Umn = ( m , n ) G dfl h , (11) 

其中为最靠近节点 ( m ， n ) 的边界点.在此情况下 ， 为网格区域的内部节点，而 
d ^ k 为边界节点.不难看出，对于这样的确定边界条件的方法，逼近阶为 0[ h ). 差分格 
式 (10), (11) 的稳定性和收敛性研究与格式 （3), (4) 类似，但此处得到的收敛阶为 O ( h ). 
这是边界条件相当粗略逼近的结果. 

我们再来研究一个边界条件的逼近方法.称节点为边境节点，而 r \ 为网格区域 
的边界.在节点【4处方程⑴用方程 （10) 替代，在 h 处令 u h \ Fh = a \ 即在此情况下 
边界条件精确满足.设 ( m ， n ) 为 dn h 节点.为确定起见将认为节点 （ m + l ， n ), ( m ， n + l ), 
( m,?i - 1) 不在 r \ 上（它与节点 ( m , n ) 相连接的线段属于⑺，而节点 (m - 1, n ) 位于 
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r \ 上（在此情况下，节点 （m - l ， n ) 相应于点 i{m-l)h0.7ih)e 况】，(）<^< 1 (参看图 
10.6.4)). 于是， 在边境节点 ( m , n) 处的近似⑴取成如下形式 



^m + 1 


U 


h 







( 12 ) 


这里 h * 为节点 （m - l , n) 与 （ m,n) 之间的距离.类似地可以实现方程 （ 1) 在其他节点 
dQh 处的逼近. 


因此，在节点处方程 （1) 按照通常方式逼近，而在非均匀网格上的逼近则仅仅 
用于节点 dn h . 所以节点称为正规的，而节点称为非正规的.在此情况下，方 
程 (1) 在非正规节点处的逼近具有阶 0(1). 

对于所研究的格式有如下定理. 


定理2 (省略证明）如果问题 （1) 的解 u G c 4 ( H ), 则在非正规节点处带有逼近 
(12) 的差分格式 (10) 在空间 C 的网格范数下具有二次收敛阶，即 

\\u h — a|| u ；. < ch 2 . 


注记相当广泛应用的是方程 （1) 在非正规节点处的其他逼近方法.亦即，让（参 


见图 10.6.4) 



(13) 



在此情况下这些节点处的逼近误差有阶 O 0)， 且定理2 
正确.但是，如果线性方程组按照边界值消元变成形式 
(5), 则得到非对称矩阵的方程组.于是，在此情况下网 
格问题失去了原问题所固有的主要性质——算子的对 
称性. 

在研究带有另外一些边界条件和更一般类型的椭圆 
微分算子的边值问题.以及偏微分方程组的边值问题时, 
差分格式的稳定性和收敛性研究中使用的差分类似的极 


大值原理一般来说不存在.此外，常常不仅必须估计所得 
到的精确解的近似性，也需要估计其导数的近似性.所有这些都导致必须建立不使用极 
大值原理的差分格式研究方法.与以前一样，我们以矩形上的泊松方程 （1), (2) 的狄利 
克雷模型问题和相应的差分格式 （3), (4) 为例解释研究方法. 

设 h = h 2 = h •从⑶ 中消去边界条件 （4) 得到方程组 （5) .以//记定义在上 
的网格函数线性空间.于是 . H 中的元素可以看作维数为 （TVi - 1)( N 2 -1) 的向量.这 
些向量的分量是函数在中节点处的值.方程组 （5) 的矩阵 U 产生 H 中的非退化线 
性算子.那么，如果 W = { u rnn }, = { cp mn j , 则方程组 （5) 可以写成算子形式 

Uu h = (14) 

这里为相应于线性方程组 （5) 的矩阵的算子.在//中引入数量积 

( u , v )= u , veH . (15) 

Pen h 
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数量积 （15) 与 l 2 ( q ) 中函数的数量积相同，即对 L 2 ( n ) 中任意连续函数 


h (㈣ 挑 ) 



9i92dx. 


Q 


设 ll ^ ll 2 = ( tM ;). 则有下列引理. 


引理3 算子 Lh 是//上对称正定算子.且满足估计 

7i I…II 2 彡 (L h v ， v) < 72" 叫 | 2 , 
其中 （） < W 彡 71 ， 而 72 彡 a2h_\ai 与 h 不相关 • 


(16) 


证明首先注意到， 算子 U 的对称性从其相应的矩阵的对称性推出.但是，我们 
采用另外的方法证明这一事实.设1; G 以记在％上与1，相同且在等于零 
的网格函数.那么，从的定义可以写出 

{LhV)mri — (_△ 1 < 777-, 77- ^ A — 1. 

将 k 表不成形式 k = Li + Z /2, 其中 

r I — ^m+l,n — Vrn—1 ,n 


L 2 叫 


h 2 

— [m ， n+l + 2i’ m71 


Pm ， n — 1 


mn 


h 2 


即 l u l 2 是相应于微分算子 - ^和 - ^的一维网格算子.我们证明&是对称正 

ox z oy A 

定的.为确定起见，设 A ： = 1. 应用分部求和公式 （9.8.14) 得到 

7 V - 1 〜 . c \ 〜 

/ T 、 ^ 7 2 一 ？ Vn + l，n 十 Zl’mn — I’m — l，n 

( Liv ， w ) = L h - 

m ， n=l 

N-l /N 


h 2 


W t 


E M E 


— Um+l，n + — —l.n - 

- -^ - — w 


m 


N-l N 

EI> 


n=l rn 


2 


"mn — ^ 7 m—l,n \ ( ⑴ mn — “’m — 1 ， 


h 


h 


函数 f ; 和 6 以对称的方式出现在等式右边，因此 

N-l N 


{ L \ v , w ) = ^Yl h 


2 / 乙 ’mn — L’ m — 


h 


n=L m 




W 


mn 


⑴ m — l，n 


h 


{ Liw , v ), 


即算子 h 对称.另一方面，从嵌套定理的差分类似 （§9.8) 得到 


(Mv,v) = Hh 


N-l N 卜 _ ~ 、 2 

2 ( I’mn — l ， m—l，n 


n=l m 
. N-l 




对算子 L 2 应用类似的估计.最后得到 


{L h v,v) ^ -||v|| 2 . 


即证明了 （16) 式的左边部分. 
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另一边的估计可以更简单地得到 • 因为 （fw - tV ^ l , n ) 2 ^ 2 (U 


l ， n), 则 


(Liv.v) < X! " 2 


贼 m + e 


l，n 


h 2 


4 

h ? 


INI 2 , 


n 


由此得到 


4 


(L h v, v) ^ ^jllHI 2 . 


引理得证. 


习题 1 在边长和 / 2 的矩形中证明算子的最小和最大特征值分別为 


Amin = 4 


Sill 


7rfl\ 

~2 h 


丌 


Sill 




• 21.2 


h \ 


hi 


cos 


Am 


nhi 

277 


cos 


丌 "‘f \ 
2/ 2 


ax 


h 


2 


// 


.2 


于是， （16) 当 7 i = A mill 和 72 = A max 时满足，从而当 /q = / i 2 时与上面得到的估计 
同阶. 


从上面的讨论推岀可以在空间//中引入范数 

IMI? = (L h u,v), 

称之为能量范数.与该名称相关的连续情况是，当 u 为振动膜片位移的物理含义时且 
=(), 表达式 ^( Lu , u ) 正比于膜片的势能 • 

我们来研究差分格式 （14) 在//中的稳定性.对 （14) 两边用 t 户做空间//中的数 
量积，应用 （16) 得到 

= wkii#" iW7rV" ii^ik. 

因此下列估计成立 

Wlh W % (17) 

这意味着差分格式是稳定的.特别，由此推岀方程组 （14) 当三0时仅仅有平凡解 
u h = 0,即我们再一次证明了 （14) 对任意右边部分唯一可解. 

我们在能量范数下估计差分格式（3)， （4) 的收敛速度.同以前一样，假定微分边值 
问题 （ 1 ), ⑵的解 tx 在闭区域中具有连续四阶导数.那么，误差炉= W 将满足 
等式 


LhR h = r = Lh [ u]h — L hu h ， (18) 

其中 r = 0( h 2 ) 为逼近误差.应用估计 （17) 有 

ii^iii^7r l ikii = ^ 2 ) - 

于是，所研究的差分格式在能量范数下具有&的二阶收敛性. 

在能量范数下研究收敛速度时我们假定解具有连续四阶导数.这个要求过高了，当解在 
区域 n 仅仅具有三阶连续导数时结论同样成立.这与逼近误差具有的发散特性有关.应用泰 
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勒公式，得到 


u { Xm + l , yn ) - 2 u ( Xm , yn ) + W ( X m 一】， y n ) 


d 3 u 

dx 3 


(€m+ 1 ， Vti) 


d 3 u 

dx 3 


(€m • j/n ) 


h 2 ( - ^mn 


， m = 1， … ,N -1, 


其中 ^ ^ < x t . 对于第二个变量差的类似公式也可以得到.于是，误差满足方程 （18) 
其中右边部分等于 


rnn 


h^_ ( ^rnll.n - C ^ ^ 


n + , - ^ 


对 （18) 两边在的子空间 // 中做数量积，应用分部求和公式，右边部分变成 


( r ., R h ) 


h 2 


E " 2 


，⑴ 

m+l，n 


^mn 


t m } 


777. n. 


n +l - ^mn 

~" h 


h 2 


m,n= 

N-l 


I> 2 


mn 


Rm 一 


m — 1 ，n 




片 m ， n- 1 


ll 


m • n 


^Cj 


于是 


\(r,R h )\^ yl|/?"l|i O0 (1 )|| +W( 2 )||) 


因此 7 i ||^ l ||? ^ c / i 2 ||^|| i ? 由此推出 ||^||i = 0 ( h 2 ). 

在建立第二或第三类边界条件的方程 （1) 近似的差分格式时，可以应用一维情况下 


所使用的方法.为确定起见，我们研究方程 （1) 带有第三类边界条件 




a , 0 ( s ) > 0 


G d^l 


(19) 


an 


时的问题.注意到我们研究单位矩形作为区域为确定起见，在一段边界 : T = 1上研 
究逼近条件 （19). 那么，将 （19) 中的导数用差商代替得到 

U Nn - UN-l，n , . . /onx 


十 ㊀ N nM N n = 


( 20 ) 


我们来寻找逼近误差 

u ( l } nh ) — u(l — h , nh ) 


+ 0 ( l , nh ) u ( l ^ nh ) — a ( l , nh ) 


du h d 2 u 
dx 2 dx 2 


+ Ou — a 


+ 0 ( h 2 ) 


(l ， nh) 


h d 2 u 
2 dx 2 


+ 0 ( h 2 ) 




于是，边界条件 （20) 的逼近误差对 " 的阶为 1. 从方程⑴中表示出 


d 2 u 

dx 2 


-/- 


d 2 u 

dy 2 ' 


d 2 u 

dx 2 


得到 
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那么， 


d 2 u 

Ox 2 


- / + 


d 2 


(l ， n/i) 


Oy 2 


— In 


(l ， n/i) 


V 2 


+ 0(/ i 2 ) 


因此，如果研究边界条件 （19) 的如下形式的逼近 


^Nn - UN—U 


+ ^ Nn^Nn - OiNn 


h 

2 


/iVn + 


U 十 1 一 2ii/Vn + ^N.n — 


0， （21) 


h » ^ iv n ti Ti 2 ti • ^2 J ， A / 

那么，根据上面的描述得到关系式 （21) 以阶为 0( h 2 ) 逼近边界条件 （19). 合并同类项, 


将 （21) 变成 


•2 llNn — ^ N - i.n — 0.5( i / yv , n-(-l + 

h 


^ N n ^ 1 N n ~ dTVn 十 f N n - 


( 22 ) 


由此可知如何在另外的节点处写出边界条件的逼近.特别.借助于类似的讨论可以 

得到角点 ( N , 0) 处的 逼近： 

2 w / v () - un — i，o — um 


h 


2(9 觸 "‘ 洲二 2o^ 0 + hfm). 


(23) 


注意到在此情况下网格区域的边界包含角点. 


边界条件 （19) 的其他逼近方法依赖于其他网格的选择.我们来研究节点集合 
Qh = {x = ( xi , X2 ) : xj . = jh . — h /2, j = 0, ... ， TV + 1}， h = N~ l , 

互令 n h 为位干 q 中的网格节点的集合.那么，同前一样，方程 （1) 可以以通常的五个点的 
网格在 a , 中来逼近.在此网格上的边界条件 （19) 将由如下方式逼近 

UN+l n ~ UN ^0{Nh, n/?,) + UN + l ， n + UArn = a(Nh, nh). (24) 

n 乙 

假定微分问题的解可以保持光滑地延拓到区域 n 的边界.那么，表达式 （24) 以阶为 0( h ： 2 ) 
在一段边界: r = 1上逼近边界条件 （19). 这可以通过将解 u 代人 （24) 并且应用点 (l ， nh) 
处的泰勒公式直接验证. 


有限元方法. 到目前为止我们研究了泊松方程的狄利克雷问题，它是采用在微分方 
程中将导数直接换成差分关系的途径建立的.类似于常微分方程边值问题的情况，我们 
研究建立离散近似的方法，离散近似建立在变分和投影原理的基础上.我们来研究齐次 
边界条件下的边值问题 （1), (2). 

在连续可微且在边界的值为零的函数集合上引入范数 




1/2 


(Vv) 2 dxdy 


(25) 


在该范数下的函数构成的闭集合是希尔伯特空间， 记为 H 1 (以前将其记为 W .^). 
我们来研究在函数空间 Z / 1 上寻找如下泛函极值的问题 


min 4>(v) = min 

v £ ff 1 vG H 1 



(Vv) 2 dxdy — 2 



fvdxdy 


(26) 


如果问题 （1), (2) 在 a e 0 时的经典解？ / 存在且属于 Z / 1 , 则它给岀了泛函 （26) 的最 
小值.一般说来，反之则不成立.使泛函 （26) 在 Z / 1 上达到极小值的函数不一定具有二 


阶导数. 
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于是，寻找（1)， （2) 解的问题可以替换成寻找二次泛函 （26) 在 Z / 1 上的极小值问 
题.求泛函 （26) 在7/ 1 上的极小值问题得到的解是边值问题（1)， （2) 的广义解. 

应用里茨方法建立变分-差分格式.以某个有限维子空间 近似 H 1 . 在里茨方法 
中作为问题 （26) 的近似解取在子空间上极小化泛函 （26) 的函数 e V ". 

子空间按如下方式建立.设 

Qh = {( x , y ) : X = mh , y = mh :0 ^ m , n ^ N }• 

将 n 分成带有边为 / i 且顶点为中节点的方形单元.以通过顶点 （ m ，/?.). ( m + 1. A /.+ 1) 
的对角线将每个单元 ^Imn = {( x , y ) : ink 彡: r 彡 （m + l ) h , ah ^ y < (n -h 1)//,} 进行划 
分.于是，整个区域 n 将分成直角边为//的直角三角形.这些三角形称为基本三角形， 
而将区域 n 划分成三角形称为区域 n 的三角剖分.我们选择在 n 中连续，在每个基本 
二角形上线性且在边界上为零的函数空间作为 Z / 1 的子空间 V 4. V 4 中的每个函 
数在节点处的值唯一确定.反之.每一个在网格节点处取给定的值的网格函数 
唯一确定中的函数.并且中的函数称为网格函数的分段线性补足.于是，在/7 
和之间存在相互 一一 对应的关系，这里//为定义在 h 上且在 on h 上值为零的网 
格函数空间.函数 ^ nn e H ： 

, f 1， ( x , y ) = ( mh , nh ), 

^rnn = \ 

{ o, { x . y ) ^ ( mh ， nh ) 

构成 // 的基底中相应的在节点 ( m , n ) 取值为 1 且在其余节点处取值为 0 的分段 
线性函数构成 K " 的基底. 

作为问题 （26) 的近似解我们取函数 〆 G V '它在空间上极小化泛函 （2 (;). 即 

min <!>(?—’）= <!>(?'). (27) 

ve\ rh 

假定沪存在，将其表示为 




E 7 1 - • / n .. 


其中 v i ： i 为表达式的未知系数.注意到根据函数^的选择，％•是 W 在点 ( ij ) 处的 
值.于是，搜寻的近似解就在于确定系数巧,.我们来写出确定这些系数的方程.在函数 


中 ” i ' m ]) 的极小点处应该满足等式 

⑽ [ Y / Uimi ) 


dv 


() ， m ，n = 1，…， TV 


rn n 


计算这个关系式的左边 部分: 
⑽ d , 


3l’7un Ol’mn C 


E v ij 


dx 


2 


E ^ i；i 




2 


9 y 


2/ E v ij ^pij 


d.rdy 


2 f 


E v ij 


d^pij d^p 


run 


d 屮 ij dip, 


dx dx 


dy dy 


-2# 


rnn 


dxdy 
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于是，关于的方程组有形式 


N 


V i， J 





d^pij d(f 




dx dx 


dy dy 


dxdy 


Q 



( 28 ) 


f^pmndxdy, rri.n = 1， … 'N 


Q 


式 （28) 中方程的数量等于未知量的个数. 


(ni,n+\) 



函数 V ^ mn 仅仅在以节点 ( m , n ) 为顶点的基本三 
角形中不等于零.因此，在 （28) 的每个方程中积分不是 
在整个区域 Q 中进行，而是仅在这些三角形与 Q 的交 
集上进行.使/ 0的点的集合构成六边形（参看 
图 10.6.5) .以记这个六边形，而其中的三角形记 
为 ，•… ，八6.设 


• Ud ) 


dx dx 


dxdy 


闪为在八2和中 

J mn(hj) 


d^p 


n 


ran 


dx 



E 0,则 

^^rnn 


dx dx 


dxdy 





ij 


dxdy 


d(f m n 9 屮 i 


dxdy . 


由此看出仅当 J 


dx dx —— a j dx dx 

A i uAg A3U A4 

n 且 i = m - 1 ， i = m，i = m + 1 时 / 0. 进行相应的计算得到 


O n ) 





d^Pmn 

dx 


2 


dxdy + 



d^p 


2 


mn 


△ iUA 6 


• An ( m + l ， n ) = - l , n ) 



dx 

A3UA4 、 


dxdy = 2 


dx 


dx 


dxdy 


1 . 


类似地，对于 



d 屮 mn d^p 


A3UA4 


dy dy 


— dxdy 得到 




^in( m ， n ) = 2 , J rnn( m ^+ l ) = O 1 、 71 _ 1) = —1. 


其余情况下 Jl n (ij) = 0. 

于是，相应于节点 ( m , n ) 的方程写成 


其中 


h 2 


4 ? ? mn — ?’ 爪 +1,71 — I'm —l,n — 【 ’m,n+l — ’’m ， n—1 = " Qrnn^ 

f^Pmndxdy. 两边除以 /? 2 得到网格方程组 



Q 


LhVmn — Qmn i 1 < 771, Tl ^ N _ 1 ， 

其结构完全与 （5) 相同.唯一不同的是右边部分的计算.如果近似计算 An 


( 29 ) 


令 


h 2 


f 工 dy 。 fmn 


h ? 



^Pmnd 工 dy = f ran ， 




§6. 椭圆型方程的差分逼近 


. 413 - 


则得到完全与 （5) 相同的差分格式. 

因为 （29) 的左边部分与 （5) 的左边部分相同，则方程组 （29) 对任意/具有唯一的 
解.下列不等式成立 

\\u - u h \\ H I = ||w — u h ||i < Ci /?||/|| l 2 , || t / - u h \\ L . 2 ^ cih 2 \\ f \\ L 2 . 

于是，在描述的方法中对解的光滑性要求实际上要低于有限差分方法应用的情况. 

当直接逼近边界条件产生困难时.按照这种方式建立差分格式特別适合于自然边界 
条件的方程和方程组. 


最近. 投 影-差 分方法 （有 限元方法） 在求解边值问题时得到了广泛应用.上面描述 
的借助于里茨方法的差分格式建立方法是有限元方法的一个变种. 


我们以另一个模型问题（看 §9.11) 来粗略描述投影-差分方法的实质.作为方法的 
基础.常取用于确定广义解的积分恒等式.因此，假定要在矩形 n - {x = ( x uX2 )^ ^ 
Xi , X 2 ^ 1} 中寻找如下边值问题的解 


—Au = 




= 0， u = 0, Of > 0, 



其中 r 为位于直线 x = 1上的一段边界.假设这个问题的经典解存在.对 （30) 两边乘以 
函数 A 这个函数的偏导数分段连续且 vp | an\r = 0. 进行分部积分并应用边界条件得到 



^uW^pdxdy + 



a ( s ) v ( s )^( s)ds = 


J f ^ pdxdy . 



(31) 


关系式 （31) 叫作 积分恒等式. 它对任意函数 w e f / 1 成立， 其中好 1 为在 dn \ r 上等 
于零的带有范数 （25) 的光滑函数的集合的闭包构成的空间.如果是问题 （30) 的经典 
解.具有平方可积的导数，则它满足 （31) 且 U e 斤 1 . 一般说来，反之不成立.可以指出 
函数 W 和/,它们满足 (31), 但问题 （30) 的经典解实际上不存在.满足积分恒等式 （31) 
的函数 u G Z / 1 叫作问题 （3()) 的广义解.从积分恒等式 （31) 定义的广义解与由如下泛 


函的极小化得到的广义解相同 

J \ Vv\ 2 dxdy — 2 j f vdxdy + j a ( s ) v 2 ( s ) ds . 

当原微分算子是^对称正定时类似 € 情况总是成 i . 如果这些条件不满足，咖确定典 
型解的问题不可能叙述为某个二次泛函的极小化形式，但可以借助于形如 （31) 的积分 


恒等式来叙述. 


我们来类似 地讨论 前面的情况.将区域 n 三角化且引入函数空间它由在基本 
三角形上分段线性且在\ r 上等于零的函数构成.称使得对任意 〜 v h 满足等式 

j Vu h Vipdxdy + j a ( y ) u h ( l i y ) ip ( l , y)dy = J fipdxdy (32) 

h ° n 

的函数 G 以为问题 （31) 的近似解.于是，积分恒等式 （32) 与 （31) 相同，其差别仅 
在于在 （32) 中解 和实验 函数取自空间 C Z / 1 . 

函数 W 由其在网格节点处的值完全确定 . W 满足 （32) 充分必要的是 （32) 对 
的任意基底函数 p G 0成立.我们取中的在以 U r h 中一个节点处等于1，在其 
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余节点处等于0的函数作为基底函数.这给出网格方程组.我们注意到这样的事实，即 
作为基底的函数一般说来在 r 上不等于零. 


表示 U h 为形式 l /' = ^2 Urnn ^ mn , 其中 Mrrm 为未知系数.将此表达式代人 (32), 


得到 工 

〉〕 ^mn I V ^Pmn ^ ^ijdxdy H ~ 〉： '".mn / ， y)ipij (1， y)dy 

m，n q m，n ^0 

=I f^ijdxdy, \ N, 1 ^ j ^ N - l. 

Q 


(33) 


关系式 （33) 的全体构成关于未知系数的线性代数方程组，且产生某 个投影-差分 
格式（这个格式也可以如同变分-差分格式一样得到).因为任意函数 ^ eV h 可以按函 
数 ^ mn 展开，则当满足关系 （33) 时可以推出 （32) 的正确性.于是，表达式 （32) 和 （33) 


是等价的. 


为证明 （33) 的稳定性，在 （32) 中令 V ：二 tz ' 那么 

|| 一 ||? < / {Vu h ) 2 dxdy^ [ a(y)[u k {l,y)] 2 dy 


其中 





•fu h dxdy 





ll/ll-i = sup 


1 (/^) 1 
ll^lll 


于是， II ^ Hj ^ ||/||_ l 这意味着投影-差分格式是稳定的，即 / 在范数 || • ||- i 下小的变 
化相应于 W 在范数 || - || l 下小的变化. 

我们来研究方程组 （33) 的矩阵的结构.如果1彡 i < 7 V _ 1，则 v^| r = 0,因此 
(33) 对 r 的积分等于零.在此情况下，表达式 （33) 与 （28) 相同，于是关于的方程 
具有形式 


4’1/句 一 



其中 


1 




h 2 



ffijdxdy 


Q 


在 r 中的点，即在形如 ( Nj ) 的节点处有 

2u^j — — UN，j + 1 

2 


+ UNj — UJSJ-IJ 


+ + ^unj + ct J j+1 u NJ+ i) = h 2 g Nj 






^PNj^PNnOL{y)dy, h 2 gNj 



f 屮 Njdxdy •当和 gij 不能显式计算时 


r 


n 
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可以应用求积公式近似计算.例如 





^N;j^NrMs)ds ^ C ^-^- S rih \ I if Nj ifNnds 


厂 





fiPijdxdy % h 2 f rj . 


n 


最后简短地描述在曲线边界情况下的投影-差分格式的建立以及这个方法的可能的推广. 


为简单起见假设研究泊松方程的狄利克雷问题，且 Q 为平面单连通区域，其边界分段光 
滑，即 rti 有限个光滑弧段构成，彼此相交的角度非零.给定网格步长参数建立具有下 
列性质的折线 

a ) r fl 所限定的区域! Hh 包含在 H 中： 

b ) 在汉7和 r ; l 的点之间可以建立一对一的关系.即存在一一对应的影射 ^： dn -^ r h , 
它具有分段连续导数 〆 ，|/|, |(^~ 1 )1彡 c . 其中 c 与/1 无关； 

cj 从的点到的距离不超过值 c /7 2 , 其中> 0为某个与 /;. 无关的常数； 
d ) 折线环的长度有下界 C 2 圮 C2 > o . 在关于区域所做的假设下这种情况总是可能的.将 
区域 n ,,. 划分为三角形（称为基本三角形）使得 

1) 三角形边的长度位于区间 lc 3 / i , c 4 圳中， Cl > 0 为与 h 无关的 常数： 

2) 三角形的面积在区间 [ C 5 / t 2 ， C 6 / i 2 ] 中； 

3) 任意两个三角形或者不相交，或者仅有一个公共边，或者仅有一个公共顶点. 

上面的描述称为区域 n 的准均勾三角分割.三角形的顶点称为网格节点.可以证明，这 

样的三角分割存在.设/:/为在基本三角形上分段线性、在上等于零的连续函数构成 
的空间.对齐次边界条件 （2) 的问题⑴建立相应的投影-差分问题，即寻找函数 u " G //使 
得对任意 ^> ebi 满足关系式 



Vu 1 V (fdxdy 



f^pdxdy. 


(34) 


函数由其在节点处的值完全确定.因此，如果取空间//的基底函数（在一个节点处的值 
等于1，在其余节点处等于零，且在三角形 n . h 上分段线性）作为 A 则 （34) 是关于 W 在节 
点处值的线性代数方程组.稳定性的证明与前面一样进行.研究收敛性时应该在 VVj 中补充 
估汁解在边界带 n \ n h 中的范数.考虑到这些估计可以得到如下关系 


卜- < c "， 

其中常数 c 与解在 W - i ( Q ) 中的范数有关. 

在建立投影-差分格式时可以应用更复杂的有限元方法，由此可以得到更高的精确度.例 
如，除了网格节点以外，也可以将三角形边的中点看作节点. 

设//为在仏中连续、在上等于零且在每个基本三角形％.上为二次多项式的函 
数构成的空间.令 作为 H 的基底函数，可以取在一个节点处等于1，在其余节 
点处等于 0. 并属于//的函数（这里节点理解为三角形的顶点以及边的中 点). 于是，可以得 
到估计 

/! 2 
|?i — W ^ ch . 
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类似地可以建立带有更高阶收敛速度投影-差分格式.这就要应用在 §5.5 中研究过的插值方 
法.注意到线性代数方程组的矩阵结构变差了，即矩阵行中的非零元素变多且带宽变大了. 

注意到在双调和方程和区域带有曲线边界情况时这样的方法需要进一步精确化，因 
为得到的近似一般说来可能当 /!.—() 时不收敛于问题的精确解. 

我们简短地阐述问题的历史.变分和投影方法在基底函数数量不是很大时在出现电 
子计算机之前一直在应用.电子计算机的应用容许基底函数数量增加.而且计算误差以 
及用平方求和近似积分时出现的误差的总影响增加. 

这一情况限制了借助变分方法得到的解的精度.曾经进行的理论研究表明，为使变 
分方法稳定，基底函数组实际上应该满足某种条件，称之为强 极小化条件. 在复杂形式区 
域的情况下构造满足这个条件的基底函数组有时是不简单的. 

有限差分方法的理论与应用实践的快速发展是并行的.如果对线性问题的求解应用 
经典变分方法时出现带有完全填充矩阵的线性方程组.则在应用有限差分方程时出现这 

样的方程组.其矩阵包含相当少量的非零元素.这种情况容许以同样的时间消耗求解带 

― • 

有大量未知数的方程组.但是，在复杂形式区域的情况下有限差分方法的应用带来一定 
的不便，其原因在于边界点处差分方程建立时的不一致性. 

最近时期得到迅猛发展的有限元方法克服了所描述方法的一些 不足： 在建立强极小 
化基底函数组时不要求花费特別的代价，其应用时在边界附近简化了方程的表示.线性 
方程组的矩阵包含相当少量的非零元素.方法所具有的很大的••技巧性”使得在其基础 
上建立了一系列工业上求解边值问题的标准程序软件包.特别是对于弹性理论问题.这 
些软件包的应用不需要知道数值方法理论和编程细节.研究者只需要给出区域的三角 
化，而软件包自身常常也可以实现这个三角化.与有限差分方法相比.这个方法在更低 
的光滑性要求下收敛.在准均匀三角化情况下方法的基底函数自动满足强极小化条件. 

同时，在计算方程组矩阵时工作量加大了.因此，在求解特大型问题时经常总是应用 
有限差分方法或者转向借助于极小化泛函（或积分恒等式）（参看 §9.12) 的近似构成方 
程组. 

传统上求解椭圆问题应用势论方法.随着计算机的出现，这些方法实际上被有限差 
分方法取代.但是，最近在计算实践中开始迅速出现的 边界元方法, 这一方法具有势论方 
法的某些一般特征. 

§7. 带有多个空间参数的抛物型方程求解 

在求解拋物型方程时，与椭圆型方程的情况一样， rti —维情况转向多维情况会带来 
本质 t 的困难.因为从一个空间变量变成两个空间变量时，所有原理上的困难都会出现, 
所以今后将仅仅讨论两个空间变量的情况. 

我们来建立和研究差分格式.假设要求找到函数 u 使得它为方程 

^ = Au + .f ( x ， t ) (1) 
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在区域 Q T = nx [ 0 , T ] T n = {叫() 彡々 彡 1 ， 7 : = 1 ， 2 }中的解，且初始条件和边界条件为 


u(x. 



仰 ㈤ ， u{x,t)\ xE r = a(x, t), 


( 2 ) 


其中 x = ( xi , X2 ), r = dii . x [o, t }. 

我们来尝试用前面研究过的方法求解问题 （ 1 )，（ 2 ). 引人步长 h 

= {x;x = (ihjh),0 < i, j ^ M }， 

而在区间 [0, r ] 上引人步长 r = T/N 的网格.将在离散节点 


I / M 的矩形网格 


Q h = {{ x , t):x e = nT ， 打 = 0,. • • ， TV ]* 

处寻找问题 （ 1 )，（ 2 ) 的近似解.集合称 为网格区域，而点集 

^ h , = { W ) e Q h .x e Vt h 't = rvr } 

对固定的纟 = nr 叫作第 n 层. 

同一维情况类似，我们建立问题（ 1 )， （ 2 ) 的显式和隐式差分格式,且试图解释与一个 
空间变量情况原理上究竟有怎样的差別.将^替换成节点处的差商 

或一_而将表示成（参见§ 6) 


d 

丁 


T 


△% 

我们得到显式差分格式 

7/ l+1 — 

U ij 


U 




<-ij + <j+i 


u. 


，.7一1 


4 <; 


h 2 




J 


h 


丁 


吨 +/s ， 




(3) 




或隐式差分格式 




u: 1 广 1 


a(ihJfukT), (ihjh) e V h , = u 0 (ih ， jh) 




△ /“•n+l 


r 




+ /(； +1 ， 1 < i.j 彡 M — 1 ， 


⑷ 


k 


l3 = a(ihjh, kr), {ihjh) e T h , = u 0 (ih,jh). 


应用格式 （3) 时是按照显式公式进行的，即由 （3) 中已知的值寻找值 ug + 1 . 因此，算 
法在计算机上实现不会出现问题.剩下仅需要研究这个格式的稳定性. 

至于格式⑷的情况.我们有关于 </\1 彡 M - 1 的线性代数方程组，即格 
式⑷为隐式的.方程组⑷的矩阵结构与算子 -△〃 （参看 § 6 ) 的矩阵结构相同.因此， 
求解这个方程组会遇到与椭圆方程情况同样的闲难.回顾在一维情况下方程组在上层的 
数值解不会出现问题，因为可以应用追赶法. 

我们来引入经济差分格式的概念 .一 个时间的近似某个问题的差分格式称为经济的, 
如果它无条件稳定且从一层转到另一层所要求的算术运算量正比于一个层上的节点数. 
(有时在经济格式的定义中去掉无条件稳定性的条件 .） 从定义得出一维热传导方程的隐 
式格式是经济的. 

在建立经济差分格式之前，我们来研究一般情况下差分格式的稳定性. 

引人定义在上的函数空间?七为函数 G //在节点 (i ， j) 处的值.在//中 
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的数量积和范数定义为 

M -1 

( v , w ) = ^ h 2 Vij Wij , || v || 2 = { v , v ). 

i } j=i 

上面考虑的差分格式 （3)，（4) 将问题的近似解在两个相邻层 n 和 n + 1上的值联系起 
来，因此自然地称其 为两层 格式.接下来我们研究如下形式的两层差分格式 

+ l _ y 7 l 

B - -+ Au n = (5) 

其中 B 和 A 为将//映射到自身的称正定算子.与一维情况一样，有时区分对初始条 
件的稳定性和对右边部分的稳定性. 

_ qjTl 

ie < = -~~ . 考虑到等式 W = u n+l - ，将 （5) 变换成 

[B - tA )^ + Aa n+1 = ^ p n . (6) 

令 d = b 因为 W + 1 = " n+1 + ’ 且算子 D 对称，则 

2 r ( D < +1 , i / n+1 ) = r ( D <, u n+1 + u n ) - f - r 2 ( Du ^, <) 

= ( Du n +1 . u n+1 ) - { Du n . u n ) 4- ( Du n + \ u n ) 

-( Du n , u n+l ) -h t 2 ( Du ^ u ^) 

=( Du n ^\ u n+1 ) - { Du n . u n ) + T 2 ( Du T t \ u ^). 

因此，⑹式两边按 // 中的数量积乘以 2 ru n ^\ 得到 

( u n + \ u n+1 ) D - ( u n \ u n ) D + t 2 «,<) d + 2 r ||^ +1 ||^ = 2 r (^', u n+1 ). (7) 

回顾数量积的定义 ( v ， w)D = { Dv , w ), || v ||? 4 = (^4 t ，, t ，). 

我们将认为 

D = B — tA > 0. (8) 

那么 ，（7) 可以改写成 

im k " 2 d + t 2 "< ii 2 d +27 im = 2 咖'， +i ). ⑼ 

关系式 （9) 是能量恒等式. 

因为空间 H 为有限维的.则存在常数 K . 使得对所有的^ e //有 k ( Av , v ) 
或者等价地有 

D ^ kA . (10) 

因为 D = IT > ◦，则存在对称正定算子（矩阵) D 1 / 2 使得 d ” 2 D ” 2 = D -" 2 记 

算子 （ D 1 / 2 )- 1 . 在所研究的情况中 

in 匕 

2 r \{^\ u n+l )\ = 2 r \{ D -^ 2 ip n , D ^ 2 u n+l )\ 

彡 2 r || D - 1 / V n H || D 1 〜 n + 1 || 

= 2 H- a n 

o 
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且从 （9) 式推岀不等式 


1 


2 丁 


6 丁 ) \\ un+l \\ 2 D ^ II^^IId + 
rv / S 


固定6例如让 £• = Kr \ 由此得到关系式 


1 + 


Dll ， +1 ll 2 D<M 2 D + M|kH 

r\y / 


它将函数在相邻层上的范数联系起来.于是, 


ll^ n+1 lli) ^ II u7, 1Id + rK \\^ n \\ 2 D-^ - 


( 11 ) 


我们有一组不等式 


n 


U 


n+1 


d ^ ii^iid+^ r ii^ n ^ n^ n ~ l iiD + ^ T ikH 


k=n—l 


n 




• 49 


^ ll ^ ll 2 


D 




k =0 


( 12 ) 


假定 k : 与网格步长"和 t 无关， 当 nr 《 T 时得到最终的关系式 

II^IId ^ II^°IId + ^ II w °IId + c Z T W^ k \\ 2 D-^ 

k=0 k=0 

^ ||' U °||^ + cT max || pH ， 

" O ^ k ^ N -1 u 

这意味着差分格式 （5) 对于初始数据和右边部分是稳定的.于是， 条件 D = B - tA >0 
是差分格式对于初始数据和右边部分稳定的充分条件. 

N—l 


注意到构成 （12) 右边的表达式 e m 是积分/ Mollis 的求积公 

/c=0 

式，而表达式 max 是范数 max \\ ip ( t )\\ 2 D _ l 的网格类似. 

我们来寻—得从一层到下一层的算子特征值不超过 l 的充分必要条件.当满 
足这个条件时格式对初始数据稳定且误差范数不随层间转换而增加.为此让三 0. 
对⑻的两边乘以算子 B - 1 / 2 得到 

B 1/2 u n ^ 1 = B l /2 u n - tB - 1/2 Au n . 

记 B ” 2 u n = y ' 那么 ， W = B -” 2 y ' 于是上面最后一个等式变成 

y n+i = y n _ T B ~ l l 2 AB -^ 2 y n 二（五一 TB - 1/2 AB - 1/2 ) y n . 

算子 S = E -丁 B - WAB - 1 ， 2 对称， 因此* S 的特征值位于区间[ 7 1,72] ±,其中 

( Sv , v ) 


于是，如果满足关系式 


7 l = min ^4, 72 = m 〜、. 

veH [v^ V) veH V) 




(13) 


则 S 的特征值不超过 1. 改变表达式且记1； = B l ， 2 z 得到 

( Sv ^ v ) ( v , v ) — v) (Bz, z) — r ( Az ^ z ) 


( v , v ) 

因此， (13) 具有形式 


( v ， v ) 

n / ( Bz , z ) - r ( Az , z ) ^ 


( Bz ， z ) 
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因为 .4, D > 0,上面不等式的右边部分总是满足，左边部分等价于对任意 zeH ^ z^O 
满足不等式 


2 ( Bz , z ) — t ( Az , z ) ^ 0. 


最后的不等式意味着 

(14) 

正如所看到的，保证格式 （5) 稳定的条件 （14) 与⑻不同.但是，对于格式具有性质⑻ 
足够了.在一系列实际问题中方程 （1) 的积分区间 T 足够大或者要求计算一直进行到定常 
状态.在这些情况中，应当使用满足更强的稳定性估计 (15)(^ < 1的情况）的差分格式. 

记 （1 + t / k ) _1 = g 且 TK = 7. 那么，由 （11) 有 

ik + i ii 2 d odin+Tiim!) 

< < / 2 IK- 1 ll 2 D + ^nll，ll 2 D - 1 +7(7 2 IIW i r D - 1 

< ^ m + <n(\w n w 2 D -v -t - 1 h 2 d -i+...+ nm). 

设 IMIx = max||^ n || D -i < oc .. 那么，从最后的不等式得到 

n 

II ^ IId ^ + g n "H (15) 

1 -(/ 

由此推出，当 ll^lloc < OO 时问题 （5) 的解在满足条件 （8) 时在无限时间区间上是有界的.注 
意到，一般来说从 （14) 不能推出当存在右边部分时解在无限时间区间上的有界性. 

差分格式 （5) 可以看作求解方程 

Au = ip 

的迭代过程，其中 p 在此情况下满足条件 B - tA > 0 保证了迭代过程的收敛性. 
事实上，写出关于误差 f - u 的方程，有 

Bz ^ + Az n = 0 . z ° = u ° - u . 

从条件 D =丑 -T/l > 0推出 D 定义了 H 中的范数，记为II • IId . 那么，从 （9) 得到 

||， +1 || 2 d + 2+，| 2 4 <||，|| 2 d . 

由此. 

(1 + D ||^ 1 || 2 D +r||^ +1 ||^ im (16) 

引入范数||，||? = \\ u n \\ 2 D + r + ||uH 那么由 （16) 推出最后的估计 

|| u n+l ||2 ^ (工 + :) \\u n \\l < < (1 + ;) ||^°|ll- 

于是，迭代方法 （5) 以几何级数 SI 度收敛.并且收敛速度由数值 r 和 k 以及条件 D >0 
确定.过程既以由算子 D 定义的范数收敛，也以由算子 A 定义的范数收敛. 

我们来解释在怎样的条件下格式（3)， （4) 稳定.格式 （3) 具有⑷的形式，并且 
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B 二尽而 A = -于是，必须验证条件 B ^- A 满足.我们有（参看 §6) 


( Av ^ v ) 


M - 1 M-l 

=—^ h 2 A h VijVij = ^ h 2 

U 二' 

o y — 1 o 

< ^2 Z fl2 4i = 0(¥). 

i ， j=l 



f + J 一 V ij 

V ^h 



2 


于是.为使 （14) 正确只需要满足不等式 2/t 彡 8//1 2 , 即显式格式 （3) 当 t 彡 /7 2 /4 时条 
件稳定. 


现在将隐式格式 （4) 表示成 （5) 的形式.在此情况下 

B = E - rA fl . ,4 = - A ’ 7 ，并且 A 〉 0. 

于是，条件 （14) 与条件 （8) —样对任意 t 和/?,满足，即隐式格式 （4) 无条件稳定. 

如果对上层解的值求解方程组时应用所谓稳定形式的行进算法，则从一层到下一层 

过渡所需的算术运算次数正比于未知量的个数.那么，隐式格式是经济的. 

我们来研究方程 （1) 的另一些经济差分格式.将研究问题 （1) 带有齐次边界条件的 

情况，即 o 三0的情设 A 〗 和 A 2 ~ 为分别沿方向气和 阶尋商 ，即 

a — .匕 +i,‘7 — + ^-i ； i \ … — 2i\ 7 . + Vij-i 

八 ] Vij — . 八 2 Uij — ^2 ， 

其中，同以前一样， r ; 表示这样的函数，它在％上与 u 相同，在沉4上等于零. 


习题 1 验证函数 sin(7rmz/7,) 是算子八^的特征函数，而也 sin(7rm» 是算子 
八 2 的特征函数，其中朽为变量 j 的任意函数，也为变量〗的任意函数. 

习题 2 验证函数 ( f mn = sin(7rrm7i) sin(7mj/i) 构成算子和 A 2 的完备特征函 

数系. 


假设 


B = [ E - //,、）（五一 / iA 2 ), A = — 


算子 B 是对称正定的，因为它作为对称正定且两两可交换算子的乘积.这种类型的算子 

称为可分裂的.算子 Ai 和 A 2 的可交换性可以直接 验证. 此外，它还可从这样的事实推 

, 

出：这些算子具有共同的完备特征函数系（看习题 2), 于是可以写成 

(E- /iAO = C- l AhC, [E - M2) = C~ l M 2 C 7 
其中 M u Af 2 为对角矩阵，用于对角化的 C 为同一个矩阵. 

我们来验证对怎样的 M 满足条件 （14) .有 

B = £* — "■( 八 1 + A2 ) + "2 八 1 八 2 = E — "△" + " 2 八 1 八2, 

因此，条件 （14) 变成 

因为算子 a / 2 AiA 2 正定，则条件//，彡 t /2 保证了 （14) 的满足，即当#彡 t / 2 时差 
分格式 （5) 对初始数据无条件稳定. 
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我们研究在此情况下实现格式 （5) 的算法.记 


71+1 


，且将⑸表示成 


( E - fiAiVE - fjA 2 )z = A h u n + v ? n . 


我们将最后一个方程分解为 两个: 


— /iAi )y = /\ ll u 71 -4 - ^ p 7l \ (E — fi \- 2)z 


(17) 


函数 y # 可以在％的所有的点计算出，即可以认为它是已知的.将 （17) 中 

的第一个方程写成^ 

2/i+lJ - ^Vij + A/ r , , HI /lO 、 

Uij 1 - JT 2 - = (Jij, 二 1, •. • ， M - 1， J = 1 , …， M _ 1. (18) 


yij 1 - = -- " = (Jij ， ? ，二丄，…， M - 1, j = 1, …， M _ JL. u 〜 

对固定的 j 关于未^量 yij . y 2 jr - . Vm - ij 的方程组 （18) 表示带有三对角矩阵的方 
程组，它可以借助于追赶法在 O ( M ) 次算术运算内求解.对每个 j = 1,…， A // - 1求解 
(18), 在中所有节点处求得函数 y . 由方程 （18) 关联的未知量群在图 10.7.1 中用符 
号〃结合在一起. 


(18) 


注记如果求解非齐次边值问题，即 u | r 笋 0. 则一般说来 y = { E -^ A 2 ) 


n+1 


不满足边界条件 y| r =()，且值 2/| r 要求用特殊方式确定. 


Z ij 


类似地， （17) 的第二个方程可写成 

• i，j + l — ^ z ij + z iJ-\ —— 一 


h 2 


ViJ 


1.…， M - 1， 


I 


—1. (19) 


对固定的 i 方程 （19) 是未知量（弋的带有三对角矩阵的方程组.于 
是，函数^可以由 （19) 中在 0( M 2 ) 次算术运算内求得.由方程 （19) 关联的未知量群 
在图 10.7.2 中用符号 I 结合在一起.值 u " +1 按如下显式公式 求得： 


U + TZ. 


U n+1 = + T 2 . (20) 

于是，所提出的算法的实质在于：对每个 j 解带有三对角矩阵的方程组 （18). 并且 < 的 
改变相应于横坐标的改变.因此，?:有时称为函数 y 的“水平”变量.进一步.应用找到 
的函数值 y ， 对每个 i 求解方程组 (19). 在此情况下变量 j 相应地叫作“垂直”变量.然 
后由公式 （20) 求得， +1 . 

所描述的算法常常称 为分解方法. 

我们已看到这个思想的基础在于建立算子使得对时间的导数做差分时这个算子是 
两个算子的乘积6 = B l B 2 , 其中每个算子仅仅在一个方向上起作用，且得到的格式逼 
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近于原问题.在给定的情况中 B t = E — //A,. 


习题3 证明对所研究的格式当解充分光滑时有逼近阶+ T + // 2 ).于是，当 

M = r /2 时逼近误差有阶+ h 2 ) 且格式绝对稳定. 


结构上相近的方法是交替方向方法.其实质是按如下公式从到的转换 



71+1/2 


0.5 r 


u 


n+l/2 


0.5 r 


Ara n+1/2 + A 2 u n + v ? n , 

=Aw n +" 2 + A 2 u n +】 +广 


( 21 ) 


这里引人了中间未知 向量， +1/2 . (21) 的第一个方程应用按照对轴 n 的追赶法求解，而第 
二个方程则应用按照对轴; r 2 的追赶法求解. 

在上一层建立带有分离算子的方法在 A: 维情况下可以按同样的格式进行.设 T4 二 /h 十 
乂 2 + .. • + Afc ， 其中息 为在 i 方向上的一维算子.让 B = (£； + ... (E + fiA k ). 需要 

的差分格式将具有形式 


^^+1 _ u n 

(E 十 /i/h).. •(五 + - — + .4u n = ^ 1 . 


( 22 ) 


这个方法的实现按照与上述同样的算法进行.参数//和 t 从稳定性条件和差分格式的逼近 
来选择. 


我们来研究当区域^具有相当任意的形式时拋物型方程的求解方法.在此情况下, 
上面描述的基于算子万在上层表示成一维算子乘积的实现遇到本质上的闲难.但是，可 
以应用格式 (21). 

另一个差分格式可以从如下表示得到.将 A 表示成 A = R ,^ ^ 2 ,其中=丑 2 , 
瓜和尺 2为右三角矩阵和左三角矩阵.特别，如果 A = -贝 U 扎和/?, 2 可以按如下 


方式写出 




2%- — — 仏, j+i 


我们来研究差分格式 


h 2 




祝 ij — - 心 i ， j - 1 

h ： 2 


(23) 


— ij 71 

(E -f arR \ ){E - f - cttR 。) —— h Au n = ip n . (24) 

算子 B = { E ^ arR l )( E ^ arR 2 ) 是对称正定的 F 因此要使差分格式对初始数据稳定只 
需验证条件 （14) 满足.参数 a (加权因子）可以选择使得格式是稳定的且逼近原始方程. 

作为例子我们来研究带有零边界条件的矩形中的方程 （1). 在此情况下，4二- 
瓜和丑 2 由公式 (23) 定义.那么 ， B = { E ^ aTRi )( E -^ arR 2 ) = E - arA h ^ a 2 T 2 R 1 R 2 . 


算子 R1R2 是正定的，因此 B 〉 0. 在此情况下条件 B 当 a > 0.5 时满足. 
于是，条件 a > 0.5 保证格式 （24) 的无条件稳定. 

我们来寻找差分格式 （24) 的逼近阶.因为 

_ 2 v ij — i ； i + l,j ~ v i，j + l —丄 （ v ij — v i 4- 1 ,j \ +1( v ij — 叫 ， J + i ) 

h 2 h \ h J h \ h J 

则应用泰勒公式得到 


Ri [ u ]= — 


du du 


h \ dx \ dx2 2 dx 2 x 


h d 2 u h d 2/ u 

+ + 2^| 


+ 0 ("). 
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’对算子/?2的逼近应用类似的误差估计得出结论：表达式 B = E — arA h + g 2 t 2 R x R 2 
以阶 Ofar + ar 2 / h 2 ) 逼近于单位算子 E . 如果认为 a 彡 0.5 与1同阶，则格式 （24) 以 
阶 ()( h 2 H-r + r 2 / h 2 ) 逼近于原方程 （1). 于是，值 t /" 应该充分小.但是，格式 (24) 总 
是优于显式格式.对于显式格式的稳定性要求满足条件 r < h 2 /^ 同时当 a > 0.5 时 
格式 （24) 无条件稳定且时间步长 t 实际上可以选得很大.例如1可以取 t = M 2 或者 
r = a/7 3 / 2 . 在这些情况中.按时间的逼近误差相应地有阶 0(/ i 2 ) 和 0(/0- 但是，应该注 
意到抛物型方程的解对 （ 具有足够高次的导数且这些导数当 f — OC 时趋近于零.这证 
明格式 （24) 可应用于非定常问题，因为时间步长可以取得足够大. 

我们来描述对应于差分格式 （24) 的算法.以记 (E + arR 2 ) z . 则求解方程 


(E 4 - ( jtR \ ) ij = — Au n + 



可以得到 y 的显式公式.实际上，当 Q 为矩形（这不是本质的要求）时，方程 （25) 在节 
点（?:，./)处有形式 


(26) 


和 y m — 


1， 


(TT 

ViJ - 仏丄 l，j — Vi,j + \) — ( — Ail - f - if )ij . 

按照已知的 = 1, … ， M ，从 （26) 按照显式公式可以找到 yi ^ M - 
i'j = 1 ,…， M - 1. 按照同样的公式可以找到 m 、 M-2' 等 . 

计算要求算术运算次数与网格步长无关.因此.计算函数 y 在所有节点处值要 
用 0( M 2 ) 次算术运算.这与层上节点数有相同量级.类似地，在 0( M 2 ) 次算术运算内 


求解方程 


[E + ( rrn 2 )z = y , 

找到 2 .解按如下简单公式求得 

, u n+l 二 W n + T2 . 

于是，在格式 （24) 中从，求要求的算术运算次数正比于层上的网格节点数，即 
格式（24」是经济的. 


如果格式 (24) 被看作是求解定常问题 p 的迭代方法，则它是最有效的.在此情况 
下，对时间 （ 逼近的要求不起作用.且参数 r 可以仅从使迭代方法收敛速度最快的观点来选 
择.通常选择 T = O ( h ) 且 a = 1使得⑻满足.那么，算子 B 和 .4 满足如下关系 

j\hA ^ B < y 2 A , (27) 


其中 71,72 > 0与 " 无关，且借助于迭代公式 （24) 求解定常问题在 0(/^ 3 l n ( e — ”）次算术 
运算内得到精度为£的解. 

习题4 证明当 a = 1 ， r = 0( h ) 时的估计式 （27). 

习题5 证明对任意 (7.T >0比值72/71有不等于零的常值下界. 

如果固定万，然后按照变化的方式选择参数 r , 则迭代过程可以加快.特别，如果按照 §6.6 
中指出的方式选择 T fe , 则定常问题带有精度 e 的解可以在 0( h ~ 5/2 次算术运算内 

得到. 
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还存在另一些方法能求解当区域具有相当一般形式的抛物型方程.我们来研究一个 
方法，它将原问题转化为求解一系列一维问题.我们以方程 （1) 的例子来阐述这个方法. 

将算子 △ 表示成一维算子和的形式 

A r r _ d 2 O 2 
A = L\ + L2 = 


dx 2 d ij 2 ’ 

=fi + / 2 . 方程 \ l ) 的左右两边等于方程 

/. 1 dU T f 

•/l ， - L 2 U = J2 


而右边部分的 / 表示成右边部 分和： / 

i du r _ ^ n y 

2~df ~ LlU = ^ 1, 2~di ~ LlU = 2 ( 28 ) 

左右两边的和.我们来描述从 n 层到〃 . + 1层的转换.按如下方式逼近 （28) 的第一个 

方程： 




U 


+ 1/2 




U 




71+1/2 


2< 1/2 + 心 2 




(28) 的第二个方程替换成 


h 2 


/*7 i + 

Jlai 


i+l/2 

钃 • 


()• 


(29) 


PW：, 


n+1/2 






7/.+ 1 


1 


h 2 


-a 


+i 

• 驗 


()• 


(30) 


于是，算法归结为依次求解方程 （29) 和 （30). 并且汗算的函数值是下一个方程的初始 
条件 • 

显然，方程 (29), (30) 中的每一个不是原问题的逼近.我们来寻找逼近误差，有 

r 1 1 du d 2 u 0 〜 ，.） 、 

ph [ ?i ] = 一 /i + 0 (h 4 - r ) ? 


K M - 


2 Ot 

du 


类似地 


p'M 

p 'h\ u \ 


_dt 

1 du 

2~ df . 

du 

~di 


dx 2 


- Au - f 


1 du d 2 u . 

2 m + 


+ f2 + 0( h 2 + r ) 三 杯 


d 2 u , 

dy 2 


-,2 + 0( h 2 + T ), 


- △“ 一 / 


1 du d 2 u 


+ /l + 0(h 2 + r ) 三 


2 dt dx 2 

一般情况下咖 = 0(1), 因此方程 (29), (30) 以阶 0(1) 逼近 （1). 但是， 

01 + #2 = - 瓦 + + / - f - 0( h 2 + t ) = 0( h 2 H - r ). 

在此情况下，说格式 （29), (30) 在整体（或弱的）意义下逼近问题 （1), 亦即虽然方程 (29), 
(30) 中的每一个都不逼近于原问题.这些方程的逼近误差和也是 0(/ i 2 + T). 

实现 (29), (30) 在每一步需要求解三对角矩阵的方程.于是，我们采用这个方法求 
解方程 （1) 当区域 Q 具有相当一般形状的情形.余下的仅仅需要解释其稳定性和收敛 
性.我们有如下定理. 


定理（省略证明）格式 （29), (30) 在空间 C 的网格范数意义下稳定，且当解足够 
光滑时有 

| ii n - u ( nT )\\ c ( n h ) ^ C x { h 2 + r ), 

其中 Ci 与 h 和 t 无关，而 u(n 丁 ) 为解 u ( x , t ) 在第 n 层上的值. 

所研究的获得差分格式的方法叫作 碎步方 法或者 求和近似方法 .它不仅可以应用于 
线性问题，而且也可以应用于非线性问题. 
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在一般情况下求解方程 

尝=户 ㈦ + .，. + P 〜） (31) 

的碎步方法的格式如下，其中算子 P 1 (u) 一般来说是非线性的且不一定是一维的.在每 
一步求解方程 （31) 转换成依次在每一步求解方程 


1 du{ 
k dt 


= P ! ( Ui ), i — 1, ••- , A *. 


并且取从前一个方程得到的值作为各个方程在下一步的初始条件. 


上面描述的求解多维非定常问题的经济方法是由 e . r . 基扬科诺夫 （ e , r . iiLHK- 
ohob), r . M . 马尔丘克 ( r . M . Map ^ yn ), A . A . 萨马尔斯基 ( A . A . CaMapcKMfi) 和 H . 
H . 杨连科 ( H . H . HHeHKo ) 等奠定的基础. 


§8. 网格椭圆方程的求解方法 

本节将研究网格椭圆方程组的求解方法.我们来研究简单的例子（参看 §6) .设 

— 4- — l.n ^m.n+1 ~ 2(/ mn -j- 1 — 

^ =v?mn ， (i) 

u ni Q = UmN = 0, Uo,n = UM,n = 0, m = 1. • • • , M — 1, n = 1, • • • , iV - 1 

是关于未知量 a mn ,0 ^ m ^ M ,0 ^ n ^ N 的网格方程组，它是从泊松方程的狄利克 
雷边值问题在矩形 U ={ x = ( x u x 2 ),0 内的逼近得到的结果.为简单起见， 

将假定 /M = h = h = 1/ iV . 有许多方法可用来求解方程组 （1). 因此，必须选择一个或 
几个判据来对这些方法进行比较.限于考虑运算量作为方法性质的判据.这些判据对于 
获得精确解或者有某个给定精度的解是必要的.因为常常不能成功汁算运算次数的精确 
数，或者估算这个要花费很大的代价，常常仅估计运算次数相对于网格节点数的阶. 

首先注意到所研究的方程组的特性.第一，其阶很高（方程组含有大量未知数).这 
是由于期望以需要的精度得到原微分问题的解要求充分小的网格步长.第二.在矩阵的 
每行中仅有有限个元素不等于零.特别，在 （1) 中每行的非零元素的数量不超过5个.考 
虑到这类方程组的特殊性，要求研究特殊的有效方法. 

我们首先描述用经典的高斯方法求解方程组 （1). 假定边界节点不包含在方程组中. 
那么，未知向量是内部节点的函数值.它具有阶为 （TV - I ) 2 .因此，直接应用高斯法求解 
方程组 （1) 要求 2/3 (iV - I ) 6 + 0( N 4 ) 次算术运算.此外，方程组矩阵的存储容量要求 
0( N li ) 的汁算机字节. 

但是，注意到大部分的算术运算是无内容的，亦即对矩阵零元素的运算.我们来解 
释，如果仅仅对非零元素进行计算，则需要怎样的算术运算量.回顾方程组⑴的矩阵乂 
在未知向量 { U \ 1, Ui 2 j • * * , , U 21 , * ' ' , 的兀素的 ••自 然’编号情况下具 
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有形式（精确到因子/7- 2 ) 


其中 


^ -Ai 1 ^412 ..… . 0 〉 

儿 21 ^22 ^-23 … • • 

- — •■春 •籲拳 • • 

. . Ajv -2， IV -1 

\ o . An -\'N-2 ^N-l,N-l ) 



而 1 为对角 矩阵. 其对角线上元素等于 -1. 矩阵 Aa 具有维数 （TV - 1) X ( N —1). 

于是，矩阵 Z 是分块对角矩阵且在矩阵的每一个行中非零元素不超过5个.此外， 
矩阵4是带状的，其带宽等于 （27 V - 1), 当 \ i - j \ 时所有元素•二 0. 方程组⑴ 

的求解问题是下列带有 （26 •- 1)- 对角线矩阵的 m 个方程 m 个未知量的方程组求解的 
特殊 情况： 


Ax = b . (2) 

求解这个方程组可以应用譬如高斯法、平方根法、在所有情况中带有消除无内容运 
算的反射和追赶法等.按下列形式消除无内容运算.因为则不应 
该对这些元素进行化零运算.因此，仅仅对 0( m S ) 个元素进行化零运算.此外，每一步化 
零实现时所有 \ i ~ j \> s 元素％ ; •二()，因此每一步要求 0(4 次算术运算.于是,求解方 
程组 （2) 的总的运算次数达到 0( ms 2 ) 次. 在此情况下 ， m = (7 V -1) 2 , s = N -1, 因此 
总的算术运算次数为 0(7 V 4 ). 矩阵4是对称正定的.正如前面所提到的一样， 当乂 > 0 
时实现这些方法不会出现除以零的运算. 

求解这个方程组的另一个可能的方法是分块形式的追赶法.原方程组写成 

乂 llUi + A12U2 = fi , 

A21U.1 + ^22 u 2 + A23U3 = f2, 

^N-2,N-3^-N-3 + AiV-2，iV —2U/V —2 + -l = f^V-2, 

^N-l,N-2 u -N-2 + An—1,N-1Un-1= f/V-1, 

其中 Ufc 为带有分量 h ， Uk ， 2, … , Uk,N-l 的向量 • 

进一步依次消去向量 1 ^, 112 ，•… , Uyv - 2 且得到类似于追赶法的递推公式.这些公 
式实现时要进行 iv - 1阶矩阵的 cTV 次相乘和求逆操作，这要求总共 2 c 7 V 4 次算术运算. 
还需要进行 O ( N ) 次矩阵与向量的乘法和向量的加法运算，这要求 0( iV 3 ) 次算术运算. 
于是，总的计算耗费算术运算阶为 2 cN 4 . 
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上面描述的方法直接应用到有任意变系数的椭圆方程或方程组，且在所有这些情况 
都要求 0[ N ” 次算术运算. 

在方程组 （2) 中当 W = V 时，可以提出要用 0( N 3 In TV ) 次算术运算的方法.为此应 
该应用按照下列未知量消元顺序的向量形式的高斯 方法： 首先消去向量 u 1? u 3 , u 5 ,.. • , 
即所冇向 M U -2 Ar+l ,然后消去向 tt U .2 ， U (5 ， Uio ，即所有向量 U 2 ('2 k+l ”接 F 来消去 
叫，叫 2 ,11 20 ,…，即所有向量等等.按照这种消元方法恰好多次重复对同一个 
矩阵进行乘积和求逆运算.如果不存储相应矩阵的积，则总的运算次数是 0( N 3 log N ). 
所描述的方法为存储带状矩阵一般要求 0〔妒) 计算机存储单元. 

习题1 证明当对未知量编号为 


A 1, 以 12, 以 21， . . . ， hU u 2.N-2, ... , ^AT-1,1 , • • * 

时高斯方法的算术运算量同样也为 0( A 「 4 ) 阶. 

习题2 对于任意二维区域中的拉普拉斯方程的差分逼近，指出未知量的消去顺序 

使得在 0( A / 3 /* 2 ) 次算术运算内获得方程组的解.这里 M 为总的节点数. 


我们来研究求解方程组 （1) 的直接方法，这个方法是基于在矩形情况下的应用离散 
傅里叶变换.这里我们不假定 M 二首先将方程组 （1) 变成算子形式.设 u { mh u nh 2 ) 
为相应于方程 （1) 的解的 M 格函数，其中0彡 m < M ,0 ^ n ^ N , BP u ( mh u nh 2 ) = 
从 mn. 类似地,”力 2) 二 ^jtin i ~ ^Mn ~ ^mO ~ ^mN = ^ 为相应于方程⑴ 
右边部分的网格函数.以记算子 



1^77? ^ M - 1, 
其他情况. 


I ^ n ^ N - I , 


( 八 2.(’)mn 



l’m.n+1 — + 

()， 




1 彡 m ^ M — 1, 1 彡 n 彡 iV — 1， 

其他情况. 


那么，方程组 （1) 可以表示成算子形式 


Au = — (八1 + 八 2) t / ‘二 (3) 

为确定起见设 Mh , = 1. 注意通过在 （1) 式两边乘以相应的系数总是可以做这样的假 
定.函数 u 作为第一个变量 m 的函数町以表示成变量 m 的离散傅里叶和的形式（参看 
§4-3): 


u(m"i ， r"i2) = 


M -1 

E 


Uj { nh . 2 ) shi (7 rjm / ii ), 


=i 
M — l 


Uj ( nh 2) = 2 2^ h ' iu(khu uh ‘ 2 ) sin (7 rjkhi )• 
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类似地，将#表示成如下形式 


A / — 1 


ip(rnhi，nh 2 ) = ^( 7 ?// 2 ) sin( 7 rjm/ii). 


A /- 


( 4 ") 


^Pj(nli2) = 2 h〜(khinh.2) siu[njkhi)• 


k 二 


将所得到的表达式代人 （3)， 得到 


A /-1 


-(Ai 4 - A 2 )u 


mi \ 


^2 (Wj(n"2)Ai sin ( 丌 jm/ii) + jmh{)A^Uj(nh】)) 


j = 
A/ — 1 


⑻ 


〉 ipj ( nfi2 ) ^\ n ( 7vjrnhi ). 


回顾函数 sin ( 7 rjx ) 是算子 Ai 的特征值： 

4 • / • , 、 siii ( 7 rj(m + l )/? i ) — 2 sin ( 7 rjm /? i ) +sin (丌 j(m - l )" i ) 

八 1 Slll( 7 TJ 771/7 ]) — 


A I . [ OXX 1 \ /I J I I 1/1 l - [ f ,y 

h ' 

A • 2 丌 • :/ "1 

4sm 

= -— sin(7rjm/?i) = —Xj sm(7rjrnhi). 


因此表达式 （5) 可以替换为等价的式子 


A /-1 

E 


Aw ( n " 2 ) + 


⑹ 


<p.j [nh-i) sin( 7 rj 77 i/?i). 


函数 sin(7rjm/ii). j 


• ， i\/ - 1 在数量积 


M- 


[v, w) = h W ⑴ i 


意义上是正交的.因此 .（6) 代表相互独立的方程组 


Xj Uj ( nh < 2 ) 


2 uj{nh 2 ) - uj((n l)h 2 ) Uj、(n + 1)"2) 




⑺ 


1 ^ n ^ TV — 1, Uj ( 0 ) — Uj [ Nh 2 ) 


- . M - 


方程组⑺也 0 了以从 （8) 通过两边按数量积方式乘以 sin(7rj7n/M )， j = 1, . • • ， A'/ - 1得 
到.表达式⑺对于固定的 j 表示关于未知量 uj ( h 2 ), u 3 ( 2 h 2 ) r ^ . ujdN - l )^) 的带 
有三对角矩阵的线性代数方程组，它可以应用如追赶法等求解. 

于是，问题 （1) 的求解算法可以归结 如下： 

a) 对每个 n, () < n < TV 由 （4") 寻找系数 <^j(n/i 2 )，j = 1，… ,M- 1; 

b) 对每个 j = 1, • • • , M - 1 用追赶法求解方程组 （7). 结果得到函数 uj ( nh 2 )，j = 
1 ， …, M - 1 ; 

c ) 当 m = 1,... , A/ - l.n = 1，... ，iV — 1 时从公式 （4') 计算函数值 w(m/u, 心.2). 
我们来估计耗费的算术运算量.设 M = 2". 在此情况下，应用快速离散傅里叶变换 

算法在 0 ( MN \ og 2 M ) 次算术运算内找到所有值朽 . 寻找系数力需要 O ( MN ) 次运算. 
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最后，应用快速离散傅里叶变换从 K ) 计算 a 要 0(MN\og 2 M) 次运算.因此,求解所需 
要的总的算术运算量的阶等于 0{MN\og 2 M). 特别，当 M = TV 时得到 0(7 V 2 log 2 7 V ). 

所研究的方法比高斯法求解要快得多.但是，我们仅应用这个方法于当原区域是矩 
形的情况.可是我们可以把高斯方法应用于更一般形状的区域. 

对矩形 情况， 也存在另一些求解方法，它们具有类似的运算次数.如我们已提到的， 
—种带有可接受的计算误差的进行算法当 N = M = 2 k 时可以在 0(7 V 2 ) 次算术运算 
内求解问题. 

我们来研究另一些求解方程组 （1) 的近似方法，这些方法可以推广到比矩形情况更 
一般的区域.作为这些方法的基础，我们指出方程组 （1) 这样的性质：方程组矩阵与向量 
乘枳的结果按照简单公式计算且不需要存储矩阵.矩阵与向量乘积的计算所耗费的算术 
运算量的阶为 O(MN), 即正比于向量的长度.前面已指出，方程组 （1) 的矩阵4是对 


称正定的，在所研究的情况中其特征值 A mn ，() < m < < n < N 位于区间 


4 sin 


7i h\ 


4 sin 


nh 


4 cos 


nl ) 


4 cos 


nh 2 




因此，对于方程组 






^ ^77in ^ 




"I 


a „ 


mx 


Au 


可以应用简单迭代法，例如 


i+i 


+ Au 1 


⑻ 


其中〃为初始近似向量.由 §6.6 参数 t n 了以从关系式 

2 

r = T opt = A niax + A min 

来选择.同时方法 （8) 以几何级数收敛且方收敛度指数等于 

Amax — ^min ^ 2A m j n 

^ - ■ ■ - - 丄 - ■ 

Arnax + ^rnin Amax + ^min 

当 h = h ' 二 h 2 时有 A min / A max = 7 T 2 h 2 /4 + 0( h 4 )， 因此 

—- 字鄉 4 ). 

设 s 为方程组 （1) 所要求的解的精度.在网格层上的误差 W = U-U n z 7 
的范数有如下关系式 


u—u 




习题3 证明当 


T = 


时，与矩形情况一样，对于一般形式的区域，计算公式⑻ 


也变成形式 


C 1 


An+Ln + u m — 


,71+1 


、 h 2 

， n-l) + 


因此，为满足不等式 ||^ n || ^ e || z °|| 只需要选择 n 使得不等式 q n ^ e 成立.由此可 
得 n | lng | ^ ln ^" 1 ). 因为 q = 1 - n 2 h 2 /2 0( h 4 ), W \ 

I —| = | ln(l - 丌 2 " 2 /2 + 0(/i 4 )) 卜 7 r 2 h 2 /2 + 0( h 4 ). 
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对于小的 /?. 我们要求 


2 




丌 2 " 2 


1 咖 ― 1 ). 


⑼ 


因为我们对小的£,即对解的精度充分高的情况感兴趣，那么 （9) 的右边部分中的第二项 
可以去掉.因此，迭代次数 n 的阶可以等于 0(/?,- ^如- 1 )). 

在迭代过程的每一步，矩阵与向量相乘.由此可能想到有必要储存矩阵 A 事实上 


不需如此.我们仅需要用到矩阵 A 与向量 

/ a \ — ’"rn,+ 1 ，n 

\ Av) 7nn — 

因此不必储存矩阵 A 


的按如下公式的运算结果 

Pm — l，n — ^'777 ,n4-1 _ 1 


h 2 


为计算 / h ; 在某点的函数值（向量的分量）要求有限次的算术运算，因此在迭代过 
程 （8) 的每一步中花费 0[ h _ 2 ) 次算术运算.于是，为得到精度为5的解所需要的总的 
算术运算量等于 0( h — 4 H ^ 1 )) = 0(7 V 4 | lnc |). 


在此情况下描述了应用简单迭代方法求解网格椭圆方程组 （1) 的求解格式，这个网格方 
程在矩形区域内逼近原问题.但是.如果等间隔地选择网格，而边界条件由其在网格边界的临 
近节点处的“偏差”近似.则所有的讨论对于任意区域也是正确的.应该注意到，一般说来方 
程组矩阵谱的精确上下界 A min , A max 是未知的.例如，这些值可以估计如下.设带有边 M 和 
1， 2 的网格矩形包含在区域 5,,. 中，而带有边 G 和 /(/ 的网格矩形包含区域 (/ v w 
的节点是仏的节点，&仏的节点是的节点 .） 那么，有关系式 


入 min < 入人 ，/ < A in . 


其中 A ； nin 为矩形 A " 中的狄利克雷网格问题的最小特征值，而 A ^ ax 为矩形中的狄利 
克雷网格问题的最大特征值.让 t 二 2/( A' min + A ；； ax ), 可以用与矩形情况具有同样大算术运 
算量的迭代方法寻找到方程组 （1) 的解. 


习题4 证明带有切比雪夫参数组的迭代过程要求的运算量为 0(7 V 3 | hi £|). 

习题5 对于最优线性迭代过程，推导其同样的运算量估计. 

习题6 对于带固定迭代参数 u ； 的三层迭代过程（参见第六章§6中的习题 3), 得 
出同样的运算次数估计. 

习题7 证明带固定迭代参数 u ； 的三层迭代过程（参见第六章 §6) 的平均困难程 
度在考虑如下情况后可以降低一半.在/为偶数时，寻找 d 仅仅需要计算和存储带有 
偶数和式 m 十 n 的节点处的值，而在/为奇数时.则仅仅需要计算和存储带有奇数和式 
m + n 的节点处的值. 

注意到在矩形情况中，交替向方法 （21) (如果它可以看作迭代方法）可以给出对时 
间的变步长序列，在此序列下的运算次数等于 0( N 2 lniV | lii £|). 

注意到上面描述的方法可以通过定常化列入求解定常方程的一般格式.特别，两层 
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迭代方法可以看作方程 


du 

Ut 


= Aa + / 


的逼近. 

的逼近. 
径进行. 
代过程. 


而=层迭代方法可以看作方程 


d 2 u du A p 
_ +7 __ = A// _ h/ 

在必要的情况下.对于偏微分方程的更复杂的定常问题的求解常常按这样的途 
建立收敛于问题解的非定常的过程.然后取这个非定常过程的离散逼近作为迭 
例如，对于方程+ / = 0 , 这样的一个过程可以描述为方程 


d 2 u 

Otdx 


d 2 a du 


习题 8 证明当步长 t . x . y 满足一定的关系时.这个方程的网格逼近变成求解网 
格方程 A h u + / = (:) 的超松弛方法.当区_ G 为矩形且心二幻= / z 时指出迭代参数 
7使得以精度 e 得到解的运算量的阶等于-/7- 1 ln ^- 1 ). 

丌 

求解网格椭圆方程的有效的方法是最近迅速发展的同定分量方法和多重网格方法. 
本质上它们也可以扩展成建立迭代方法的一般格式.且问题归结为选择相应的改变. 

在同定分量迭代方法中，要求解任意形状区域中的泊松网格方程.在迭代过程的每 
一步必须在某个包含这个区域在内的矩形区域中求解泊松方程的第一类边界问题.如果 
求解最后一个问题时应用某个有效方法（例如.进行算法).则对任意 p 在解的精度达到 
Om 时要求 0(/ i - 2 | lnh |) 次算术运算. 

费多连科 ( Fedorenko ) 方法(也称为多重网格方法).在求解補圆 网格 问题（包括纳 
维斯 托克斯方程组的边值问题）的方法中最有效最广泛应用的方法是已延续了六十年 
历史的多重网格方法.由于当时的程序不适合应用这类方法.在开始时这个方法的实际 
应用具有偶然性特点. 

这个方法的基本思想如下.假设要求解网格边值问题 L h u h = } h . 适当选择某个迭 
代过程使得少量的迭代次数就能保证误差具有一定平滑性.于是，原问题变成带有相对 
更光滑解的问题求解.在以步长"的网格上求解带有光滑解的问题近似于在更大步长 
(例如 2/ v ) 的网格上求解问题.假定在更大网格上求解误差方程，然后通过插值到 原网格 
得到解的本质上更好的近似.应用类似的过程将步长为4^的网格上的解转化成步长为 
2/7,的网格上的近似解，如此进行下去. 

步长为 A 的网格上的一次迭代常常两次或三次应用所描述的过程转化成求解步长 


为 ‘2/?. 的网格上的问题. 

我们以一个边值问题的例子来研究这个 方法: 


当0 < I < 1 时 一"" =/, 7 i (0) = u { l ) = 0. 


相应的网格边值问题 L h u h = f h 具有 形式: 

^n- {- 1 — 2'iy. n H - 'U n — i 


h 2 


f n = f ( nh ). n = 1， ... . iV - 1， w 0 


()• 


设 N = fr 1 为偶数.进一步，如无特殊说明，通常假定所有研究的网格函数属于满足条 


件 IL 0 = Uj \- = 0 的函数子空间 [4. 
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我们来详细描述步长为/ I 的网格上的解转化成步长为2//,的网格上的解的过程.研 
究如下迭代过程 

U h + 1 = U h ~ T (Lhu\ _ /c = 0,… ,771—1. (10) 

将其与等式 

Uh = U h - T[L h u h - f h ) 


相减得到关于误差 4 M 4 的方程： 

= (E-rL h )rl 

初始近似取为 < = 0. 那么， 

= u h , rf = {E - rLh^Uh. 

进一步，所谓减小误差是指减小解的误差相对于 近似如 = 0的误差. 

函数％ ( n ) = …， iV -1 构成函数空间的完备正交系，函数 

空间的数量积定义为 

‘V — 1 

(/? d)h — ^ > : fn9ri) 


且该函数组是算子 L 7 l 的特征函数. • 


LhP 




因此 


^ 7TQ 

2-2cos — 




(E - rL h )^ 


Q 


4 T " _2 sin ‘ 2 fi |) A 


(ii) 


由此看出，迭代过程 （10) 当0 < t < h 2 /2 时收敛.如果 


Oh 2 , 其中 0 < < 1/2 与 


h 无关，则相应于函数其中 g 有 iV 的数量级构成的误差，即强振荡误差乘以远小于 
1的因子.其结果也产生一定的误差平滑性. 

进一步让 T = h 2 /2, 则进行的计算具有更简单的形式.特別： 

[E - TL h )uh\nh = Qh.Uh\nh, 其中 QhUh\nh = ^ 11 ^ 1 ， 

且关系式 Ui ) 变成 


1 + COS 


Qh^p 


nqn 

~aT 


<7 


2 


% 


记 


1 + cos 


(•q 


7i(pl 


2 


cos 


2 

2N 


1 — cos 


s (l 


irqn 

I 


2 


sin 2 呵 


2N 


于是 


Qh^q — — (：7 q 


定义从步长 /?. 的网格变换到步长 2/ i 的网格的算子 

Pn+1 + 2p n + Qn — 



2h. 


nf 仉 I 


nh 


4 


71 为偶数 
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和从步长2/1的网格变换到步长/!的网格的算子 n 红: 

. g n , 当 n 为偶数时， 

^2hfJ2h\nh i n } n , i 

gn ~ l ^ fM+l ’ 当 n 为奇数时. 

引理下列不等式是正确的 

nl h g h \\ 2 2 ^\\gk\\l lin^llU ML 


(12) 


证明 写出关于向量 （1/. V .. ，1/ 幻和 ( a !,--. , a fl ) 的数量积的柯西-布尼亚科夫 


斯基不 等式: 


a] + ... + 、 2 〆 + … + 


,s 


s 


因此 


SVi—l + 2 分 n + 9n+\ 


2 


Qti— 1 + 分 n + + 分 7i+l 、 • < 9n— 




9^1 


4 ) \ 4 

如東如 G 则对偶数项 n 求和且乘以 2" 得到引理如第一个结论. 

类似地有 


4 


9 n -\ + <7 n+l 


2 




1 + fjl 


+ 1 


2 


yv/2 — L 


对奇数项 n 求和且加上和式 I 在乘以/ I 后得到引理的第二个结论 


J 


如果能成功精确求解方程 


L h r ^ = f h . 


(13) 


则将# 添加进得到问题的精确解叫 .. 
假定已知方程 


L'2ht'2h = fj2h 


的近似解的算法使得近似解可以写成 

hh = A £ 2 \g 2 h = f'2h - 5 ’ 以厂 2 "， 

其中和名; 1 为某些线性算子，且 

\\ S2lr2hW2h ^ ^\ W 2 h \\2 h - (14) 

将 （13) 的第一部分转化到步长为 2/ z 的网格上，且应用这个算法到方程 

L . 2 h r 2h = 

这个方程的精确解可以写成 

r 狄二 L^UfQ^h = L^Ul h Q^L h u h . 

将所得到的近似解= r 2/l - S £ 2 l h r 2 h 插值到带有步长^的网格上得到近似 

— ^ 2 h( r ^h ~ *5! 人 7*2/1). 


令 


u h = ^/T r h - 
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所得近似的误差等于7^ = rf - 心.通过原问题的解来表示这个误差，得到 


其中 


= z h + z h 

z h = Qh u h ~ ^2h r ^h = (Q)i ~ QTi ^ h ) Uh ^ 

4 = 吨泓 r 2h = U ^ S ^ L ^ Ul h Q ^ L k u h . 


函数％ 是算子 、和 L 2/i 的特征 函数: 

〜 7T/7 


Lh 屮、 


成立等式 


A • 2 丌 q 

4sm 7 T ^ 

2N 

h 2 


^Pq 


4 s q 


4 sin 


2 ^ 


[ 2 h 屮 q 


(2/i) 




^SnCn 


l ^f q 2 h = Cq^Pqh 


因此 


V2h = L 2 n l h LhQh ^2 (4) 〜(鲁 

k-— 1 


c 7 q a q i fq — ^ : 


(15) 


函数 l 2 —/nf L Ai QP 叫与 Q ^ u h 在步长为 2/1 的网格节点处重合具有偶然特性，且在其 
他情况下不会发生. 


成立如下等式 


W - g(n) = sin 


_/2 ㈤ 


丌 (TV — q)n 
—— ； - =： 

N 

当 n 为偶数时 


• nqii 

sm l = 

• nan 

— sm j 




当 n 为奇数时, 


%(^)，当 n 为偶数时， 


(16) 


s N/2 — c N/2 
〜 = 1 ， 


因此 


S N — (]， Sq = Cfsj — q * 

Nj2_\ 

r 2h — 〉: { cl q a q ~ s ^ a N-q) < fq- 


由帕塞瓦尔 (Parseval) 等式 

TV/2—1 


Il 2 2h||2/i — > : ( c q l(1 q ~ 々 a /V-g ) 2 ， = ^ : a 


从柯西-布尼亚科夫斯基不等式推出 


« a q — s ^ a N ^ q ) 2 ^ ( c 2 q m + s 2 ^)( a 2 q + a 2 N 


由 （16) 有 


〜 


因此 


{c^ l a q — Sg l a/v - g ) 2 《 ag + ^- g - 
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对 g 求和后得到 




由此以及 （ 12) ， （ 14) 得到估计 


II4IU = ||r4%z^nf UQH" < ^ill^lU 


由等式 


吨 hA ! 


以⑻， 


当 n 为偶数时， 


nh 


i\q 


cos —^ Pq , 当 n 为奇数时 


和等式（16)，适当选取 a g 和\使得对所有的 n 满足等式 


得到等式 


^2/iV^q|n/i ~ ) + bq^pJ\l. 


7 iq 

(lq — bq = 1 — Cq 4^ Sq^ (lq ~r Oq — COS — Cq 一 Sq 


于是 a 


q = Cq ， l)q = 一 Sq 

N — l 


— s n . 因此 


/V-l 


^2h r 2/i = > : c7 q a q{ c q i r ) q ~ ^q^'N-q) — ( 《丁 1 % - c q a N-q) < fq 


将这个表达式代人 （15) 得到等式 


Qh - n ^ r 2/l 


E ( 


Cq l ^q - {C 


m +1 


(lq — S (i CqQ f J\l^q))<Pg 


>: {^q 〜 CqClrsj ^ q )< pq . 


由柯西-布尼亚科夫斯基不等式 


(《〜 a g + s ^ c q a N ^ q ) 2 ^ + s ^ m cl)(al + a 2 N 


第一个因子写成 


9 m{y) — (1 — y) 


•2m • .2 


+ y 2m (i-y ) 2 , 其中 y 


如果引人记号^ = max^(2 /), 则对所有的 9将成立不等式 

[0; 1 】 


i(:q SqClq + Sq CqClN 一 q)( 分 + ft iV-g )， 


因此 


• 

ll^^ll^ ~ {^SqClq + S ^ l C q aN - q ) 


N-l 


< 9 rn ( a q + a 2 N 一 q ) d^ 2 a 2 q = 2 ^ 11 ^ 11 ^. 

由此得到估计 II^IU ^ GmlUjk 其中 G m = v/2^. 

由这个估计以及对 II4II 的估计推出 

l|i^lk<(G m +q 川砥 Ik. 


(17) 
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这里砥 =叫为初始近似的误差： 

我们来估 汁值 G 2 . 成立等式 g 2 ( y ) = (1 — 2 u )^ 2 , 其中？/ = :V (1 - ? y ). 由复合函数的 
微分公式 

dy 

由此得到 cn (; y ) 的导数在点 0.1/2.1. \/2±\^/ l / V 2 处等于零.因此.应用函数仍⑼的 
图像得到歹 2 =仍(1/2) = 1/32, G 2 = 0.25. 

习题9 证明，当 m > 2时 

< V ^2 + < °* 59/m * 

总结上面的描述如下.以初始近似以 =() 二叫 -叫开始，我们得到第一个近似 
"大二 "" _ Sf } U ILff . 其中 t () = Gm + [1， 

sj ：' = QT - -f n 红劣; , L 2 -;nf 

于是，应用在步长从的网格上误差减小 l / q 倍的算法，且进行附加的 O ( mA 0 次 
算术运算，我们在步长为/〗的网格上获得的误差减小了 1/印倍，其中印= G m + q . 

进一步，固定 m = 2且取 Q 二 0.25. 从估计 （17) 推出当应用所描述的过程时，在 
步长"的网格1：解的误差范数乘以不大于 0.5 的因子.在重复应用这一过程后在步长" 
的网格 t 解的误差范数乘以不大于 0.25 的因子. 

总之，在步长 2/ t 的网格上两次应用误差减小4倍的算法，其增加的运算次数不超 
过 C (2) N ' 我们得到步长为/，的网格上的算法，其误差减小了 4倍. 

以 Z (〖） 记在步长心= 的网格上为达到误差减小4倍所需要的算术运算次数. 

上而得到的结果可以写成下面不等式形式 

Z (/)^2 Z (/-1) + C (2)2 / . 

函数 W ( l ) = C (2) l 2 l 满足方程 

W ( l ) = 2 W { l - l )^ C {2)2 1 . 

当/ = 1时吋以通过不超过3次算术运算求解所研究的网格问题.因为 C (2) > 2, 
则 Z ( l ) < 即) • 

对/应用归纳法可以得到估计:当 iV = 2,时即 K W ( l ) = 0( N \ og 2 N ). 

如果要求误差减小 A / 倍.则只需要 [1 + log 4 M ] 次迭代，于是求解问题所需要的运 
算次数总的为 0 (N log 2 iVlog 2 M ). 

这个估计比追赶法或打靶法的运算次数估计 O ( N ) 要差. 

但是，在所研究的方法中可以减小算术运算次数.首先，可以证明，对迭代公式 （10) 
进行某种变形后在步长^的网格上求解问题时仅需要一次就可以转换成在步长 ‘2" 的 
网格上求解问题. 

结果.为使在步长/,的网格上的误差范数减小4倍所要求的运算次数减小到 O ( N ). 
nf 以提出其他的方式来减小误差范数.例如.将在步长 " 二的网格上带有 O ( N ) 
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次算术运算的误差范数减小4倍.设当 j = 1,…时％二 1/(4( / - j - 1)), nij = 
[4(/1)(/- j-f 2)0.59]- hi . 应用上面描述的算法依次将在步长 ~ 二2- J 的网格上 
的问题求解转化成在步长~ = 2-^- 1 )的网格上的问题求解.并且对每个 j = l ' …、2 
按公式 （10) 当 t =勺二 h ]/ A 时进行 m 7 _ 次迭代.在步长心=1/2的网格上问题可以 
精确求解. 

习题10 证明，如此选择％和％后在步长 /i = 的网格上解的误差减小4 

倍，并且为此消耗的总的算术运算次数是 O ( N ). 

在求解问题时实际上应用了条件：对所有的 J 满足不等式％ > +0.59/ m ,, 

第二，可以注意下列情况.在两次微分 /( x ) 时在步长和2-( / ~ 1 )的网格上问题 
的解相差0(2- 2/ ).因此.可以按照如下方式进行. 

给定某个递减序列七= const -2- 2/ . 依次在步长知= 2- ( m 的网格上以迭代过程 
误差阶为求解问题，且得到的近似将取作在步长~ = 2^的网格上迭代的数据.由 
此对每个上面描述的迭代仅仅要求有限次.结果.原网格问题的解将以误差 0(\/ N 2 、 
得到，总的算术运算次数为 O ( N ). 

在所研究的情况中，当对迭代过程 （10) 进行某种变形后一次完整迭代的结果—— 
从步长 A = 下降到步长 h 二2- 1 ，再上升到步长 h = 2」，花费总的算术运算次数 
O ( N ), 得到网格问题的精确解.但是这个事实具有偶然特征，且与更复杂问题无关. 

我们来研究问题的维数 s > 1的情况.假设应用所讨论的算法将步长^的网格上 
问题的解转化为步长2/1的网格上问题的解，在每一步这些转化的数量等于 g 〉 1. 

对于相当广泛的一类问题可以证明存在 e ⑷ > 0和 m ( q ) < oo , 它们满足如下关系 
式.应用上面描述的过程 g 次，其中按 （10) 进行 m ( q ) 次迭代，转化成步长 2 A 的网格 
问题，借助于算法 S £ 2 [ q ) 在这个网格上的求解，并转化到步长/ I 的网格上，完成这些步骤 
后在步长 h 的网格上问题解的误差范数减小 1/4 W 倍. 

自然，从一个网格向另一个网格转化的算子 nf 和 n 匕不同于上面的算子. 

以之⑷记为在步长 々二 的网格上将误差减小 \/ e { q ) 倍所要求的运算次数.则 
成立不等式 


Z { l )^ qZ ( l - l )+ C 0 ( s . q )2 sl . 

因此，当 g < 2 s 时可以得到不等式 Z(/K C 1 ( s , q )2 sl . 

于是，为在 步长" 的网格上将误差减小 1/ e ⑷倍所要求的运算次数为 0(/ i _ s )， 即 
为阶 0(7 V ), 其中 iV 为网格问题的总的节点数. 

上述结论对于有限元方法的近似情况也正确. 
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第 十一章 求解积分方程的数值方法 


在这一章中我们简短地描述求解积分方程的算法，不详细探讨误差佔汁问题. 
积分方程求解问题来源于偏微分方程边值问题求解出现的辅助问题,也来源于核反 
应研究、地球物理学中的所谓逆问题、观测结果的研究等实际问题.我们仅限于研究带 
有一个未知函数和一个未知变量的积分方程情况. 


§1. 替换为求积和式的积分方程求解方法 


在求解积分方程的数值方法理论中，研究如下典型问题.寻找下列几类积分方程的解: 


第一类弗雷德霍姆积分方程 


b 


Cry 


K(x ， s)y(s)ds = f(x) 


第二类弗雷德霍姆积分方程 


b 


V - XGy = y- X K{x,s)y{s)ds = / ㈤ ， 


第一类沃尔泰拉积分方程 


Gy 



I\{x,s)y(s)ds = f{x) 


第二类沃尔泰拉积分方程 


y — = y —入 / 尺 ( 工， • 物 = f M 


以及特征值问题 


Gu = Xu 


⑴ 


⑺ 


⑶ 


⑷ 


(5) 


的解. 

在最后的问题中要寻找数 A 使得问题 （5) 具有非零解. 

应用某个数值积分公式 

fb m 

JW = J « Smi^) = ( X ; m) )， 


⑹ 
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其中 Cj 一般说来与 m 有关.我们有等式 

■ = S 7n (iP) + 队屢 (7) 

其中 R m . W 为求积公式 （6) 的余项. 

作为例子我们研究第二类弗雷德霍姆积分方程 （2). 借助于关系式 （7) 可以将它写成 

m 

y{x) - X^CjK (x, x; 7n) ) y (: r;’ n) ) — R rn (XKy) = f{x). ⑻ 

在借助于求积公式 （6) 计算积分 A / K(x,s)y( s )ds 时余项 R m (XKy) 是变量 x 的函 
数.在⑻中令 o ; = =1， …二 ，得到方程组 

m 

y (x| m) ) ~\Y,c 3 K {x^\x^)y (#))=/ (x^) + R m (XKy)\ x[m) . 

去掉余项，转化 $ 线代数方程组 

Vr - X^CjK (x[ m) ， x' m) ) yi = fu fi = f (^ m) ) , i = 1, … ， m. (9) 

可以应用 g 性代数方程组求解的标准方法来求解这个问题. 

我们来研究和 / Or ) 为实的情况.将注意力放在下列情况上.如果积分算子 
G 的核 K(x,s) 对称（即 K{s,x) = K(x,s)), 则原方程 （2) 的左边部分的算子 E-G 

也是对称的. 

但是，方程组 （9) 的矩阵不一定对称.我们先前已看到求解带有对称矩阵的方程组 
在一定意义下比求解带有非对称矩阵的方程组更具优势：有类型广泛的精确方法和迭代 
方法可以用来求解这类方程组. 

方程组 （9) 可以变成为对称矩阵的方程组.为此，方程组 （9) 中第 i 个方程乘以〜 
得到方程组 

m 

C^y t - A 51 CiC ^ K ? X j m) = C ifi, i 二 1, …眞 (10) 

这个方程组已带有对称 4 阵. 

另一个可能的对称化方法如下.方程组⑼中第 i 个方程乘以且让 = Zi 
得到方程组 

m 

Zi — aY ] y/c iy /c~K ( x | m) , ^ m) )zj = s/clfi, i 二 1， ... ， m . (11) 

J = 1 

在 q > 0 的情况下，第二个对称化方法更有优势，因为方程组 （11) 的矩阵的特征值分 
散度通常小于方程组 （10) 中矩阵的特征值分散度. 

注意到，当在求积公式 （6) 中所有权值相同时.即 

c (^) = ... = c ^) = {b _ a)/m ^ ( 12 ) 

则不必再进行对称化. 

习题1 考虑复自共扼对称核的情况 K ( x , s ) = K {^). 验证在这种情况下应用 
所描述的方法时得到带有自共轭对称核的方 程组- 
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当然，正如对任意线性代数方程组求解一样，在应用高斯法或者平方根法时在计算过程 
中可能出现除以零的运算或者溢出. 

习题2 考虑当满足 （12) 和常数核 

K ( x , s ) = K = const 

的情况下的矩形公式.应用高斯消元法以自然顺序消去未知量 ， Vm 来求解方程组 
(9). 证明当1 — \ K(b - a )^ s >0 在按高斯法 (§6.1) 消元的过程中所有遇到的元 
a [ j 的绝对值一致存在某个常值上界 k ( c ), 它仅仅与 e 有关而与 m 无关: 

卜 4)| < K ⑷ < OC. 

证明当 l - A /((/)- a )<0 时有 



习题3 证明，在条件 • 

A | ^2 cjK ^ 1 - ^ > 0 (13) 

7 = 1 

之下当应用高斯法求解方程组 （9) 时总有 

对任意 成立 | al | 彡 Ki ( e ) < oc . 

研究特征值问题 （5) 时用求积公式 （6) 进行积分近似产生代数特征值 问题： 

771 

^2 C J K y-j = \ y { . (14) 

j'=i 

其求解可以应用标准的特征值问题求解方法. 

在 q > 0和对称核 K { x , s ) 的情况下，同上面一样，特征值问题可以借助于引入新的变 
量 ^ ij t = z x 而转换成对于对称矩阵的特征值问题. 

习题4 假设所有^ 0且其中存在非零的数.证明问题 （14) 的 
模最大的特征值 Ai 为正数.证明，相应于这个特征值的特征向量中存在这样的向量，其 
所有分量非负. 

提示问题求解的一个可能的途径是研究迭代过程（第六章） 

，州二 才 ))#) 

在带有正的分量队⑼的初始条件 d ,... , y ^) T 下寻找特征向量. 

第二类沃尔泰拉积分方程 （4) 可 p 写成 

y { x ) - X K ( x . s ) y ( s)ds = /( x ), 

J a 


K ( x , s )= 


I K(x,s), 

U 


当 6 •彡 X , 
当 6. > X , 


其中核 
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且应用上面描述的求解第二类弗雷德霍姆积分方程的方法. 

但是，按照这样的途径我们可能得到的方法当 m 4 oo 时的收敛性 不好： 求积公 
式 （6) 的误差可能大，因为> X 时被积函数等于零且在整个区间 [ a , b ] 上间断（如果 
K ( x , s )^0) 或者没有高的光滑性. 

因此按照如下方式进行更恰当.给定一组点 a 彡 b . 写出关系式 

(m) 

V (工!川)) - X j K ( x [ rn \ s ) y ( s)ds = / ('( m) ) 

且应用某个充分高精度的求 积公# 计算积分 

r x { ； n) 

I K ( x i i 7 n \ s ) y ( s ) ds , (15) 

其中使用被积函数在点的值.如果计算积分时仅仅使用了被积函数在点 

,4 m ) 的值，则方程组 （9) 的矩阵将为左三角矩阵且方程组 （9) 的求解实质上 
更简单了. 

我们来研究下列求解问题 （4) 的方法 • 假设 K ( x , S ) 和 /(. s ) 均/次可微.可以证明解也 
/ 次可微.令 x| rri| = a 4- (?■ - \) H , H = (b - a)/(m - 1). 为计算积分 J : 7 K ( x ， s ) f ( s)ds 
应用精度为 - a )) 格雷戈里公式.这些公式当 i / 时有定义. 当 i <1 时应用 
某个精度为0(//3或 0( H l +1 ) 的按照节点¥,_，••• ,的求积公式.最终得到方程组 
(9), 其中在主对角线‘上方的非零元素只可能位于前/行和列.解方程组 （9) 中关于/个未知 
量叭.…， m 的前/个方程，然后解带有左三角矩阵的方程组得到其余的％. 

如果核 K ( x . s ) 和右边部分 f ( s ) 为解析函数.则应用众所周知的求解微分方程的巴切 
尔 ( Batcher ) 方法的思想有时更适合.在此情况下得到完全填满的矩阵方程组，但同时解的 
误差按照减小，其中^ < 1. 

如果则第一类沃尔泰拉方程 （3) 对 x 微分，将其求解转化为求解第二类 
沃尔泰拉积分方程 x 

K ( x , x ) y ( x ) + f Kxlx , s ) y ( s)ds = f x ( x ). (16) 

J a 

§2. 借助于核退化变换求解积分方程 

另外的用于问题 (1-2), (1.4) 的求解积分方程的经典方法在于积分算子核 K ( x ，. s ) 
的退化变换. 

表示成如下有限和式的核称为 退化的 

K ( x , s ) = ^2 c j ( x ) c h ( S ^ Q < OQ . 

j=l 

设 

Q 

K ( x , s ) ^ K °( x , s ) = ^ Cj(x)dj(s). (1) 

j=i 

为确定起见将假定 . c q ( x ) 线性无关且山⑷，… ， d q ( s ) 也线性无关.否则可以 
将核 K °{ x . s ) 写成 （1) 式但其中的 g 更小. 
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在情况（ I )中有理由期望方程 (1.2) 的解近似于下列方程的解 

r b 

y(^) 一 \ K [ \x,s)y(s)ds = f(x). 


将 K^(x,s) 的表达式代入 （2) 得到等式 



y{x) = f(x) + A / ^Cj^djisyy^ds 


于是 • 


Q 


y(x) = f(x) + X^AjCjix), 


⑵ 


⑶ 


⑷ 


其中 




( h ( s ) yi s ) ds 


这样，求解方程 （2) 变成确定系数 

# y(x) 的表达式 （4) 代入 （3) 得到方程 

V rb n / Q \ 

.AtCi(x) - A / y^ Cj(x)dj(s) 1 /(g) -h A AjCj(s) 1 dg = 0 . 

1=1 i=l \ j = l ) 

在两种情况中得到这个方程时将求和标号 j 换成了 i. 最后这个方程可以改写成 


^2, B t Ci { x ) 


其中 


Bi = Ai 


di(s) f (s)ds — A Aj I di{s)cj(s)ds. 


由函数 c,(;r ) 的线性无关性有汉 = 0. 于是，得到关于次的方 程组: 

9 

(di,c.j)Aj = (di, f), 


⑸ 


其中 ( gJ ) 



g(x)f(x)dx 为数量积.解这个方程组得到问题的近似解有如下形式 


Q 


"㈤ a /㈤ + X^AjCjix). 


如果应用 §1 中的方法，则对于大的 m 由于相当大的运算量 （ m 3 量级）不可能应用高 
斯法求解方程组 (1.9). 

如果 


E ¥ 


(m) (m) 


) “ < 1， 


⑹ 


则可以应用简单迭代方法求解方程组 (1.9) 


X^CjK yj + ft. 


⑺ 



• 446 - 


第十一章求解积分方程的数值方法 


如果将这个迭代过程改写成向量形式 


y n+1 = By n + f ? 

则由 （6) 有 HBH . C 彡 q < 1，且迭代过程的误差按照 0( q n ) 减小.如果不非常接近于1， 
则迭代过程 （7) 比高斯法更合理. 

如果迭代过程收敛很慢或者不收敛，则可以应用下列方法.在方程 (1.2) 中引人新的未 
知函数 

z ( x ) = y ( x ) - X I K °{ x , s ) y ( s)ds 

且将其变成形式 

咖)- / V …推 = 9 ⑻. （ 8 ) 

如果 \\ K °( x , s ) - 0. 则有 ||//(. T ,5 )||oo 0. 因此对充分小的值 \\ K °{ x , s ) - 

K ( x .8)1100 和适当选择的求积公式.相应于方程 （8) 的方程组 (1.9) 满足条件（6)，且迭代过 
程 （7) 快速收敛. 

研究另一个方法来获得带有小的 ||//|| oo 的形如⑻的方程.定义积分算子 

Qog = J Ko ( x , s ) g ( s ) ds . 

以 Go 记算子 E - AQ 0 的逆算子，即 Go } 等于方程 y — XQoy = f 的解.对 (1.2) 应用算 
子 G 得到方程 

' G 0 ( E - XQ)y = G 0 f ， 

它可以写成 ^ 

y { x ) - f R ( x , s ) y { s)ds = h ( x ), ⑼ 

J a 

其中当 || A •- A'ollcc -0 时有 ||/?||oc -0. 

在实际计算中最常用的是所述方法的离散情况.类似于退化核的情况可以定义一类退化 
矩阵.设为表示成如下形式的 m 阶方阵的集合 

<1 

s = Y1 


其中矩阵 CjdJ 是秩等于1的 m 阶方阵. 

类似于求解第二类弗雷德霍姆积分方程的方法可以建立求解有“退化”矩阵的代数方 

程组 

y = 入％ = f ， S e 

的方法，其中向量 y 按形式 y = f + 寻找.得到关于未知量4的方程组（5)，其 

中（•，•）为通常的向量数 量积. J 

考虑简单的情况.假设在 （1.6) 中应用矩形公式 

f ip ( x)dx ^ 工卜 ) = a + U ~ Q )- 

J a « — i 
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方程组 (1.9) 有形式 

^ K x( j m) ) yj ^ fi 
j=i 

或者写成向量形式 


y - AK (m) y = f . 

设 m = 叱 / 为整数 ， S 为 奇数. 按如下规则定义 m x m 阶 矩阵& 其元素巧等于 



( (I) ⑴ \ 

\ X a(rn.iJ)^ X 0(rriAJ)) 



( 10 ) 


其中 (^.,,)^4-,.,,)) 为从点（以，#)近似于 (^ m ) ，^ m ) ) 的点.近似性以第一和第 
二个分量之差的模最大来度量.于是， 


(0 _ 了 ㈣ 

a(m 山 j ) 2 



(注意： S 为奇数). 


X 


(0 

0(771,1, j) 




— a 

W 


习题 1 证明 S e Ml n . 

进一步引人新的未知向量 z - y - A 5 y (类似于方程 （8) 的变换）或者方程组 （10) 两 
边左乘矩阵 （ E - AS 广 1 (类似于方程 （9) 的变换).在两种情况下得到新的方程组 


u — Pu = g . (11) 

下列结论正确. 

如果核 K ( x ， s ) 连续，则 


|| P||oc ^ U ；(/), 当 / — > OC 时 Lj ( l ) 0. 

于是，得到可以有效地用简单迭代方法求解的方程组. 

在实际求解问题时方程组 （8), (9), (11) 通常不能显式地写岀.在每一步有必要重新计 
算辅助值，例如在 （11) 中对各个 h 的向量值 ( E -\ S)~ l h 的计算.其结果使得方法的困难 
性恰好相当小. 

例如，研究方程组 （9) 变换的离散情况.有方程组 

(E - \ Sr \ E - \ K (in) )y = ( E - XSy ' f . 

迭代过程写成形式 

y n +] = y n - (E - XS )~ l {( E - XK { m ) ) y n - f ). 

向量 w n = ( E - AK (叫) y n — f 的计算要求 0( m 2 ) 次算术运算 • 

通过求解带有矩阵 S e Mr 的方程组 

z — XSz = w r, 


找到每次迭代中的向量 Z n = ( E - \ S )~^ n . 

方程组 （5) 的系数的计算要求 0(/ 2 m ) 次运算，且在 A ) 已知的情况下 z 的计算要求 
O ( lrn ) 次运算.于是，当/ = 0(>/^) 时在每一步要进行 0( m 2 ) 次运算，按量级来说与简单 
迭代方法一样. 
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§3. 第一类弗雷德霍姆积分方程 


第一类弗雷德霍姆积分方程 

Qy = 



b 


K { x , s ) y { s)ds = f ( x ) 


⑴ 


的求解问题属于不适定问题. 

我们来解释其含义.假设核 K ( x , s ) 是实对称的.即 K ( s ^ x ) 
/(( U ) 和 f ( x ) 连续.则算子 Q 存^完全正交特征函数组 

Q^n ~ [ A ( x , s )^ p n ( s ) d.s = A n p n ( x ), 


/ \ (； r , s ). 也假设 


其中&为克罗内克符号.并且 



b 


(Pi(s)tpj(s)ds = 8] 


A (x 7 s) = > : Anpn (工 )p n (.S) ， 

右边部分级数的收敛性理解为在如下范 Si 义下的收敛性: 


\\ F ( x , s )\\ 



\ F ( x , s)\ 2 dxds 


从前面的关系推出 


IWI 2 = ^ | 入 n 


7? 


从而当 


n — > 


oo 时 A n — > 0. 


考虑当1 < n < n 0 时 A n # 0,当 n > no 时所有的= 0的情况.于是核有形式 

np 

K (x, s) — > : ^i^ri (^) V^n (^) ? 

即它是退化的.在退化核的情况下 ，，_1 

b n O rb n Q 

K { x , s ) y ( s)ds == [ An / ^ n(^)^pn{s)y(s)ds = ^2 ^n{^ruV)^n{x) = f (x). 

7l=\ a 71=1 

于是，问题⑴仅仅当 /( X ) 是… ㈤ ，…，、 ㈤ 的线性组合时，即/ ㈤ 写成 


- V / 

f ( x ) = > : fn^Pn(^) 


时有解. 


习题1 验证这个解是 


n(j 


y ( 工） = yo{x) = ^2 ^-'Pn(^) 


A 71 


习题 2 验证可以表示成 


y (工）= yo (^) + C n ^ fn ( x ) 

n=ri() + 1 
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的任意函数？/( X )也是方程⑴ 


的解，其中 



Cn 


2 



< 00 . 


于是，在所研究的情况下，问题 （1) 可能 没有解，当它有 解时这个解也不唯一. 

考虑所有 A n # (〕的情况.如果||/|| = jf \ f ( x)\ 2 dx < oc ， m f ( x ) 表示成按空 
间 l 2 的范数收敛的傅里叶级数 a 


/( 工)= X ] c n ( p n ( x ), C n = (/ ， p n ), E c: 


此后级数的收敛性理解为在 l 2 空间范数意义下的收敛.让 S 二 


Cn 

Xn 



习题3 证明当 S <oo 时函数 y ( x ) = ^ 是方程 （1) 的解. 

n=l An 

习题4 证明当5 = 00时问题 （1) 无解. 

习题5 假设所有的 A n / 0. 证明不可能有两个不同的解（在测度为零的集合上 
不同的解被认为是相同的; ). 


于是，可能有下列情况.问题⑴可能至多有一个解，但同时仅仅当右边部分函数在 
满足条件 5< oo 的集合中存在解. 

习题6 当存在无限多个不等于零的 A n 和无限多个等于零的 An 时，考虑用上述 
描述的方法研究方程 （1) 的解. 

研究许多问题时，特别是在解释观测结果的问题中，或者如通常所说的，在处理观测 
结果的问题中，经常会岀现下列情况.存在某个函数 y ( x )， 我们观察到的不是它，观测到 

的是某个函数 /( x )=/ 尺 ( x , 外 〆 . s ) 也，并且在这个函数的值中带有扰动纟 7(: r ). 

于是，问题 " 

ja K ( x , s ) y ( s)ds = f ( x ) 

有解，但我们实际上要求求解问题 

I K ( x , s ) y ( s)ds = /( x ), (2) 

其中 f ( x ) = f ( x ) 4- Sf ( x ). f ( x ) 的测量误差 <5/ 的范数很小： 

10/㈤II ⑶ 

问题 （2) 和 （1) 的解之间的差可以写成 Sy ( x ) = y ( x ) - y [ x ), 它是如下积分方程的解 

f K { x , s )5 y { s)ds = Sf ( x ). (4) 

J a 

oc oo 

假设 Sf ( x ) = y ^ a n (^ n ( x ). 条件 （3) 意味着 ^2 | a n | 2 彡 e 2 . 
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首先研究当所有的 a 71 # 0的情况.如果级数 t 



发散，则方程⑷无解.即 


使这个级数收敛，也不能保证当 e — 0时误差 Sy ( x ) 趋近于零. 

实际上，在所有满足 \\ Sf\\^s 的右边部分中存在有(5九= e ^ x ), 它相应于使得 
IA n | 彡 e 的 n . 于是， Jy = 即 ||知|| = e /\ K \ > 1- 

为求解所研究的问题可 7 ^应用吉 洪诺夫 ( Tihonov ) 正规化方法. 任何人都不会责成 
我们直接求解带有扰动右边部分的问题 （2). 可以尝试将这个问题替换为某个“相近的” 
问题，其解“靠近” y ( x ). 

我们已经以线性方程组的求解为例研究了某些正规化方法. 


在求解第一类弗雷德霍姆积分方程时作为近似于 （1) 的问题我们研究方程 

+ J K { x , s ) y fl ( s)ds = /( x ), n > 0. (5) 

参数//有时叫作 正规化 参数 .江 


定理 1 假设所有的 A n > 0， 

oo oo 

"( X ) = J 2 yn ^ Pn ( x ), \\ y \\ 2 = \ Vn \ 2 < OO. 

则下列不等式成立 " 1 

11% - y \\ < 冰， ")， 

其中当 e / ^ 0 时 cj ( s , aO — 0 (—般说来 与 //( x ) 有关) • 


证明 比较方程组 （5) 的解与问题 （1) 的解. 我们有 

OO OO 

f (^) ~ 〉: A n " n (^ n (X) = 〉: fn^Pn (^) ^ 

n= 1 n=l 

其中 /n = Vn = ("(了:)， V^n(T)) 且 

oc 

f (工 ） = 〉: (fn + ( ^ n ) ( f l n (^') ■ 

71=1 

OO 

将 Vm ( x ) = ⑷代入⑸得到 


> : (/ 1 — 〉: (/n + - 


于是， 


Vn 


fn + 


fl + A n 


y,i( x ) = Y1 


fn + 


[" + 


V ^ n (^ : ) — 〉: 


^n Vn ^ 

: " + 入 n 


^ Pn { x ) 


研究差 


RA x ) = v ^ x ) - y ( x ) = 


^riVn C 

// + A n 


Vn ) ^pn (^) • 


有等式 


^riVn 

W + An 


Vn 




"，+ A n 
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于是，误差 R ^( x ) 可以表示成两项 O ) 和 R » 之和: 

R A x ) = 丑上 ㈤ +巧 ㈤ ， 


⑹ 


其中 


R ] A X ) = 


a 


n 


/i + A n 


Wn (工 *)， = > : 


l^h 


;"• + A 7 ' 


^ n ( x ) 


由函数 Pnix ) 的正交性有 


K 


E 


a 


fi + A n 


2 


I 吋 ii 


E 


n 


^Jn 


/i + A ” 


2 


因为//， A n 彡0,则 /i + A n 彡 A 因此 




E 


a 




2 


E 




⑺ 


我们转到估计 ||^||. 首先研究更简单的且相对更经常遇到的情况，即补充满足条件 


E 


yn_ 

An 


2 


Fq < OO. 


⑻ 


于是有 


^11^ . 


E 


网 n 

An 


2 




⑼ 


从关系式 （6), (7), ⑼推出 


S 


11 Rfl 1 1 彡 W (6 ， "） = _ + "凡 . 
于是，在补充假定 （8) 之下，定理得证，因为 

11丑"11 < w ( e ， / i ) — ~ 

且当 e//，，p — 0时 u ;( e ，//) — 0. 


( 10 ) 


于是，对充分小的 e // i , / x 我们得到问题带有小的误差的解. 

为得到最好的误差趋向于零的估计我们寻找 mina ;(6,//). 在极小值点抑有4 




£ 


Mo 


+ F 0 = 0,即/句=•由 （10) 得到当 /i = vA / 凡时 


||^|| ^2 v /^ o ->0. 


现在在没有假定 （8) 时证明定理. 
将表达式 11 Rf , 11 表 7 JK 成 


其中 


巧 II = y^l,N + Rji’N ， 


丑 i,yv 


N -fjyn |2 


E 


// + A n 




N 


E 

二 /v+i 




// + A 7 : 


2 


成立如下估计 


R ]hN ^ 二 


N w 2 



" 2 砟 (A0, 
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其中 







Un 

K 



^ i ^ i 2 - 

n=N + l 


我们来证明当 M — 0 时 \\ Hl \\^ 0 . 为此只需要证明对于任意的 J > 0 存在 M ⑷ 

使得 


当"彡"⑷时|啤||<& 


取任意 (5 > 0. 因为级数 L \ y n \ 2 收敛.则存在 N ( 6 ) 使得 

n=l 

E l ^ l 2 ^ y . 

n=N(S) + l 

如果 / i 2 彡 （" ⑷) 2 = 6 2 /(2 (/^⑷)) 2 ) ，则 彡 P /2 且 

II 啞卜 \/K,n + ( \A 2 /2 + P/2 4 

于是，有 


II 叫 K II 巧 II + II 巧 II ， \\Rl\\^e/^ 当 "— 0 时 ||^||-0. 

这样，定理的结论在没有假设 （8) 的情况下也正确. 


上面描述的正规化方法也应用于当某些可能等于零的情况. 

假设 M 为使得 A n > ◦ 的标号 n 的集合，为使得 A n = 0的标号 n 的集合.（每个 
集合可能有限也可能无限.但不可能同时有限） 

如果 lj ( x ) = y " jj n < f n ( x ), Y . M 2 K °°为方程⑴的解，则在 E |如| 2 < OC 时函 

n n n £ N {) 

数 ^ (yn + a n )^ n { x ) 也是方程 （1) 的解.假定 y °( x ) = ^ y n fn ( x ). 由上所述 2 / U (: T ) 也 

n nG 

是方程 （1) 的解. 


习题 7 假设 y ( x ) / y °( x ) 为方程 （1) 的解.证明 

IMI > lly°l|. (11) 

方程 （1) 的带有最小范数的解（在解不唯一的情况下）叫作标准的•由 （11) 推出 y °( x ) 
是问题的标准解. 

定理 2假设 y °( x ) = yn ^ n ( x ), ||-</ 0 || 2 = E \ y n \ 2 < 00 为方程 （1) 的解. 

n£N i nG 

则成立不等式 \\ y ^ - y °|| < u ;(£ ? / i ), 其中当 ej [ i , — 0 时 > 0. 

证明与上面所有 A m > 0 的情况没有本质的不同.问题 （1) 的解 y °( x ) 写成 

OC 

7/°(x) = > : y^ipn^x) = 〉: y^n^pn (^)? 

uEN[ n=\ 


其中 
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Vn ^ 当 n e Ni 

0 ，当 n G Nq 


误差 y / x { x ) - y °( x ) 写成 


M x ) - v °( x ) = 


+ cy r 

"+ An 


—) V^n = Si +62, 


其中 


s ^= 


nEA r i 


?Ai + Or 

/i + A n 


a 


Un ) V^n .5 ^2 = 〉、 


项 s 2 的估计有形式 

115211 = 


E a n 

— Wn 

LI 

nGN 0 ^ 


E 

^ G / Vq 



2 


^ - 




对& 的估计同定理前面的证明情况一样. 


正规化方法也被用来求解各种各样的问题，特别是非线性问题. 

我们来考虑核 K(x,s) 为非对称情况.由如下关系式定义算子 

Q*y = j K(s,x)y(s)ds. 

以 y t i{x) 记方程 

m^(^) + Q^Qy^i = QV(^) 

的解.从条件 

I \QVfJ.(e) ~ /|| — £ 

选择参数 p = 从 e ). 如下定理正确. 

定理 3 (省略证明）假设方程 （1) 可解，且 y °{ x ) 为方程 （1) 的标准解，即带有最 
小范数的解.则当 e — 0时 \\ij^ £) -y°\\ -^0. 


参考文献 

L Depe3HH M.C. /Kh^kob H.II. MeTOiiu BbiMHCJieHMH. T. 2. — M •: ( I>H3MaTrH3 t 1962. 

2. KpbiJiOB B.H., Bo6kob B.B., MoHacTupHbrii FI.M. Hanajia TeopwM blimhcjih- TejibHbix 
Mexo^OB. MHTerpaJibHi>ie vpaBHemifl, HenoppeKTHbie sa^aMH h yjTVMiiieime cxo/ih- 
moctm. — Mhhck: Hayna w TexHMKa, 1984. 

3. Mopo30B B.A. PeryjiHpHbie MeTojiLi pememiH HeKoppeKTHo nocTaBJieHHLix 3ajx- an . —— 

M •: Hayna, 1987. 

4. PomcIhob B.r. 06paTHbie aa^aMH MaTeMaTHMecKOH 中 m3mkm- —— M.: Havna, 1984. 

5. Thxohob A.H., ApceHHH B.H. Merojihi pemeHHH HeKoppeKTHbix 3a^aM. — M. : Hayna, 

1986. 

6. jleiiHCOB A.M. Bsejiemfe b Teopnio oGpaxHbix 3aji r dM — M.: M 3 丑一 bo M 厂 y ， 1994. 


结束语 


我们已结束了关于数值方法理论中传统问题的讨论.在前面的讨论中，我们可能把 
过多注意力放在了应用各种方法时所遇到的“暗礁”上.读者可能会产生这样的错觉.即 
应用数值方法来求解实际问题是如此复杂无望的任务.以至于应该拒绝它.为了纠正这 
样的印象，我们以优化的观点来看待这个问题. 

人们对大量问题已经开发出很好的数值方法，并在此基础上建立了求解问题的标准 
程序. 

解决许多类型的实际问题的标准程序是数学软件的一部分，与计算机一起提供给 
用户. 

如果你们首次遇到单一问题,则通常最好应用标准程序或者自己基于简单求解方法 
编写程序.在求解要求适当计算量的一组单一问题时.为了快一些得到结果，通常也借助 
于标准程序或者能够迅速编写为程序并完成调试的算法.尽管其计算量同最有效的方法 
相比常常增加100倍以上. 

在实践中经常遇到无法用标准程序求解的多变量函数最小化问题.尽管如此，作者 
们的经验表明，求解新问题吋仍然应该从尝试应用标准程序开始.例如，如果在30%的 
情况下采用标准程序有效，则甚至当标准程序不给出肯定结果的情况下，也可以认为它 
们的应用是合理的.利用标准程序可以建立大量的最终程序模块，并且经常能够积累关 
于极小化函数性质的有益信息. 

计算技术应用的一部分“开拓者”相信，别人的标准程序不能应用，永远应该自己 
重新写程序.这样的判断在计算机应用的最初阶段是正确的，那时数值方法理论的发展 
不够充分.据此建立的算法常常不可靠.鉴于数值方法理论已经发展到现代水平,并且对 
程序测试已有严格要求，这样的观点不再被认可. 

我们来考虑需要用数值实验的方法研究某个物理过程的情况.常常在许多大人物冥 
思苦想并且有时耗费几年时间来计算复杂模型之后，最初的研究者才开始明白，最好还 
是从最简单的模型出发进行计算，并借助于最简单的经过检验的方法来研究它，虽然这 
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些方法有时需要更高的计算量.只有在完全相信问题提法的情况下才有意义应用结构复 
杂的方法对复杂模型进行计算. 

于是，在研究问题的初期阶段，我们通常处理简单模型，并应用通常基于标准程序的 
简单求解方法.如果我们从复杂模型开始研究问题，就很可能在某个地方出错.更恰当的 
做法是，先用一些最简单方法求解一些最简单的问题，在获得经验后再研究更复杂的问 
题并应用更复杂的方法.因为按这样的顺序来应用更复杂的数值方法就不会过于闲难 . 

由数学家本身从源头和最简单的模型出发提出实际问题的数学提法并进行研究.其 
重要性与一线情况有关.为了让问题尽量“满足”数值求解的要求，不了解数值方法和 
计算机计算能力的专家经常只会从数学提法的外在复杂性出发.其结果有时 导致： 

a ) 原始问题被替换为与之无关的问题； 

b ) 能够用现代计算机求数值解的问题变成不能用现代计算机求数值解的问题. 

更全面地研究问题的提法还有如下所述的理巾.在建立最简单模型的过程中，我们 

常常得到关于问题的求解方法和程序将在哪个方向上变得复杂的信息.于是，我们就能 
够修改用来研究简单模型的原始程序，使它有可能变得越来越复杂. 

在所有的情况下都最好采用模块化方式编写程序.事实上，在求解稍微复杂一些的 
问题时，我们常常无法预先说出所选择的方法是否适用于求解这个问题. 

例如，在求解微分方程边值问题时，我们可能不相信在内点或者接近边界处的差分 
格式选择的合理性.在内点和接近边界处的计算是按照不同公式进行的，因此更好的方 
式是将其分割为单独的模块，以便独立地进行方法调试.能够预先设计一种机制来快速 
且方便地改变问题的参数也很重要，例如求解微分方程时的网格步长或求积公式的疚点 
数都是这样的参数.在节点数不大的情况下，程序调试和问题求解方法的检验更为快捷. 
从而能够更好地使用计算机的计算能力.例如，在节点数不大时可以更快地检验迭代过 
程的收敛性. 

有时，专业程序员建议借助于测试来调试程序.取可能的最小节点数.使所有程序模 
块（和所有循环）都运行起来.在这样的节点数下，首先不借助于所编写的程序来求解问 
题，然后把计算结果与计算机上的计算结果进行比较.对于求解微分方程的典型的有限 
差分方法，要想使所有程序模块和循环都运行起来，每一个坐标轴上的最小节点数应介 
于2和5之间. 

在调试程序的过程中.可以在程序中加人附加的显示或者打印指令来输出中间数裾， 
以便与先前完成的测试进行对比.这样的调试方法对于初学编程者尤其方便. 

具有丰富的计算机使用经验的专家更喜欢利用大模块来调试程序，他们将程序调试 
与方法质量检验（方法调试）结合在一起.为此就要尽量这样来编写求解程序,使它在参 
数取确定值时转化成带有已知解的问题的求解程序. 

例如，雪崩运动方程在一定的参数值下转化成浅水方程，这个方程在分段常数初值 
情况下具有已知的精确解（称为间断分解问题的解).将计算得到的解与精确解比较.就 
可以讨论程序的正确性和方法的质量. 
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构造间断分解问题的解本身要求相对很大的辅助工作.对给定的方程组，常常按如 
下方式处理，而不直接构造解. 

以任意参数代替方程组系数的具体值，同时选取这些参数和可能是间断分解问题的 
解的函数.结果得到某个具有已知解的问题，它仅仅在参数数值上不同于我们感兴趣的 
问题.在这个问题上，我们可以调试方法和程序中的所有最本质的因素. 

我们以微分方程为例来解释构造具有已知特解的问题的方法. 


L ㈦ 


设需要求解矩形 C ： 0 < X , < 1上的边值问题 

d ( 2\^ u \ d ( 、 du\ 

在矩形的边界 r 上给岀边界条件 

du 

^ gu — g 


e 


0 


On 


取某个函数 u °( x ， y ) 并计算函数 


0 . 


r 


= L ( u °( x , y )), g °\ 


du ° 

On 


+ au — g 


边值问题 


L ( u ) = f \ x , y ) = 0, 


du 

On 


+ o-u - g - g ° 


0 


r 


就是具有已知精确解 u 二 u °( x i y ) 的问题. 

处理具有已知精确解的网格问题常常是最理想的.例如，如果按照简单显式公式求 
解柯西问题，则这样的解容易直接计算. 


按下列方式处理常常是合适的.取某个网格函数 < 并计算 

fh = L h ( u ° k ), Qh = lh ( u h ). 


问题 


Lk{ u h) — fh' Uii^h) — 9h 


是具有已知精确解叫二 < 的网格 问题. 

有时必须处理具有大节点数和精确解的网格问题.在这种情况下，由计算机来计算 
/ f 和冗 是方便的.为得到这个问题.常常取某个非高次（通常1〜4次）多项式在网格 
节点的值的集合作为在许多情况下，多项式的次数由微分方程问题的网格近似误差 
等于零这一条件选取. 

我们再次强调上述检测方法的基本思想. 不必直接对原始问题进行测试 （按照给定 
的右边表达式构造解)， 而是对反问题进行测试 （按照给定的解构造右边表达式)，后者是 
对结构相同但带有其他数值数据的正问题的测试. 

应用这个方法通常能显著减少建立测试的消耗. 
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